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أ النشر العلمي والمطابع ١١٤٠١ه‏ 
0-0 


مدن dê‏ 
ا مشر ضميين 


ما لاشك فيه أن حاجة مكتبتنا العربية إلى الكتب العلمية القيمة أمر يزداد 
بمرور الزمن وذلك لازدياد عدد الكتب المطبوعة عالميا بشكل هائل. إن أحد الروافد 
الرئيسة في إثراء مكتبتنا هي الترجمة التي كانت إحدى دعائم الحضارة الإسلامية في 
عصورها الزاهرة. فلقد ترجم العرب والمسلمون من لغات مختلفة منها اليونانية واهندية 
والفارسية » وكان هذه الترجمة الأثر البالغ في نقل ما توصلت إليه تلك الحضارات إلى 
متناول يد القارىء العربي. 


إن ازدياد عدد العرب المتحدثين باللغات الأجنبية لا ينقص من أهمية الترجمة 
إطلاقاء فلقد وجدنا من واقع خبرتنا في التدريس أن معرفة الطالب باللغة الإنجليزية 
ليست كافية لإعطاءه الشعور بالارتياح في تتبع محتوى كتاب مقرر بتلك اللغة . إن واقع 
الشعوب المتقدمة دليل على ذلك» فهناك عدد هائل من الكتب الإنجليزية مترجم إلى 
اللغات الروسية واليابانية والصينية وغيرهاء وبالعكس. بالرغم من توفر القرّاء في 
اللغات المترجم منها. 


إن أسباب اختيارنا هذا الكتاب «مواضيع في الجبر» للترجمة تعود إلى ما يلي : 
© إن الكتاب يُعَدَُ من الكتب المعتمدة في تدريس مادة الجر في المرحلتين الثالثة 
والرابعة لمتخصصي الرياضيات في كثير من الجامعات الأمريكية وبعض الجامعات _ 
الأوروبية . ۰ 


مقدمة المترجمين 


إن الكتاب جامع لمختلف مواضيع الجبر المجرد التي يحتاجها الطالب في دراسته 
الحامعية » فالمادة ى بضسمهااتغطي مالا يقل عزن تو قاغرات هي الزمر» 
الس القطى . ,وانكلقات ,والتقول: 

من عخلال رتنا في تدريسن هذا الكتاب وجدثا أن أسلوبه سهل وميسر للطالب» 
حيث إنه يقدم المواضيع الرياضية المجردة بصورة تقربها إلى ذهن الطالب بالإضافة 
إلى توضيح الدواة فع التي دعت المؤلف لتقديم تلك المواضيع 

حاول المؤلف الابتعاد عن الشكليات وكثرة استعمال ا المنطقية التي قد تنفر 
الطالب من الموضوع . 

يعتير مؤلف الكتاب #651 NN.‏ .1 من ساهموا بشكل فَعّال في تطوير علم الجبر من 
خلال أبحاثه العديدة ما انعكس بشكل إيجابي على أسلوب كتابته» هذا بالإضافة 
إلى خيرة المؤلف الطويلة في التدريس في جامعة شيكاغو بالولايات المتحدة. 


والآن نورد بعض الملاحظات حول الترحمة : 
لق اتبعتا الرموز الرياضية نفا الوجودة:ق الاب إلا ما ندر وخاصة الزمز 3 
الذي استبدلناه بالرمز 2 الأكثر شيوعا للدلالة على مجموعة الأعداد الصحيحة . 
فيها يختص بترجمة المصطلحات حاولناء قدر الإمكانء التمسك بها ورد في قائمة 
مكتب تنسيق التعريب في الرباط والمنبثقة من المؤتمر الثالث للتعريب عام لا191م . 
كذلك استعنًا بمعجم الرياضيات الذي نشرته مؤسسة الكويت للتقدم العلمي عام 
۳هم. كما اجتهدنا في ترجمة بعض المصطلحات . ولغرض التسهيل على 
القارىء : قمنا بإعداد قائمة بالمصطلحات وضعناها في نهاية هذا الكتاب . 
لقد لاحظنا وجود بعض اهفوات المطبعية في النسخة الإنجليزية فقمنا بتصحيحها 
في الترحمة. ىا أننا صحخنا أخطاء رياضية مثل التي وردت في برهان تمهيدية 
(0-5-7). 


هذا ونرجو الله العلى القدير أن يجعل في عملنا هذا الفائدة لدارسي الرياضيات 


وغيرهم من المهتمين في هذا المجال وأن يوفقنا جميعا لخدمة لغة كتابه الكريم 


المترجمان 


مقدمسة 
الطبعة الثانية 


لقد واجهتٌ عملية مراجعة كتاب «مواضيع في الجيره. الطبعة الأول بشيء 
من التخوف . ذلك لأنني كنت على العموم» راضيا عن الطبعة الأولى ول أرد تغييرا 
لها. ومع ذلك فهناك بعض التغييرات التي شعرت بوجوب إجرائهاء وهي تغييرات لا 
تؤثر على الأسلوب العام أو المحتوى ولكنها تجعل الكتاب أكثر اكتمالا. إنني أتمنى أن 
أكون قد حققت هذه الغاية في هذه الطبعة. 


إن أكثر التغيبرات قد أجريت على فصل نظرية الزمر. فعندما كتبت الطبعة 
الأولى لم يكن شائعا أن الطلاب الدارسين للجير المجرد قد سبق وأن تعرضوا للجبر 
الخطي ‏ وني الوقت الحاضر نجد أن العكس هو الصحيح » إذ أن الكثيرمن الطالاب ` 
بل ربما غالبيتهم سبق وأن تعلموا شيئا عن المصفوفات من نوع (2×2) في هذه المرحلة . 
لذا فإنني شعرت بالحرية في استعمال المصفوفات من نوع (2×2) في الأمثلة والمسائل . 
إن الأجزاء التي تعتمد على بعض المعرفة في الجبر الخطي قد أشير إليها بالرمز # . 


ف العائلية/السآبقة رة سيلو اقتصرتاعل تبان وجوة زمر سيلو الزكيةا. ولق 
استعملنا في ذلك برهان فيلانت (98/1613001) . إن ترافق زمر سيلو الجزئية وعددها كان 


رز 


فو مقدمة الطبعة الثانية 


من ضمن سلسلة من التمارين ولم يكن في صلب الكتاب . أما الآن فإن جميع أجزاء 
مبرهنة سيلو نَنَضْمّنها مادة الشرح في الكتاب . وبالإضافة إلى البرهان السابق لوجود زمرة 
سيلو الجزئية نقدم برهانين آخرين للشيء ذاته. قد يتهمني البعض بالإفراط في هذه 
الناحية وقد يكونوا محقين في ذلك . إن حقيقة الأمر هي أن مبرهنة سيلو مهمة وأن كل 
برهان يعرض ناحية مختلفة في نظرية الزمر» وأكثر من ذلك أنني معجب بمبرهنة سيلو. 
أما برهان ترافق وعدد زمر سيلو الجزئية فإنه يستخدم الجموعانك المشاركة المزدوجة . 
إن إحدى النتائج الجانبية لهذا العرض هي طريقة لإيجاد زمر سيلو الجزئية في مجموعة 
كبيرة من زمر التناظر. 


في الطبعة الأول حذفت موضوع الضرب المباشر. وحيث إن المادة سهلةء 
ومهمة» في الوقت نفسه» فلقد قمت بسد هذه الثغرة في البند الخاص بالضرب المباشر 
الذي أضفته في هذه الطبعة. وقمت في البند التالي له ببرهان تفريق الزمرة الإبدالية 
المنتهية إلى ضرب مباشر لزمر دورية وكذلك برهان وحدانية اللامتغيرات المصاحبة لهذا 
التفريق . في الحقيقة إن هذا التفريق كان ضمن محتويات الطبعة الأولى وفي مهاية فصل 
فضاءات المتجهات كنتيجة لبناء الفضاءات الحلقية المنتهية التوليد على الحلقات 
الإقليدية . ومع ذلك فإن حالة الزمرة الإبدالية المنتهية مهمة في خد ذاتها وهذا ما يؤكده 
البند الخاص بدراسة هذه الزمر. إن وجود هذا البند في الفصل الخاص بالزمر في بداية 
الكتاب يزيد من احتمال تدريسه . 


إن هناك بندا آخر بكامله أضيف في نهاية فصل نظرية الحقول. لقد رأيت أنه 
من الواجب أن يرى الطالب كثيرة حدود معيّنة على حقل معينٌ تكوّن زمرة جالوا له هي 
زمرة التناظر من الدرجة الخامسة. وبالتالي فإنه لا يمكن التعبير عن جذور كثيرة الحدود 
هذه. باستخدام الجذور التربيعية» التكعيبية. . . الخ لعناصر من الحقل . ومن أجل 
عمل ذلك أثبتنا أولا مبرهنة تعطي معيارًا لكون زمرة جالوا لكثيرة حدود غير مختزلة من 
الدرجة م على حقل الأعداد اا حيث م عدد أولي» هي الزمرة ,5. وكتطبيق لهذا 
المعيار نحصل على كثئرة حدود من الدرجة 5 على حقل الأعداد النسبية والتي زمرة جالوا 
ها هي زمرة التناظر من الدرجة 5 . 


مقدمة الطبعة الثانية طّ 


هناك العديد من الإضافات الأخرى . فيوجد أكثر من 150 مسألة جديدة تختلف 

في درجة ضعوبتهاء بعض هذه المسائل روتينية وحسابية والعديد منها صعب جدَّاء 

وبالإضافة إلى ذلك» فهناك بعض الملاحظات البينية التي وضعت في المسائل التي يواجه 

فيها القراء صعوبة شديدة , قد أرجت مق الشات تشد عا أعيد اة مقا 
الآخر في الأماكن التي كانت فيها العبارات غامضة أو وجيزة . 


لقد بيّنت فيما سبق ما قمت بإضافته. أما الذي لم أضفه فقد سبب لي القرار 
بشأنه صعوبة بالغة. فقد فكرت كثيرا في إضافة فصل لنظرية الطوائف (الفصائل) 
وبعض الدلالات الابتدائية وكذلك التوسع في دراسة الفضاءات الحلقية. وبعد 
التفكير مليًا في الأمر قررت عدم إضافة شيء من ذلك . إن الكتاب كا هو الآن يحوي 
مواضيع متماسكة لا تمتزج مع المواضيع الجديدة التي فرك يها . إنه من الممكن مزج 
هذه المواضيع با هو موجود ولكن ذلك يتطلب إعادة كتابة مادة الكتاب بأكملها وتغييرا 
كليا لفلسفته - وهو شيء لم أرد فعله. إن محرد إضافة هذه المادة الحديدة كملحق دون 
تطبيقات وأهداف معروفة يتعارض مع مبدئي الأساسي الذي ينص على أن المادة التي 
أتعرض لشرحها يجب أن تؤدي بي إلى أهداف معينة » ونقاط بارزة ومبرهنات شيّقة. لذا 
قررت إلغاء المواضيع الإضافية . 


لقد كتب لي الكثير من القرّاء حول الطبعة الأولى مشيرين إلى أخطاء مطبعية أو 
مقدمين بعض الاقتراحات لتحسين الكتاب. لذلك فإني أنتهز هذه المناسبة لأتقدم 
إليهم بالشكر على مساعدتهم . 


مقسدمسة 
الطبعة الأولى 


إن الفكرة من وراء هذا الكتاب» والأكثر من ذلك. الرغبة في عمل هذا الكتاب 
نشأت مباشرة من مقرر درسته في السنة الأكاديمية ١9468‏ - ۰٦۱۹م‏ في جامعة كورنل . 
ولقد كان أكثر طلاب الصف يتكونون من طلاب السنة الثانية المتميزين في الرياضيات 
في تلك الجامعة . ولقد كانت رغبتي تجربة عرض مادة لهم أكثر من تلك التي تعطى عادة 
للمستويين الأول والمتقدم . 


ولقد كان هدفي من هذا الكتاب. من حيث المستوى وأسلوب العرض أن يكون 
وسطا بين كتابين تقليديين: أوههما مسح في الحبر الحديث لمؤلفيه بيركهوف وماكلين 
والآخر الحبر الحديث لمؤلفه فاندرفيردن . 


لقد حدث تغير ملحوظ في السنوات الأخيرة في تعليم الرياضيات في الجامعات 
الأمريكية وكان هذا التغيير ملحوظا في الصفوف العليا في الجامعة وبداية الدراسات 
العليا. إن المواضيع التي كانت تعتبر قبل سنوات مناسبة للمقررات شبه المتقدمة 
للدراسات العليا في الجبر أصبحت الآن تدرس في أول المقررات في الجبر المجرّد. وعلى 
افتراض أن هذا التغيير سيستمر بشكل مكثف في السنوات القليلة القادمة فإنني قد 
وضعت في هذا الكتاب. الذي صمم ليكون أول مقدمة في الجبر للطالب» مادة تعتبر 
حتى الآن متقدمة قليلا لتلك المرحلة من الدراسة . 


ل مقدمة الطبعة الأؤلى 


إنه عادة ما توجد مخاطرة كبيرة عند معالحة أفكار مجردة بصورة مفاجئة وبدون 
أساس كاف من الأمثلة بحيث تجعلها معقولة وطبيعية . ومن أجل تخفيف هذا. حاولت 
سلفا تقديم الدوافع والأفكار اللازمة لتلك الأفكار في أوضاع واقعية . إن أحد الدلائل 
قوة على كفاءة المفهوم المجرد هو ما يفيدنا به ذلك المفهوم وما ينتج في أوضاع مألوفة . 
ولقد بذلت محاولة في كل فصل » تقريباء لاظهار أهمية النتائج العامة وذلك بتطبيقها في 
مسائل خاصة . فعلى سبيل المثال» عرضت في الفصل المتعلق با لحلقات مبرهنة المربعين 
لفيرما كنتيجة مباشرة لنظرية الحلقات الإقليدية . 


ولقد تم اختيار الموضوع المطروح للمناقشة لا لأنه أصبح قياسيا لعرضه عند هذا 
المستوى ولا لكونه مهما بصورة عامة ولكن بالنظر «لواقعيته» وهذا السبب قررت حذف 
مبرهنة جوردان ‏ هولدر والتي كان من الممكن تضمينها في النتائج المتعلقة بالزمر» ورغم 
ذلك. فإنه لتقدير هذه النتيجة في حد ذاتها يتطلب الأمر تصورا كبيرًا لنتائج سابقة أو 
لاحقة كا أنه لكي نرى استخدامها بكفاءة فإن الأمر يتطلب حيودًا كبيراً عن الموضوع . 
صحيح » إنه من الممكن دراسة نظرية بُعد فضاء المتجهات كإحدى نتائج تلك 
المبرهنة. ولكن. ولأول مرة» يبدو محتملا أن هذا منطلق متطرف وغير طبيعي لأمر 
أساسى جدا. وبالمثل فإنه لا يوجد ذكر لحاصل الضرب الموتر أو الإنشاءات المتعلقة 
به. إنه ليوجد متسع من الوقت لدى الطالب لدراسة تلك الأفكار المجردة فيا بعد ومن 
هنا فلم العجلة بتقديمها الآن في هذا الكتاب؟ 


بقيت كلمة حول المسائل التي يوجد عدد كبير منها . إن الطالب المتميز جدا هو 
الذي قد يكون بإمكانه حل المسائل جميعها. إن بعض المسائل ما هو إل تكملة لبرهان 
معين ورد أثناء العرض بين| يكون بعضها ليس إلا توضيحا عمليا لبعض النتائج التي 
وردت في الكتاب كا أن بعض المسائل قد قدَّم لا لمجرد حلها بقدر ما هو كيفية البدء 
بحلها. إن قيمة المسألة ليست بمجرد الحصول على حل ها بقدر ما هي في الأفكار 
والمحاولات الفكرية التي تقود إلى حلها. ولقد ورد بعض المسائل توطئة لمواضيع 
ستعالج فيها بعد حيث إن الأمل» والسبب من وراء ذلك وهذاء هو وضع الأساس 


مقدمة الطبعة الأولى 8 


للنظرية التي ستطور فيا بعد كا إنه يجعل من الأفكار والتعاريف والمناقشة أكثر طبيعية 
عندما تقدم في حينها. هناك مسائل عديدة ستظهر أكثر من مرة كا أن بعض المسائل 
التي تبدو لي لسبب أو لآخر صعبة نوعا ما قد وضع عليها نجمة (كا قد وضع على 
بعضها نجمتان) ومع ذلك فإنه لا يوجد هنا اتفاق بين الرياضيين فمنهم من يرى أن 
المسائل التي يوضع عليها نجمة كان من المفروض ألا يوضع عليها شيء والعكس 
2 


إنني مدين بالشكر لعدد من الأصدقاء وذلك لاقتراحاتهم وتعليقاتهم وانتقاداتهم 
وأخص بالذكر بعضا منہم شارل کیرتز» مارشال هول. ناثان جاکوبسون» آرثر ماتوك» 
ماكسويل روزفلخت. كما أنني مدين بالشكر لدانيال جورنشتاين وإيرفنج كابلانسكي 
وذلك لمناقشاتنا العديدة حول الكتاب من حيث مادته وأفكاره . وقبل كل شىء » أشكر 
جورج سيلجان لاقتراحاته الواضحة وملاحظاته حول طريقة العرض والمحتوى كما أنني 
أشكر فرانسيس مكناري الموظف في شركة جن وشركاه لتعاونه ومساعدته . وأخيرا أود 
أن أعبر عن شكري لمؤسسة جون سايمون جوجنهايم موموريال لإعانتهم المؤلف في 
كتابة جزء من هذا الكتاب وذلك عندما كان في روما زميلا لمؤسسة جوجنهايم . 


0 
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© نظرية المحموعات © التطبيقات 
© الأعداد الصحيحة 


إن من أحد المعالم المهمة لرياضيات القرن العشرين هو ادراك المشتغلين بها بقوة 
الطريقة التجريدية وقدكان هذا باعثا مهما لنتائج ومسائل جديدة» ومن ثم» قادنا ذلك إلى 
استكشاف مجالات جديدة في الرياضيات لم تخطر على بال أحد من قبل . 


ولم ينتج عن هذه التطورات رياضيات جديدة فحسب بل نتج عنها أيضا 
وجهات نظر جديدة» وإلى جانب هذا براهين جديدة وبسيطة لنتائج تقليدية صعبة . 
إن إعادة مسألة ما إلى أساسياتها تظهر لنا الوضع الصحيح هاء فالنتائج التي كان يعتقد 
بأنبا حالات خاصة منفصلة أصبحت ترتبط مع بعضها البعض من خلال هذه 
الأساسيات. 

ولا يعتبر موضوع الجبر الذي تطور من خلال هذه المفاهيم هو موضوع مستقل 
بذاته» بل إنه يربط بين فروع الرياضيات مثل الهندسة» نظرية الأعداد» التحليل 
والتوبولوجيا وحتى الرياضيات التطبيقية» كما يعتبر أحد مجالات البحث الحديثة المهمة 
هي حقل الرياضيات . 

ولقد أعد هذا الكتاب ليكون مدخلاً لهذا الفرع من الرياضيات الذي يدعى 
اليوم بالجبر المجرد. إن كلمة «مجرد» هي تعبير ذو صفة شخصية بمعنى أنها تعني عند 


۱ 


۲ مواضيع في الجبر 


إنسان ما شيئا محلداء بينما تعنى شيئا مختلفا عند إنسان آخر. فيما يتعلق بالبحوث 
الجارية في الجبر يكن وصف هذا النشاط بأنه ليس تجريديا من وجهة نظر إنسان درس 
موضوع التفاضل والتكامل» ولكنه يكن أن يوصف بأنه تجريدي جدا من وجهة نظر 
إنسان يرى هذه المادة العلمية لأول مرة . 


بأنه عبارة عن مجموعة من العناصر مزودة بعمليات تمكننا من تركيب هذه العناصر. 


وقبل أن نبدأ بدراسة المجموعات من حيث كونها مزودة بعمليات. فإن من 
الضروري دراستها مجردة عن هذه العمليات ودراسة بعض الأفكار المتعلقة بها. ومن 
ناحية أخرى» سنحتاج إلى بعض المعلومات عن مجموعة خاصة هي مجموعة الأعداد 
الصحيحة. إن الغرض من هذا الفصل هو مناقشة موضوع المجموعات ومجموعة 
الأعداد الصحيحة واشتقاق بعض النتائج التي سنحتاج إليها في مناسبات عديدة من 
هذا الكتاب. 


)١-1(‏ نظرية المجموعات 
لن نحاول إعطاء تعريف معين للمجموعة (561) ولن نمهد لموضوعات نظرية 
المجموعات, ولكن بدلا من ذلك سنأخذ المنطلق الأوْلي والعمل. بمعنى أن 
مجموعة ما هي تجمع من الأشياء . في كثير من تطبيقاتنا سنتعامل مع أشياء محددة» والتي 
ستتضح من خلاها الفكرة العامة للمجموعة كشيء معقول تماما. وبالنسبة لأولئك 
الذين يميلون إلى الجانب التجريدي فإننا سنعتبر المجموعة على أنها فكرة أولية لا يمكن 
تعريفها. 


سنبدأ ببعض الملاحظات حول الاصطلاحات والرموز. إذا كان لدينا مجموعة 
ما ولتكن 5 . فإننا سنستخدم الرمز “٤5”‏ ليعني أن ”2 عنصر من 5“ . وبالطريقة 


أفكار أولية 8 


نفسها فإن “4٤5”‏ يعني أن ”3 ليس عنصرا من 5" . يقال عن المجموعة ‏ إنها مجموعة 
جزئية (6۲طں؟) من 5 إذا كان كل عنصر من ۸ هو عنصر من 5 » أي أنه إذا كان 
4ه“ فإن هذا يقتضي أن ”268“ » وسنكتب هذا على الشكل 5ح [وأحيانا 
54 ] والتي يمكن أن تقرأ ۸ محتواة في 5 [أو 5 تحتوي على ] . إن هذا الرمز لا يعني 
استبعاد إمكانية کون 4۸ تساوي 5 . 


وبهذه المناسبة. ماذا نقصد بتساوي مجموعتين؟ 
إن هذا يعني بالنسبة لنا أن كلا متها تحتو على العناصر نفسهاء ويمعنى آخرء إن كل 
عنصر في إحدى المجموعتين ينتمي إلى الأخرى والعكس صحيح . وبالتعبير عن ذلك 
بدلالة رمز الاحتواء فإن المجموعتين ۸ و 8تكونان متساويتين ونكتب 8 = ۸ إذا كانت 
8ه و 84 . إن الطريقة المثلى لبرهان تساوي مجموعتين والتى سنطلبها أحيانا هى 
برهان أن علاقتي الاحتواء المتعاكستين محققة لكل من اجو 1 


يقال عن المجموعة الحزئية ۸ من 5 إنها مجموعة جزئية فعلية (Proper Subset)‏ 
من 5 إذا كانت 4-5 ولكن 5 د 4 (أي أن ه لا تساوي 5). إن المجموعة 
المعدومة (ءء اانالا) هى تلك المجموعة التى لا تحتوي على أي عنصر. وهى مجموعة 
جزعهق ابه و واا سف مروف ا وة قب علي 
(زامم8) . وأخيرا ملاحظة رمزية بحتة هي أنه إذا كانت 5 مجموعة فإن الرمز 
ه حيث ((2)3 | 5 36 )- 4 يعني ” مجموعة العناصر من 5 التي تحقق الخاصة ۴“ . 


فعلى سبيل المثال: 

إذا كانت 5 هي مجموعة الأعداد الصحيحة وكانت ۸ مجموعة جزئية من الأعداد 
الصحيحة الموجبة فإنه يمكننا وصف ۸ على الصيغة (0 < a‏ |8 86 )- ۸. 
ومثال آخر 

هو أنه إذا كانت 5 هي المجموعة التي تتكون من (1(,)2(.......)10) فإنه يمكن 
وصف المجموعة الحزئية ۸ الي تتكون من (1(,)4(,)7(,)10) على النحو التالي : 


A=({(i)€S|i=3n+1,n=0,1,2,3,} 


3 مواضيع في الجبر 


إذا كان لدينا مجموعتان فإن باستطاعتنا تركيبهها لكى نحصل على مجموعات 
جديدة. إنه لا يوجد أية خصوصية لاختيار العدد اثنين إذ أنه باستطاعتنا اتخاذ هذا 
الإجراء لأي عدد من المجموعات. سواء أكان هذا العدد منتهيا أم غير منته . إن سبب 
اختيارنا لمجموعتين يعود إلى أنه يوضح لنا البنية العامة دون أن نشغل القارىء 
بصعوبات ترميزية لا داعي لها . 


تعريف 
إن انمحاد (مهنزمنا) المجموعتين ۸ و8 ويكتب 8 لا 4 هو جموعة العناصر 
«انعخيث تھے * إلى ۸ تتتم د إلى ۸(8 € x‏ أو HEB‏ . 


بقي أن نعلم استخدام الحرف «أو» في اللغة العامة. فعندما نقول إن شيئا ما أو 
آخر فإننا نعني أنه واحد من وليس كليهماء ولكن الأمر من الناحية الرياضية مختلف 
تماما وخاصة عندما نتكلم عن نظرية المجموعات. لأنه عندما نقول إن العنصر ×ينتمي 
إلى الملجموعة ۸ أو إلى المجموعة 8 فإننا نعني أن × هو على الأقل أحد عناصر ۸ 
أو 8 ومن الممكن أن يكون في كليهما معا. 


لنرى الآن بعض الأمثلة على اتحاد يجموعتين . 
إنه لأية مجموعة ۸ يكون هلاه . 
وفي الحقيقة. عندما تكون 8 مجموعة جزئية من ۸ فإن هلاه . 

وإذا كانت 4 هي المجموعة [ر×, ر×, ,*) [أي أن 4 هي المجموعة 
التي عناصرها ,×2× و×]» وكانت 8 هي المجموعة (,*, ولا, رر) فإن: 

AUB= ) XX; YoYo} 

وإذا كانت 4 هي مجموعة الناس ذوي الشعر الأشقر و8 هي مجموعة الناس المدخنين 
فإن 8ا۸ تتكون من الناس ذوي الشعر الأشقر أو المدخنين أو كليهما وبإمكاننا توضيح 


اتحاد المجموعتين ۸ و 8 بالرسم الآتي: 
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هنا ۸ هي الدائرة التي على اليسار و8 هي الدائرة التي على اليمين ولاخ هو الحزء 
المظلل. 
تعريف 

إن تقاطع )1ntersection(‏ المجموعتين 4 و8 ويكتب 8 ١‏ 4 هو ال مجموعة 
{x|x€A, x€B}‏ وهي جموعة العناصر التي تنتمي di‏ ۾ و 8ف الوقت نفسه : 


سنوضح تقاطع مجموعتين وذلك باستخدام المجموعات التي وردت ف توضيح 
إنه لأية مجموعة ۸ يكون 04-4 . 
وإذا كانت (,: ,ي« ,,* ) = له و ,× ,رلا , ,9 )- 8 فإن (,«) -08ه . هذا على افتراض 
أن بلاغ × حیٹ 1,2,3= 1و 1,2=ز . 


وإذا كانت 4۸ هي مجموعة الناس ذوي الشعر الأشقر و8 هي مجموعة الناس 
المدخنين فإن 4018 هى مجموعة الناس ذوي الشعر الأشقر والذين يدخنون في الوقت 
نفسه وبإمكاننا توضيح 078ه كما في الشكل الآتي : 


ه هى الدائرة التى على اليسار و8هى الدائرة التى على اليمين و8١‏ ۸ هو الجزء المظلل . 


يقال عن مجموعتين إنهما منفصلتان إذا كان تقاطعههم| خالياء أي المجموعة 
المعدومة » فمثلاء إذا كانت 4 هي مجموعة الأعداد الموجبة و8 هي مجموعة الأعداد 
السالبة فإن ۸ و8 منفصلتان, ومع ذلك» لاحظ أنه إذا كانت © هي مجموعة الأعداد 
غير السالبة و« هي مجموعة الأعداد غير الموجبة فإن © و غير منفصلتين لأن تقاطعههما 
يحتوي على العدد الصحيح «صفر»» وبالتالي فإنه غير خال . 


1 مواضيع في احبر 


وقبل أن نعمم فكرة الاتحاد والتقاطع إلى أكثر من مجموعتين سنيرهن قضية 
صغيرة تربط بين التقاطع والاتحاد. وهذه هي أولى النتائج التي يمكن برهانهاء والتي 
سنترك بقيتها كمسائل عند نهاية هذا البند. 


لأي ثلاث جموعات ٤,8,4‏ يكون 
AN(BUC) = (ANB) U (ANC)‏ 


البرهان 
إن البرهان يتكون من إثبات علاقتى الاحتواء المتعاكستين 

U (ANC) CAN (BUC)‏ زظمهة), 

AN (BUC) C (ANB) U (ANC) 
شت آولا آن:‎ 

(ANB) U (ANC) CAN (BUC) 
(ANB) CAN (BUC) لما كان (©نا8)ح 8 فإن من الواضح أن‎ 
وبطريقة ممائلة نجد أن‎ 

ANC CAN (BUC) 
ولذلك يكون‎ 
(ANB) U (ANC) CAN (BUC) UAN (BUC) = AN (BUC) 

وبالنسبة للاتجاه الآخر نفرض أن ( B0‏ )۸ € × عندئذ ۸ € × و ٥‏ لا ٤8‏ ×ومن ثم 
فإن 8 € × أو © × . 


فلنفرض أن ٤8‏ »× » عندئذ لا کان ۸ € × و 8 ٤‏ × فإن 8 6 ۸ 6 »× . أما إذا 
كان © © × فإن ٤‏ ۸ ه »© × وهكذا وني أي من الاحتالين نجد أن 
© مح)ن x €(ANB)‏ 
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U (A U ©‏ (8 مهاء (BUC)‏ ملم 
ومن علاقتي الاحتواء المتعاكستين نحصل على المساواة المطلوبة في القضية . 


تستأنف الآن دراسة المجموعات وذلك لتعميم فكرة الاتحاد والتقاطع لأي عدد 
من المجموعات . ولنفرض أن 1 مجموعة. نقول إن 7 هى مجموعة الدليل لعائلة 
المجموعات (,ه) = 5 إذا كان لأي 7 ٤‏ » يوجد مجموعة ,4 في العائلة ۴ . إن مجموعة 
الدليل قد تكون منتهية أو غير منتهية. وغالبا ما سنأخذ 7 لتكون مجموعة الأعداد 
الصحيحة غير السالبة . ومع ذلك» يمكن أن تكون 7 أي مجموعة غير خالية . 


نعني باتحاد المجحموعات ,۸ حيث 7 6 » الملجموعة التي تتكون من جميع 
العناصر ‏ حيث ,4 6 ×على الأقل لعنصر ما» في 7 . وسنرمز هذه المجموعة بالرمز 
هنا 


afT 2 


كما نعني بتقاطع المجموعات ,۸ حيث7 ع المجموعة التي تتكون من . 
العناصر × حيث x€ Ãu‏ لکل۲ عن کا سنرمز هذه المجموعة بالرمز TA‏ 
a¢T 1‏ 


يقال عن المجموعات ,۸ إنها منفصلة تبادليا ()«زهزنك نزالددؤن8) . إذا كان 
لكل » و 8و 2ه فإن المجموعة مث 0 ,4 هي المجموعة المعدومة . فمثلا إذا كانت 5 
هي مجموعة الأعداد الحقيقية وكانت 1 هي مجموعة الأعداد النسبية و./هي 
المجموعة (»<»|5»*) حيث »)١‏ فإن من السهل إثبات أن 5 = E UA,‏ م 9 
هى المجموعة المعدومة كذلك فإن المجموعات ,4 ليست منفصلة تبادليا تراه 
إثبات ذلك كله للقارىء] . 
تعريف 
إذا كانت ۸ و 8 جموعتين فإن جموعة الفرق (اء5 )Difference‏ 4-8 هي 


المجموعة (4*)8>:) ويمكن أن نمثل 4-8 بالشكل : 


۸ مواضيع في الجبر 


AD 


حيث ۸ هي الدائرة اليسرى و8 هي الدائرة اليمنى والجزء المظلل يمثل 4-8 . وجب 
أن نلاحظ أنه لأية مجموعة 8 فإن الجموعة ه تحقىّ العلاقة 
(۸-8) ا (۸=)۸4۸8 [أثبت ذلك]» وزيادة على ذلك فإن (4-8) 80 هي المجموعة 
المعدومة . 1 


وحالة خاصة ذات أهمية لمجموعة فرق مجموعتين هي عندما تكون إحدى 
المجموعتين مجموعة جزئية من الأخرى ففى هذه الحالة عندما تكون 8٥۸‏ فإننا 
نطلق على ۸-8 متمم (Complement)‏ 8 في A‏ . 


نتطرق الآن إلى إنشاء مجموعة جديدة من المجموعتين ه و 8 . هذه 
الملجموعة هي ما يطلق عليها الضرب الديكارتي (Cartesian Product)‏ 
للمجموعتين ۸ و 8 ويرمز لها بالرمز ۸×8 » وتعرف بأنها مجموعة الأزواج المرتبة 
(9,0) حيث هعد و ٤8‏ . يقال إن الزوجين (مط,رة) » (رط ,رهة) متساويان إذا وفقط 
إذا كان ره = ,ةو رط = رط. 


ملاحظات على الضرب الديكارتي 

© إذا كان لدينا المجموعتان ۸ و 8 فإنه يمكننا إنشاء المجموعتين ۸×8 و 8×4 منبهم) . 
إن هاتين المجموعتين مختلفتان ومع ذلك يمكن للقارىء أن یری آنا قریبتا 
الصلة ببعضها. 

© إذا كان لدينا المجموعات ۸ و 8 و0 فإننا نستطيع تكوين عدة حواصل ضرب 
ديكارتية لها ومنها على سبيل المغال المجموعة ۸×5 » حيث 12-80 والمجموعة 
EXC‏ » حيث 8ام -8 . كذلك المجموعة المكونة من الثلاثيات المرتبة (©,,8) 


أفكار أولية ۹٩‏ 


حيث 64ة و 68ط و »)٤‏ . إننا لانزال نرى تقارب هذه المجموعات الثلاث من 
بعضها البعض . إننا بالطبع نستطيع الاستمرار بهذه الطريقة لتكوين مجموعات جديدة 
مع أكثر من ثلاث مجموعات. ولكي نرى العلاقة الوثيقة بين هذه المجموعات 
عليئا أن ننتظر قليلا إلى البند القادم حيث نناقش هناك موضوع التقابلات . 

© إذا كان لدينا مجموعة دليل ۲ فإن باستطاعتنا تعريف الضرب الديكارتي 
للمجموعات ۸ حيث » متغير في 7 . وحيث إننا لن نحتاج إلى هذا الضرب 
بصورة عامة» لذا فإننا لن نعرفه . 

© وأخيرا لنعتبر الضرب الديكارتي للمجموعة ه مع نفسها أي ۸×۸ . نلاحظ 
هنا أنه إذا كانت 4 مجموعة منتهية: تحتوي على ١‏ من العناصر فإن ۸×4 مجموعة 
منتهية تحتوي على 77 من العناصر. 


إن مجموعة العناصر (8,2) ف ۸×۸ يطلق عليها قطر (021معةن0) 4كام. 
يقال إن المجموعة الحزئية ۴ من ۸×۸ رف علاقة تكافؤ (Equivalence relation)‏ 
على ۸ إذا كان : 

„ a€A لكل‎ ),4( 62-١ 

۲ -8 € (طرة) يقتضى أن 2 € (4,ط) . 

. (,ة)‎ € R بط و (طرة) فإن‎ € R إذا كان‎  * 


© وعوضا عن التحدث عن مجموعات جزئية من ۸×۸ فإن بإمكاننا التحدث عن 
علاقة ثنائية على المجموعة 4 نفسها معرّفين هذه العلاقة كا يلي: يقال إن للعنصر 
طا علاقة بالعنصر ه إذا كان ۸ © (8,5) . إن بالإمكان ترجمة الخواص الثلاث السابقة 
للمجموعة الجزئية ۸ إلى الخواص الثلاث في التعريف الآتي . 


تعريف 
يقال إن العلاقة الثنائية -- على المجموعة ۸ هي علاقة تكافؤ على ۸ إذا تحققت 
الشروط الآتية لكل ء,ناءة في :A‏ 


1۰ مواضيع في ابی 


a~a-| 

١‏ - إذا كان 2-5 فإن ه-6. 

* - إذا كان ط-ووع-ط فإن ع-ثق. 
ويطلق على الخاصة الأولى الانعكاسية (6«10101/) والثانية التناظر (27ا2ممز8) 
والثالثة التعدي .(Transitivity)‏ 


إن مفهوم علاقة التكافؤ له أهمية كبرى کا أنه يلعب دورا بارزا في جميع فروع 


)١-1١-1(:لاثم‎ 

لنفرض أن 5 هى أيّة مجموعة. عندئذ نعرف 8-6 لكل ط,ة في 5 إذا وفقط إذا 
كان -2. إن من الواضح أن هذه هي علاقة تكافؤ على 5. في الحقيقة إن علاقة التكافؤ 
هذه ليست إلا تعميما للتساوي وذلك قياسا على خاصة معينة . 


مال تد( 

لنفرض أن 5 هى مجموعة الأعداد الصحيحة وأن 2,565 عندئذ نعرف 2-8 إذا 
كان 6 عددا وا مق الآن من أن هذه هى علاقة تكافؤ على 5. 
-١‏ با أن العدد 0-ه-ه هو عدد زوجى لذا فإن سق 
۲ - إذا كان طا~ه فإن ا-ة عدد لاو »> وعندئذ (6-ه)--هم هو عدد زوجي أيضا 
ولذلك فإن ه-م. 
«- إذا كان طحن و عط فإن كلا من اه و عط عدد زوجي» وبالتالي فإن 
(5) + (0-ة) عه هو عدد زوجي أيضا مما يثبت أن ع-ه. 


مثال )8-١-1(‏ 
لنفرض أن 5 هي مجموعة الأعداد الصحيحة وأن 1< عدد صحيح ولنعرف 
لكل 5 العلاقة 3-6 إذا كان طا-ة مضاعف للعدد 5. عندئذ تكون العلاقة هی 

علاقة تكافؤ على 5 وسنترك إثباتها تمرينا للقارىء . 


أفكار أولية ١‏ 


مثال 4-119 

لنفرض أن 5 هي مجموعة المثلثات في المستوى. عندئذ إن مثلثين في هذه 
المجموعة متكافئان إذا كانا متشابهين . [بمعنى أن زواياهما المتقابلة متساوية] عندئذ: 
إن هذه العلاقة هي علاقة تكافؤ على 5. 


مثال (١-١-ه)‏ 

لنفرض أن 5 هى مجموعة النقاط في المستوى. عندئذ تُعرف تكافؤ النقطتين 
طبه ]ذا انا على ساق تس اريت من تتفل الأصتل.. إنه من الواضح أن هذه هي علاقة 
تكافؤ على 5. وكل| تقدمنا في هذا الكتاب سنواجه أمثلة كثيرة من علاقات التكافؤ. 


تعريف 

إذا كانت 4 جموعة و -- علاقة تكافؤ عى ٠۸‏ عتدقذ تعرف فصل (صنف) 
التكافؤ (وووك عممعاة سن ) للعنصر 3 في 4 بأنه المجموعة (ه-:ال4 »> وسنرمز له 
بالرمز (ه)ك. 


الآن ما هي فصول التكافؤ في الأمثلة التي ناقشناها؟ 

© في المثال )١1-1-١(‏ يتكون فصل التكافؤ للعنصر 2 من العنصر ه نفسه فقط . 

© ني المثال )۲-٠-١(‏ يتكون فصل التكافؤ للعنصر ه من جميع الأعداد الصحيحة من 
الصيغة 2+2 حيث ...,0,±1,±2-=" وفي هذا المثال يوجد فصلا تكافؤ محتلفان 
هما (0)اء و (1)ك. 

© في الخال )-١-١(‏ يتكون فصل التكافؤ للعنصر من جميع الأعداد الصحيحة من 
الصيغة «1+ حيث ...,1,±2,±,0=» » كما أن عدد فصول التكافؤ المختلفة هوه 
وهي .cl(0),c 1(1),...cl(n-1)‏ 

© في المثال )١-١-١(‏ يتكون فصل التكافؤ للعنصر ة من مجموعة النقاط في المستوى 
التي تقع على دائرة مركزها نقطة الأصل وتمر بالنقطة 4. 


۱۲ مواضيع في الجبر 


على الرغم من أننا أوردنا تعاريف قليلة وكذلك بعض المفاهيم وبرهنا قضية 
بسيطة فإنه يمكن القول بدون مبالغة إنه حتى هذا الحد لم نبرهن أية نتيجة 'أساسية › 
ونحن الآن على وشك إثبات أول نتيجة جوهرية في هذا الكتاب . إن إثبات هذه المبرهنة 
ليس صعباء بل على العكس من ذلك بسيط جداء ولكن رغم ذلك كله فإن النتيجة 
التي تتضمنبهاء من وجهة نظرناء سيكون ها استخدام كثير. 


مبرهنة )١-1١- ١(‏ 
إن فصول التكافؤ ا مختلفة لعلاقة التكافؤ ا معرفة على ا مجموعة 4 تفرقها إلى 
اتحاد جموعات جزئية منفصلة عن بعضها البعض ومن ناحية أخرى إذا أمكن كتابة 
المجموعة ه على هيئة احاد جموعات جزئية منفصلة وغير حالية » فإنه يمكئنا تعريف 
علاقة تكافؤ على ا مجموعة ۸ بحيث تكون هذه ا مجموعات ا جزئية هي فصول التكافؤ 

اللختلفة . 


البرهان 

لنفرض أن علاقة التكافؤ المعرفة على ۸ هي - . نلاحظ أولا أنه لأي عنصر 
في 4 يكون هه وعليه فإن (ة)اء © ه وبالتالي فإن اتحاد جميع فصول التكافؤق 
هوه . فإذا كان لدينا فصلا تكافؤ فإننا نجزم نها إما متساويان أو منفصلان . ولإثبات 
ذلك نفرض أن (3)ك© و (ط)اء غير منفصلين. عندئذ. يوجد عنصر × بحيث 
يكون (6)اء1)32(06ء 6 . ولا كان (2)ء )× » فإننا نجد أن × » وأيضا لما كان 
()©.6* فإننا نجد أيضا أن ×ط . واستنادا إلى خاصة التناظر نجد أن 6- . وبالتالي 
فإن --ة و-« ووفقا لخاصة التعدي نجد أن طحق . 


لنفرض الآن أن (ط)اء 6لا أي أنء نط . ومن العلاقتين ل--ط » اة نستنتج 
أن وه أي أن ()1ء 6لاء وبالتالي فإن كل عنصر في (1)0© ينتمي إلى (1)2© مما يثنبت 
أن(ة)اء-(0)ك© . وبمناقشة مشابهة يتم إثبات أن (ط)اء -(1)3© » ومن ذلك نستنتج 
أن (ط)ك = (a)اء‏ . 


أفكار أولية ۱۳ 


ويهذا نكون قد بيّنا أن فصول التكافؤ المختلفة منفصلة عن بعضها البعض وأن 
اتحادها هو المجموعة 4 . وهذا يثبت الجزء الأول من المبرهنة . 


ولبرهان الاتجاه الآخر, لنفرض أن ۾ هلا -ه حيث المجموعات .له منفصلة عن 
بعضها البعض وغير خالية [لاحظ أن » عنصر في مجموعة دليل ما]. إن السؤال الذي 
يطرح نفسه هو كيف نستخدم هذا لتعريف علاقة تكافؤ؟ 


إن الجواب على ذلك واضح هو أنه إذا كان ه عنصرا من 4 فإنه ينتمي تماما إلى 
واحدة من المجموعات الجحزئية ,4 » ومن أجل العنصرين 3,ط في 4 نعرف اه إذا 
كان 5,3 ينتميان إلى المجموعة الحزئية نفسها ,۸ . سنترك التحقق من أن هذه هي علاقة 
تكافؤ على ۸ وأن فصول التكافؤ المختلفة هي المجموعات ۸ كتمرين للقارىء . 


مسائل 
١‏ - (ا) إذا كانت ه مجموعة جزئية من 8 و8 مجموعة جزئية من © فأثبت أن ۸ 
مجموعة جزئية من © . 
(ب) إذا كانت مح8 فأثبت أن ۸8=۸4 وأن العكس صحيح . 


(ج) إذا كانت 8-4 فأثبت أنه لأية مجموعة © يكون 8/٤٥۸۸٥‏ 
وأن BUCCAUC‏ . 


)١( - ۲‏ أثبت أن 8-804مه وأن BUA=AUB‏ . 
(ب) أثبت أن (ANB)NC = A^(8^C)‏ 


AU (B^C) = (AUB) ^ (AUC) برهن على أن‎ - ٣ 


٤‏ - إذا رمزنا لمتممة المجموعة الحزئية © من المجموعة 5 بالرمز '© فأثبت قانوني دي 
مورجان (138/5 هدع:3840 126) الآتيين. وذلك للمجموعتين الحزئيتين jB,A‏ 5 : 


14 مواضيع في الجبر 


(ANB) '= A'UB’ )1( 
(AUB)' = A'NB' (ب)‎ 


ه ‏ إذا رمزنا إلى عدد عناصر المجموعة المنتهية © بالرمز (©)0 وإذا فرضنا أن ۸ 
و8 مجموعتان منتهيتان. فعندئذ أثبت أن : 
0(AUB) = 0(4) + 0(B)-0(ANB)‏ 


5 - أثبت أنه إذا كانت ۸ مجموعة منتهية» عدد عناصرها 2 فإن عدد المجموعات 
الجزئية في ۸ هو "2 . 


۷ - توضح عملية مسح أن 1۳./ من الأمريكيين يحبون الجبن بينها 15/ منهم يحبون 
التفاح . ماذا نستطيع أن نقول عن النسبة المئوية من الأمريكيين الذين يحبون 
الجبن والتفاح في الوقت نفسه؟ (إن الإحصائية الواردة لا تعني الإحصائية 
الدقيقة) . 


۸ - يعرف الفرق التناظري Difference)‏ عضاعممممرر5) للمجموعتين ^ و 8 
بأنه (8-۸) لا (4-8) أثبت أن الفرق التناظري للمجموعتين ۸ و 8 
يساوي (8078) - (8لاه) . 


4 - لنفرض أن 5 مجموعة و '5 هي مجموعة المجموعات الجزئية المختلفة من 5 . 
ولنعرف الجمع والضرب في 5كا يلي : 
إذا كانت "4,865 (تذكر أن 8,4 مجموعتان جزئيتان في 5 ) فإن: 
(م-8) «A+B = (A-B) U‏ 
A.B = ANB‏ 
برهن القوانين الآتية التي تحكم هاتين العمليتين: 
(A+B)+C= A+ )8 + © 75‏ 


(ب) 
رج 
(د) 
(ھ) 


أفكار أولية 


A.(B + C) = A.B + A.C 
A.A = A 


ھ۸ + 4 هى المجموعة المعدومة . 
إذا کان © + A۸‏ = 8 + ى فإن €= 8 „ 


. ( (Boolean Algebra) 


١ك‏ بين أا من العلاقات الآتية هي علاقة تكافؤ على 8 


إل4 


ب 


(ج 


)2( 
رع 


0) 


)( 1١ 


روجع 


5 هي مجموعة سكان العام والعلاقة هي أن م  -‏ إذا كان هما الجد الأعلى 
5 هي مجموعة سكان العالم والعلاقة هي أن 3-5 إذا كان ۾ يسكن على 
بعد ٠١١‏ ميل من 0 . 

5 هي مجموعة سكان العالم والعلاقة هي أن ط - 3 إذا كان هما الأب 
5 هي مجموعة الأعداد الحقيقية والعلاقة هي أن م - 3 إذا كان 0+ -8 . 
5 هي مجموعة الأعداد الصحيحة والعلاقة هي أن ا - د إذا تحققت كل 
م اقفن وو د 

5 هي مجموعة الخطوط المستقيمة في المستوى والعلاقة هي أن ط - 2 إذا 
كان ه يوازي 6 : 


تنص الخاصتان الثانية والثالثة من خواص علاقة التكافؤ على أنه إذا 
كان اه فإن 6-2 وإذا كان حو وء-6 فإن عق . الآن ما هو الخطا في 
البرهان الآتي لإثبات أن الخاصتين الثانية والثالثة تؤديان إلى الخاصة 
الأولى؟ لنفرض أن 6-ه » عندئذ ه-ط واستنادًا إلى الخاصة الثالثة 
(مفترضين أن ع-2 ) نجد أن وحم . 

هل يمكنك اقتراح بديل للخاصة الأولى والذي سيضمن لنا أن الخاصتين 
الثانية والثالثة تقتضيان فعلً الخاصة الأولى؟ 


1 مواضيع في اللخبر 


۲- في المثال )"-١-1(‏ من أمثلة علاقات التكافؤ أثبت أن تلك العلاقة هي علاقة 
تكافق كا أن عدد فصول التكافؤ المختلفة هو 2 وهي (1)5-1ه ,....,(1)1© ,(1)0© 


)۲-١(‏ التطبيقات 
نحن الآن على وشك إدخال مفهوم التطبيق من مجموعة إلى أخرى ويمكن 
القولء بدون أية مبالخة » إن هذا المفهوم هومن أهم المفاهيم المستخدمة في جميع فروع 
الرياضيات. وأنه ليس جديدا عليناء حيث كنا ندرس التطبيقات منذ بداية تعلمنا 
للرياضيات . فعندما كان يطلب منا رسم العلاقة *<=رء كان ببساطة يطلب أن ندرس 
التطبيق الذي ينقل كل عدد حقيقي إلى مربعه . 


بتعبير غير دقيق» يمكننا القول بأن التطبيق من مجموعة 5 إلى مجموعة أخرى 
7 هو قاعدة ‏ مهما كان يعني ذلك تربط كل عنصر من 5 بعنصر وحید من ۲ . 


سنعرف التطبيق بطريقة أكثر دقة ومنهجية والغرض من ذلك هو السماح لنا 
بالتفكير والحديث على ضوء الشروط السابقة . إنه يمكن اعتبار التطبيق على أنه قاعدة 
أو طريقة أو الة تنقلنا من مجموعة إلى أخرى . 


دعنا نمهد قلي للتعريف الذي سنورده. إن وجهة النظر التي سنتبناها هي 
اعتبار التطبيق معرف «برسمه» . وسنوضح هذا المثال المألوف (7×=ل) معرفا على مجموعة 
الأعداد الحقيقية والذي يأخذ قيمه في 5 . ومن أجل 5 تكون 55 هي مجموعة جميع 
النقاط (3,6) التي يمكن أن نعتيرها على أنها المستوى» حيث يقابل الزوج (ط,ه) النقطة 
التي إحداثياتها 0.2 على الترتيب . في هذا المستوى سنختار جميع النقاط التي إحداثياتها 
من الشكل 2,*) وسنطلق على هذه المجموعة رسم العلاقة ×= . 


أفكار أولية ۱۷ 


ويمكن تثيل هذه المجموعة بالرسم كما يلي : 


ولكي نحدد قيمة التطبيق أو الدالة عند النقطة ‏ = × ننظر في الرسم إلى النقطة 
التي إحداثيها الأول هوه » ونقرأ الإحداثي الثاني على أنه قيمة الدالة عند النقطة ه-». 


إن هذا هو المنطلق الذي سنستخدمه في الحالة العامة لتعريف التطبيق من 
مجموعة إلى أخرى . 
تعريفف: 

إذا كانت 1,5 جموعتين غير خاليتين » فإن التطبيق (78زمم2) من 8 إلى 1 عبارة 
عن جموعة جزئية 1 من 5127 » بحيث يقابل كل عنصر 565 عنصرا وحيدا ۲ في 
EF‏ بحيث ينتمي الزوج ا مرتب (5,1) إلى 14 8 


إن هذا التعريف يجعل مفهوم التطبيق أكثر دقة بالنسبة لنا. ورغم ذلك فإننا لن 
نستخدمه في صيغته هذه. وعوضا عن ذلك» نفضل اعتبار التطبيق كقاعدة تربط أي 
عنصر ؟ في 5 بعنصر ما ؛ في 7 . هذه القاعدة تربط - أو تقرن ‏ العنصر في 8 
بالعنصر ۲ في 7 (إذا وفقط) إذا كان (5,1) عنصرا في 84 . وعندها نقول إن ؛ هو صورة 
العنصر ء تحت تأثير هذا التطبيق . 


الآن نعبر عا سبق باستخدام الرموز. ليكن » هو التطبيق من 5 إلى 1 ؛ ومن 
وقت لآخر سنكتب ذلك بالشكل 7ج+5:ه أو 1ج 5 . وإذا كانت ؛ هي صورة 5 تحت 


14 مواضيع في الجبر 


تأثير 6 فإننا سنكتب ذلك أحيانا على الشكل 6ج::ت وفي أغلب الأحيان سنكتبه على 
الصيغة 6-55 . لاحظ هنا أننا كتبنا التطبيق © على اليمينء ولكنه لا يوجد اتفاق عام 
على كتابة التطبيق فكثير من المؤلفين يكتبه على الشكل (1-0)5 » وغالبا ما يكتب 
الجبريون التطبيق على اليمين بين| يكتبه كثير من الرياضيين الآخرين على اليسار. وفي 
الواقع. سوف لا ثُلْرِمُ أنفسنا بذلك مطلقاء ولكن عندما نريد التأكيد على الطبيعة 
الدالية للتطبيق © فإننا سنكتبه على الشكل (ئ)0=† . 


أمثلة على التطبيقات 
سنفترض في جميع الأمثلة الآتية أن المجموعات غير خالية . 


مثال )1١-7-1١(‏ 
لنفرض أن 5 أي مجموعة ولنعرف 5ج5: بالقاعدة 5-50 لأي عنصر 5 في 
5 . يطلق على هذا التطبيق ١‏ بالتطبيق المحايد (Identity mapping)‏ على 5 . 


LAN ال‎ 

إذا كانت 71,5 أي مجموعتين وكان ٠٤‏ . ولنعرف 8:57 بالقاعدة ,)ج::: لكل 
5 ف ا 

مثال (۳-۲-۱) 


لنفرض أن 5 هى مجموعة الأعداد النسبية» وأن .1-22 حيث 2 هى مجموعة 
الأعداد العحيعة. مدقل إذا كان 5 هو أي عدد نسبي فإن بإمكاننا کا على 
الصيغة = حيث لا يوجد عامل مشترك بين العددين «: وه . لنعرف 2:57 
كما يلي : st=(m,n)‏ . 


مثال )4-7-١(‏ 
لنفرض أن 2 هي مجموعة الأعداد الصحيحة وأن: 
}#0 ماج {(m,n) © ZX‏ - 5 


أفكار أولية ۱۹ 
ولنفرض أن 7 هي مجموعة الأعداد النسبية ولنعرف >:5+٣‏ بالقاعدة 
)m,( 5 2‏ » لكل 5 6 (مره) . 


مثال )8-7-١(‏ 
لنفرض أن 2 هي مجموعة الأعداد الصحيحة وأن 2 2 = 5 ولنعرف 7ج5 
بالقاعدة م + م = 7 (m,n)‏ . 


لاحظ أنه في المثال )٥-۲-١(‏ يمكن اعتبار الجمع في 2 على أنه تطبيق من 
2 إلى 2 . إذا كانت 5 مجموعة ما فإننا نسمي التطبيق من 5×5 إلى 5 عملية 
ثنائية (000هرعمه رمدهز8) على 5 . فإذا كان لدينا مثل هذا التطبيق 85ج-5«5:+ » فإن 
باستطاعتنا استخدامه لتعريف «الضرب» * على 5 وذلك بكتابة ع-0+ة إذا كان 
(a,b)t=c‏ . 


)5-37-١( مثال‎ 

لنفرض أن ۲,۶ أي مجموعتين ولنعرف 5ج-5<1: بالقاعدة ه = > (ط,) لأي 
عنصر 5×1 6 (8,6) . إن هذا التطبيق يدعى بإسقاط SxT (Projection)‏ على 5 . 
وبطريقة مماثلة يمكن تعريف إسقاط 5×1 على 1 . 


مثال )1/-7-١(‏ 
لنفرض أن 5 هي المجموعة التي عناصرها × ر× ,× ولنعرف 2:55 کا يلي : 


=X; 6 X,1=X 


. X۲ ×X, × 1 2 


3 2 


مثال (۸-۲-۱) 
لنفرض أن 5 هي مجموعة الأعداد الصحيحة وهي المجموعة التى عناصرها ع 
و0 . ولشعرف يو بالمقاعدة ۴= إذا كان « زوجيا و 8م إذا كان 
n‏ فردیا( . 
(#) لاحظ أن اختيار الحرفين 0,۴ يعود إلى أنبها أول حرفين في الكلمتين 2068 و 0۵۵ اللتين تعنيان زوجيا 
وفرديا على التوالي . (ملاحظة المترجمين) . 


۲۰ مواضيع في الجبر 


الآن لنفرض أن 5 هي أية مجموعة» وأن (×.....,×) مجموعة جزئية من 5 
عناصرها هي ركل..روالر رك . وبصورة خاصة (×) هى المجموعة الحزئية من 5 التي 
اوق من قبتي وأحبد هر » ع عند يا امعظخدام للبسموعة 5ب هة 
جديدة 5 عناصرها مجموعات 5 الجزئية. يطلق على '5 مجموعة المجموعات الحزئية 
في 5 . فعلى سبيل المثال إذا كانت (ر× ,×) -5 فإن '5 تحتوي على أربعة عناصر هي 
المجموعة الخالية م ولنرمز لها بالرمز ,2 والمجموعة ره التي هي 5 ول ×) حرة و (ي«)ادية 

إن علاقة 5 بالمجموعة '5 مهمة بصورة عامة وسنوضح بعض خواصها في المسائل . 


مثال )94-7-١(‏ 
لنفرض أن 5 أية مجموعة وأن *1=5 . ولنعرف 7ج8:5 بأنه ينقل العنصر ه إلى 
متممة (5) والتي تساوي (5)-5 . 


مثال )١١-7-1١(‏ 
لنفرض أن 5 مجموعة معرف عليها علاقة تكافؤ وأن 7 هي مجموعة فصول التكافؤ 
ف 5(لاحظ أن 1 جموعة جزئية في '5) ولنعرف 1ج5: بالقاعدة (01)5-:5 . 


نعود الآن إلى مناقشة الموضوع ولنفرض أن 5+7: تطبيق ولنعرف الصورة 
العكسية (0386ذء5مء:10) للعنصر 67 بأنها المجموعة (52-:/565) . إن الصورة 
العكسية للعنصر 8 في المشال (48-7-1) هي المجموعة الجزئية من 5 التي تتكون من 
الأعداد الزوجية . قد يحدث أن تكون الصورة العكسية لعنصر ۴ا نحت اثأثي :> هي 
المجموعة الخالية . بمعنى أن ا ليس صورة لأي عنصر من 5 تحت تأثير > . ففي المثال 
(۳-۲-۱( نجد أن العنصر (4,2) ليس صورة لأي عنصر من 5 تحت تأثير + كما أن 
العنصر 5 في المثال )4-۲-١(‏ باعتباره عنصرا من '5 ليس صورة لأي عنصر من 5 تحت 
تأثير ؟ . 


تعريف 
يقال عن التطبيق > من ا مجموعة 5 إلى ا مجموعة ۲ إنه تطبيق غامر (عى) (onto)‏ 
إذا كان يوجد لكل ۲٤۲‏ عنصر 565 بحيث يكون جين . 


أفكار أولية ل 


ويمكن التعبير عن ذلك بقولنا إن التطبيق 2:57 هو تطبيق غامر إذا كانت 

المجموعة (5>:565-<|15)») -:5و , والتي يطلق عليها صورة 5 تحت تأثير > هي كل 71 

لاحظ أن التطبيقات في الأمثلة )1١-91١( ء)ه-7-١( ء)4-7-١( ء)١- 7-١1(‏ كلها 
تطبيقات غامرة . 


وفيا يلي» تُعَرّف نوعا خاصا ومهم| من التطبيقات التي كثيرا ما تقابلناء ذلك هو 
ما يطلق عليه التطبيق الأحادي . 


تعريف 
يقال عن التطبيق + من ا مجموعة 5 إلى المجموعة 7 إنه تطبيق أحادي 


(07-10-08) عندما يكون ره ¥ .5 يقنضي أن SST‏ . 


ويمكن القول بأن التطبيق > هو تطبيق أحادي إذا كانت الصورة العكسية 
لعنصر في هي المجموعة الخالية أو المجموعة التي تتكون من عنصر واحد. 


إن التطبيقات الواردة في الأمثلة (۱-۲-۱) ۰ (۳-۲-۱)ء (۷-۲-۱)ء (4-7-1) 
جميعها تطبيقات أحادية . 


الآن متى نستطيع أن نقول إن التطبيقين من 5 إلى 7 متساويان؟ 
إن الجواب على ذلك هو أنه يجب أن يكون ما التأثير نفسه على كل عنصر من 
5 بمعنى أن صورة أي عنصر من 5 تحت تأثير أي من التطبيقين هي نفسها. 


والآن نعرف تساوي تطبيقين بدقة أكثر. 


راف 
يقال إن التطبيقين + و ومن 5 إلى 1 متساويان إذا كان +5 = م و لكل ءفي 5. 


ا مواضيع في الجبر 


لنعتير الآن الوضع التالي» إذا كان © تطبيقا من 5 إلى ۲ » و > تطبيقا من 7 إلى 
نا فهل نستطيع تركيب هذين التطبيقين والحصول على تطبيق من 5 إلى لا ؟ إن الطريقة 
الطبيعية والواضحة هي نقل عنصر 5٤ء‏ إلى نا وفق خطوتين أولاهما تطبيق على ثم 
تطبيق + على العنصر الناتج 55 في 7 . إن ما سبق يمكن اعتباره أساسا للتعريف 
التالى . 


تعريف 

إذا كان 71ه0:5 و 7:11 » فإن تركيب (Composition)‏ 6 مع 7 (ويدعى أيضا 
حاصل ضرا) هو التطبيق [5+1:+00 ا معروف بالقاعدة :(50) = (5)001 وذلك لكل 
5 : 


نلاحظ من هذا التعريف أن تركيب التطبيقين يقرأ من اليسار إلى اليمين أي +00 
» أي أننا نبدأ بالتطبيق © ثم نتبعه بالتطبيق > . هنا نجد أن قضية اليمين واليسار 
ليست اة 


إن الرياضيين الذين يكتبون التطبيقات على اليسار سيقرؤون التركيب +00 على 
أنه يعني التطبيق ‏ أولا ثم يتبعونه بالتطبيق 6 . ووفقا لذلك» يجب على أي فرد أن ينتبه 
عند قراءة كتاب في الرياضيات» إلى الطريقة المتبعة في كتابة تركيب تطبيقين . وبالنسبة 
لنا فإننا نكرر القول «بأن +55 يعني دائما بالنسبة لنا تطبيق © أولا ثم ٠٠‏ . 


نوضح الآن تركيب التطبيقين ببعض الأمثلة. 


مثال )١١-7-١(‏ 
لنفرض أن [ر× ,ر× ,,*) -58 و أن 7-5 وأن 0:55 معرف وفق القاعدة : 
X40=X,‏ روا > 0ر8 و >0 
وأن > معرف بالقاعدة : 


> 5ب ,ولاح ري ,1-6 


أفكار أولية ۲۳ 


x,(001)=(x,0) T= Xx, 1=X, 
x,(007)= (x0) T= يا > تب‎ 
x(007)= (x0) T= Xx T=x, 

كي نستطيع حساب 200 کہا يلي : 
ريكا > 6 o=‏ (ر) -(600) 
x(T00)=(x,T) o= x,0=X,,‏ 
6-8 


x(T00)=(xyT) 0> x, 


لاحظ هنا أن )۲٥0(‏ ,× = ر× بينها (001) ×= × وبالتالي فإن 00 # 007 


مثال )1١7-7-١(‏ 
لنفرض أن 5 هي مجموعة الأعداد الصحيحة وأن 7-55 وأن 0:57 معرف 
وفق القاعدة (5-1,1)-50 . لنفرض أيضا أن 11-5 » وأن (5-)11+-1:+ معرف 

بالقاعدة م+>:(2رصم) . 
عندئذ 5+5 :001 » بين]| 00:17 . 


إن الحديث عن تساوي +05 و 00 غير وارد في هذه الحالة. ذلك لأغهما 
لا يؤثران على المجموعة نفسها. والآن نحسب :5 كتطبيق من 5 إلى نفسها ثم 
6 كتطبيق من ۲ إلى نفسها. 
لنفرض أن 65 عندئذ (1,1-) = 0م وبالتالي : فإن : 
م = 1 + (m-1,1) > (m-1)‏ = ع m (oOT) = (mo)‏ 
آي أن +5 هو التطبيق المحايد من 5 إلى نفسها. والآن ماذا يمكن أن نقول 
عن 01+ ؟ 


لنفرض أن 61 (د,ه) » عندئذ م+صكى(مرص) بينما 
(m,n) (Oo) = ((m,n)r) o = (m+n) o = (m+n-1,1)‏ 


۲٤‏ مواضيع في الجبر 


لاحظ أن >٥٥‏ لیس تطبيقا محايدا من 5 إلى نفسهاء وفضلا عن ذلك. فإنه ليس تطبيقا 
غامرا من 7 إلى نفسها. 


مثال (۱۳-۲-۱) 

لنفرض أن 5 هي مجموعة الأعداد الحقيقية. وأن 7 هى مجموعة الأعداد 
الصحيحة وأن (8,0) -11 . ولنعرف 7ج+5:ه بالقاعدة وهي أن 0 هی أكبر عدد 
صحيح يقل عن : أو يساويه. وأن [1+1:+ معرف بالقاعدة . 1 


إذا كان دزوجيا zaza: 1 E‏ 
إذا كان « فرديا ‏ © 


لاحظ هنا أن 0 غير معرف. نحسب صورة العددين الحقيقيين © -5. و8 = و 
وذلك تحت تأثير +56 . لما كان. 2/7 +2 = /8 = و لذلك فإن 8/(6-2) » بينها 
E‏ = 22 = (8/0) = (51ه) (و/8) كذلك فإن 0-3 (©2©) , 
بينا 0>ع(3) = :(20) = r(oOt)‏ 
إن التطبيقات بصورة عامة تحقق قانون التجميع بشرط أن يكون لتركيب التطبيقات 
معنى . وهذا ما تنص عليه التمهيدية الآتية . 


تمهيدية )١-۲-١(‏ (قانون التجميع) 
إذا كان *0:5+71 » [1ج:1:: و /اجب[]:ير فإن 


(Tou)‏ م محيره(06) 


البرهان 

لاحظ أولا أن للتطبيق +05 معنى كما أنه يصور 5 إلى ا » ومن ثم فإن للتطبيق 
إ00(9) معنى أيضا حيث يصور 5 ۷ . وبالمثل فإن للتطبيق (إ©00)6 معنى حيث 
يصون گان ۷ . وعليه نستطيع التحدث عن تساوي التطبيقين سه(002) » (بر00)0 
أو عدم تساوبهها. 


أفكار أولية 


لكى نثبت المساواة المطلوبة؛ علينا أن نثبت أنه لأي 5 في 5 يكون 
۰ ((برهع>)ده)؟ = بره( هى)) 5 
فباستخدام تعريف تركيب التطبيقات يكون لدينا 
ب( (0؟)) = (s(oOT)u‏ = (بر5))062(0 
ينا 
بر((50)) = s(oo(TOu)) = (so) (TO)‏ 
وبالتالي فإن العنصرين (دره(5))00 » ((©)5)00 متساويان بالفعل» وهذا ما يثبت 
المطلوب . 


نود الآن إثبات أنه إذا كان لدينا تطبيقان يحققان شروطا معينة فإن تركيبها يحقق 
الشروط نفسها. 


تمهيدية (1-1-1) 
إذا كان 0:57 و لا+ج:1: فإن : 


. غامر إذا كان كل من © و > غامرا‎ ٥۲ )١( 
. أحاديا‎ ٣ أحادي إذا كان كل من 6 ۾‎ 00+ (۳ 


الرهان 

سنثبت القسم الثاني تاركين برهان القسم الأول كتمرين للقارىء. لنفرض أن 
5 ,رة وأن رؤغدرة عندئذ وروعدى.؟ لأن ه أحادي . كذلك. لما كان هرو# م5 » 
وأيضا لما كان > أحاديا لذلك فإن +(5,0) 2*6 (5,0) » وبالتالي فإن 


5, (001( = (s0) T # (s0) > = Sر‎ (007) 


كبك أن 001 أحادي » وهذا يتم المطلوب . 


35> مواضيع في الجبر 


لنفرض الآن أن ه تطبيق أحادي من على 7 . عندئذ يطلق على أنه تقابل 
بین ۲,8 . لنفرض الآن أن 1٤۲‏ . ولا كان هغامراء لذا فإنه يوجد عنصر 565 بحيث 
يكون 550-: . وأيضا لما كان ه أحاديا لذا فإن العنصر ءوحيد. 


الآن نعرف التطبيق 01:1+5 بالقاعدة 07:-5إذا وفقط إذا كان 50-: . يطلق 
على التطبيق 0 معكوس » ؛ الآن نحسب 063 الذي ينقل 5 إلى نفسها. لنفرض 
أن 5 وأن 1-50 » عندئذ من التعريف 07)-ويكون: 
to '=s‏ دأنور(وو) = (أومم)و 
أي أن التطبيق 006 هو التطبيق المحايد من 5 على نفسها. وبطريقة ممائلة يتضح 
لنا أن 056 هو التطبيق المحايد من 7 على نفسها. 


ومن ناحية أخرى» إذا كان 0:57 ,1+5: تطبيقا بحيث يكون كل من 
دده و ٥٥‏ التطبيق المحايد على كل من 1,5 على الترتيب» فإننا ندعي أن ه تقابل بين 
5 . لإثبات ذلك نلاحظ أولا أن ه غامر. لأنه إذا كان ۲٤١‏ فإن 
5()) >-(ه0ى):-: لأن ٥٥‏ هو التطبيق المحايد على 71 وبالتالي اهو صورة 
العنصر 465 تحت تأثيره . كذلك لاحظ أن ه أحادي لأنه إذا كان مرو-هرء وبما أن 
رهه هو التطبيق المحايد على 5 » لذلك نجد أن 


ر = 00( رد > هر (هية) > هر (هرة) = (برده)رة = ,$ 


بهذا نكون قد أثبتنا التمهيدية الآتية . 


تمهيدية (۳-۲-۱) 

يكون التطبيق 0:5+1 تقابلا بين 1,8 إذا وفقط إذا كان يوجد تطبيق 
۸:٣-5‏ بحيث يكون ٥ه‏ و ٥٥ں‏ هما التطبيقان المحايدان على كل من 17:5 
على الترتيب . 


أفكار أولية ۷ 
تعريف 
إذا كانت 5 جموعة غير خالية فإن (4)5 هي جموعة كل التقابلات من 5 على 


إنه علاوة على أهمية (۸)5 الجوهرية؛ فإنها تلعب دورا بارزا في البناء الرياضي 
المعروف بالزمرة» كما سنرى ذلك في الفصل الثاني . وهذا نذكر نص المبرهنة الآتية التي 
توضح طبيعة (4)5 بدون برهان حيث برهنا جميع فقراتها في التمهيديات السابقة . 


ميرهئة )١-7-١(‏ 
إذا كان (64)5 ,6 
فإن: 
oor€A(S) (1)‏ 
00(rou)=(oot)ou (FY)‏ 
(۳) يوجد عنصر ا في (التطبيق ا محايد على 5 ) في (4)5 بحيث يكون 001-100-0 
)4( وجاك عنصر 00 في (4)5 بحيث يكون = ٩'0=000‏ . 


ونختتم هذا البند بملاحظة حول (۸)8 . لنفرض أن 5 تحتوي على أكثر من 
عنصرين وأن ,× ,ي» ,× ثلاثة عناصر مختلفة من 8 » ولنعرف التطبيق 0:55 كما يلي 
,=0 عدي هركا ,هركاو ودوة لكل عنصر في 5 مختلف عن ,» ,و و*. 


كذلك لنعرف التطبيق 5+-5: کا يل ,ا-؟راو ×۲× و5-؟ لأي عنصر 
و في 5 مختلف عن ر×و × . إن من الواضح أن ه و + عنصران من (8)5 » كذلك فإن 
حسابا بسيطا يقبت أن -(00),: ولكن كدر > (206) ,لاثما يثبت أن 00:00 . 
وهذا بدوره يقودنا إلى التمهيدية التالية : 


۲۸ مواضيع في الجبر 


تمهيدية )4-7-١(‏ 
إذا كانت المجموعة 5 تحتوي على أكثر من عنصرين فإن باستطاعتنا إيجاد 
عنصرين © و 1ف (4)5 بحيث يكون 001:00 . 


مسائل 
تعن فيها إذا كان 0:57 تطبيقا غامرا أو أحاديا أو غامرا وأحاديا معا ثم عيِنٌ 
الصورة العكسية لأي عنصر ؛ في 7 تحت تأثير > وذلك في الحالات الآتية : 
(1) 5= مجموعة الأعداد الحقيقية و 1= مجموعة الأعداد الحقيقية غير السالبة و 
دوو , 
(ب) 1-5 - مجموعة الأعداد الحقيقية غير السالبة و و=هء. 
(ج) 1-5 - مجموعة الأعداد الصحيحة و ”و=هء. 
(د) 1-5- مجموعة الأعداد الصحيحة و60-256 . 
۲ - إذا كانت 1,5 مجموعتين غير خاليتين» فبرهن على وجود تقابل بين 57 و75 . 
- إذا كانت 5 .1,1 ثلاث مجموعات غير خالية فبرهن على وجود تقابل بين: 
Sx (TXU)g(SXT) xU (|)‏ 
(ب) أي من المجموعتين في )١(‏ ومجموعة الثلاثى المرتب (لاء:,ة) حيث 565 
uE€UgtETg‏ . 1 
٤‏ - (ا) إذا کان يوجد تقابل بین 7,5 فأثبت وجود تقابل بين 5,7 . 
(ب) إذا كان يوجد تقابل بین 1,5 وبين 11,7 فأثبت وجود تقابل بين 1,8 . 
©- إذا كان ¡ هو التطبيق المحايد على 5 فأثبت أنه لأي » في (5)ه يكون 061-155-0 


5 - إذا كانت 5 أية مجموعة فأثبت أن من المستحيل إيجاد تطبيق غامر من 8 إلى *5 . 
۷- إذا كانت 5 تحتوي على عناصر عددها « فأثبت أن (۸)8 تحتوي على عناصر 
عددها !۸ . 
۸- إذا كانت 5 تحتوي على عدد منته من العناصر فأثبت مايل : 
(1) إذا كان 5+5:ه غامرا فإنه أحادي . 


أفكار أولية ۲۹ 


(ب) إذا كان ه أحاديا من 5 إلى نفسها فإنه غامر. 
(ج) أورد مثالا تثبت فيه أن كلا من الحزئين السابقين غير صحيحين. وذلك 
عندما تحتوي 5 على عدد غير منته من العناصر. 
٩‏ أثبت أن معكوس كل من جزئي التمهيدية (۲-۲-۱) غير صحيح » أي : 

(ا) إذا كان +55 غامرا فليس من الضروري أن يكون كل من <,٥‏ غامرا . 
(ب) إذا كان +55 أحاديا فليس من الضروري أن يكون كل من ,> أحاديا. 
٠‏ برهن على وجود تقابل بين مجموعة الأعداد الصحيحة ومجموعة الأعداد النسبية 

(القياسية) . 
١‏ إذا كان 0:57 تطبيقا من 5 إلى 1 وكانت 8258 وكان ,ههو اقتصار 
(دهناءضوء:) و على ۸ معرف بالقاعدة 0 -بيمة لأي ۾ في ۸ فأثبت مايل : 
)2 هيعرف تطبيقا من 4 إلى 1 . 
(ب) إذا كان ه أحاديا فإن ڕه كذلك . 
(ج) يمكن أن يكون ٥‏ أحاديا حتى ولو لم يكن ٥‏ أحاديا. 
١‏ إذا کان 0:55 و 5حه بحيث يكون ۸٥٥۸‏ فأثبت أن ,مره = )٥٥٥(,‏ . 
۳- يقال إن المجموعة 5 غير منتهية (ع]108101) إذا كان يوجد تقابل بينها وبين مجموعة 
جزئية فعلية منها. أثبت أن : 
(ا) مجموعة الأعداد الصحيحة غير منتهية . 
(ب) مجموعة الأعداد الحقيقية غير منتهية . 
(ج) إذا كانت 5 مجموعة تحتوي على مجموعة جزئية غير منتهية فإن 5 يجب أن 
تكون غير منتهية . (ملاحظة : وفقا لنتيجة المسألة 4 فإن المجموعة المنتهية 
بالمعنى الشائع ليست غير منتهية) . 
*١‏ - إذا كانت 5 مجموعة غير منتهية وكان بالإمكان إيجاد تقابل بينها وبين مجموعة 
الأعداد الصحيحة فأثبت وجود تقابل بين 5 و55 . 
٠6‏ *- إذا كانت 1,5 مجموعتين فإننا نقول إن 5>7 (5 أصغر من 7) إذا وَجدَ تطبيق 
غامر من 7 إلى 8 ولا يوجد تطبيق غامر من 5 إلى . أثبت أنه إذا كانت 
'5>7 و S<U ùji T<U‏ . 


8 مواضبيع آي ایز 


5 إذا كانت 1,5 مجموعتين منتهيتين وكان عدد عناصر هما هو ۸,۳ على الترتيب فأثبت 
أنه إذا كان مكم فإن 8>7 . 


)۳-١(‏ الأعداد الصحيحة 

نختتم هذا الفصل بمناقشة موجزة لمجموعة الأعداد الصحيحة التي لن نحاول 
بناءها بطريقة المسلهات» لكننا وج بدلا من ذلك أن لدينا هذه المجموعة وأننا 
نعلم بعض خواصها الأولية . . سنضمن هذا البند مبدأ الاستقراء الرياضي (والذي 
سيستخدم خلال هذا الكتاب) کا سنْضمنه الحقيقة التي تنص على أن مجموعة الأعداد 
الصحيحة الموجبة تحوى عنصرا أصغر. أما فيم| يختص بالرموز» فإن الرموز المألوفة مثل 
طحة و طكة و || . . . الخ . ستبقى بنفس المعنى . ولكي نتحاشى تكرار كون عدد 
ما صحيحا فإننا سنفترض أن جميع الرموز الواردة في هذا البند والمكتوبة بحروف 
لاتينية صغيرة تعنى الأعداد الصحيحة . 


إذا كان لدينا العددان 2,ط وكان 0ط » فإن بإمكاننا أن نقسم 3 بواسطة ا لكي 
نحصل على باقي + الذي هو أصغر من ا » وبعبارة أخرى. نستطيع إيجاد ٤,۳‏ بحيث 
يكون ۲+bص=ھ‏ » حيث |ط|>:>0 . إن هذه هي الحقيقة المعروفة بالخوار زم الإقليدي 
(Euclidean algorithm)‏ التي سنفترض سلفا أنها مألوفة لدينا. 


كذلك. نقول إن طا حيث ٥۶0‏ يقسم 2 إذا كان = . " عددا صحيحاء 
وسنرمز لكون ١‏ يقسم ه بالرمز | . وسنرمز لخلاف ذلك بالرمز ١إط‏ . نلاحظ أيضا 
أنه إذا كان 21 فإن 8-1 , وأيضا إذا كان 2إ|ط و ط|ه فإن ا+=ه » ونلاحظ أيضا أن 
أي عدد م هو قاسم للصفر. إذا كان 3إط فإننا نسمي ا قاسم) (101502) للعدد ه . 
بالإضافة إلى ذلك نلاحظ أنه إذا كان قاسم للعددين ع,ط » فإنه قاسم كذلك للعدد 
m+n‏ حيث 2,3 عددان صحيحان. وسنترك برهان كل هذه الملاحظات كتمرين 
للقارىء. 


أفكار أولية ۳١‏ 


تعريف 
يقال إن العدد الصحيح ا موجب © قاسم مشسترك أعظم 
divisor)‏ 7 0123]656)) للعددين 6,2 إذا كان 
)١(‏ ء قاسم لكل من ترط . 
م2 أي قاسم للعددين 2,ط هو قاسم للعدد » : 


سنرمز للقاسم المشترك الأعظم للعددين ,ط بالرمز (5,ة) . وحيث إن القاسم 

المشترك الأعظم يجب أن يكون عددا موجباء لذا فإننا نجد 
(a,b) = (a,-b) = (-a,b) = (-a,-b)‏ 
قا 
2 = (24-,60) = )60,24( 

ملاحظة أخرى. هي أننا عرفنا القاسم المشترك الأعظم, إلا أن هذا لا يعني أنه 
موجود. وإنما يجب برهان هذه الحقيقة. ومع ذلك فيمكن القول إنه إذا كان موجودا 
فإنه وحيد. لأنه إذا كان لدينا العددان ,ع ,ره اللذان يحققان كلا من شرطي التعريف 
السابق فإن يءأر» و ,ءاه وبالتالي فإن رء+-,». وحيث إن القاسم اللشكرلة الأعظم 
يجب أن يكون عددا موجباء لذلك نجد أن ي,ء-ء . ويهذا نكون قد برهنا على وحدانية 
القاسم المشترك الأعظم. والآن. علينا أن نثبت وجود (ط,ه) . في التمهيدية التالية 
سنثبت أكثر من ذلك وهو أن (ط,ة) يجب أن يأخذ صيغة معيّنة . 


تمهيدية )1-7-١(‏ 
إذا كان 8 عددين صحيحين لا يساويان الصفر فإنه يوجد ها قاسم مشترك 
أعظم (ط,ة) . وفضلا عن ذلك فإنه يوجد عددان صحيحان ,77 ,ر« بحيث يكون 


(a,b) = m,a + مامه‎ 


البرهان 
لنفرض أن 76 هي مجموعة كل الأعداد الصحيحة من الصيغة ام+03: . حيث 
إن 1,۳ عددان صحيحان . وحيث إن أحد العددين 5,3 لا يساوي صفراء لذلك فإن 


۳۲ مواضيع في الجبر 


أعدادا صحيحة غير صفرية توجد في 4 . ولما كان x×=ma+nb€M‏ . لذا فإن 
(ه) جورم ) -ع. أيضاء من ذلك نستنتج أن M‏ تحوى أعدادا صحيحة موجبة . 
وعندئذ تحتوي على أصغر عدد صحيح موجب وليكن © . وحيث إن M)ء‏ » فإن © 
تأخذ الصيغة ار« +هر"=» . إننا ندعى الآن أن (ط,ة)=» . لبرهان هذا الادعاء» 
نلاحظ أولاء أنه إذا كان إل و ط|ك فإن 0000 ومن ثم فإن »إل . والآن نثبت أن 
دإ و طإء . لنفرض أن 6ه+وم- عنصر من 34 . استنادا إلى الخوارزم الإقليدي 
نجد أن «+ع:-» حيث »>0>7 . بالتعويض عن ,× نحصل على 


ma + nb = t (mya + nyb) + r 
وبالتالي فإن‎ 


r = (وماعم) + ة(ومصساحم)‎ b 


وهذا يقتضي أن 4 . ولا کان ع>: و 0>۲ وحيث إن e‏ هو أصغر عدد صحيح موجب 
في 14 » لذلك نستنتج أن 0= وبالتالي © -« مما يثبت أن ×| لأي عنصر × في 14 » ولكن 
1.3+04 -3 و 6-0.3+1.6634ط ولذلك يكون ط|ء و |6 . وهكذا نكون قد برهنا 
على أن العدد » يحقق شرطي تعريف القاسم المشترك الأعظم بالنسبة للعددين ه,ط » 
أي أن (طبه)ح» . وبذلك يتم برهان التمهيدية . 
ریف 

يقال إن العددين الصحيحين 3,ط أوليان نسبیا ( اہم نراء/(اواء) إذا کان 
(a,b)=1‏ . 


وكنتيجة مباشرة للتمهيدية )١1-7-١(‏ لدينا ما يلي . 


وه .ع 


إذا كان 6,3 أوليين نسبيا فإنه يوجد عددان صحيحان 8.7 بحيث يكون 
matnb=1‏ . 


أفكار أولية ۳۳ 


الآن نناقش فكرة أخرى مألوفة هي فكرة العدد الأولي والتي نعني بها العدد 
الصحيح الذي ليس له تحليل غير تافه . وسوف نستبعد الواحد الصحيح من مجموعة 


الأعداد الأولية لأسباب فنية . 


إن المتتالية ٠‏ هي أعداد أولية . وبالمثل فإن ,....,5-,3-,2- 
أعداد أولية . 


ولا كان العدد السالب لا يقود إلى فروق جوهرية. عند التحليلء لذا فإن 
الأعداد الأولية ستعنى بالنسبة لنا الأعداد الأولية الموجبة . 


تعريف 
يقال إن العدد م حيث 1<م عدد أولي )Prime number(‏ إذا كانت قواسمه 
الوحيدة هى ±1 , م* . 


وبعبارة أخرى يكون العدد الصحيح (p>1)p‏ عددا أوليا إذا وفقط إذا كان 
1= (درم) أو «إم » لأي عدد صحيح ١‏ . سنرى بعد قليل أن الأعداد الأولية تمثل 


تمهيدية (۲-۳-۱) 
إذا كان العدد د أوليا بالنسبة للعدد ط وكان ءمإة فإن ءإه . 


الرهان 

لما كان 5,3 أوليين نسبيا فإنه وفقا لنتيجة التمهيدية )١-7-١(‏ نستطيع الحصول 
على عددين صحيحين 1,۳ بحيث يكون 73+850-1 . وعندئذ» عدءام+ءعةم » ومن 
الواضح أن 3ه ومن الفرض 6مام|ة . وبالتالي (عطه+ءوم)اه . ولا كان 
mac+nbe=c‏ « فإننا نستنتج أن عه وهذا هو المطلوب إثباته في التمهيدية . 


7 مواضيع في احبر 


ونستنتج من تعريف العدد الأولي والتمهيدية (١-7-؟)‏ النتيجة المهمة الآتية. 


إذا كان عدد أولي يقسم حاصل ضرب أعداد صحيحة فإنه يجب أن يقسم واحدا 
من هذه الأعداد على الأقل . 


إن برهان هذه النتيجة متروك للقارىء . 


لقد أكدنا عل أن الأعداد الأولية هي اللبنات الأساسية لمجموعة الأعداد 
الصحيحة . إن التعبير الدقيق عن هذه الحقيقة. المهمة. يكمن في مبرهنة التحليل 
الوحيد . 


)1-7-١( مبرهنة‎ 


إن أي عدد صحيح موجب 2<1,3 يمكن تحليله بطريقة وحيدة على الصيغة 


الرهان 

إن ال مرهنة » في الواقع , كا وردت تتكون من مبرهنتين جزئيتين مختلفتين . أولاهما 
إمكانية تحليل العدد الصحيح المعطى إلى حاصل ضرب قوي أعداد أولية والثانية تؤكد 
أن هذا التحليل وحيد. لذلك فإن إثبات هذه المبرهنة يتم بإثبات كل من هاتين 
المرهنتين الحزئيتين بصورة منفصلة . 


إن السؤال الذي يطرح نفسه هو: كيف نبدأ إثبات هذه المبرهنة؟ . . 


إن الطريقة الطبيعية للبدء بالبرهان هو استخدام مبدأ الاستقراء الرياضي . 
حيث سنستخدم الصيغة الآتية هذا المبدأ؛ إذا كانت القضية ()م صحيحة وإذا 


أفكار أولية وم 
كانت صحة القضايا ()م لجميع قيم : التي تحقق الشرط 1>:>,*: تقتضى صحة 
القضية (6)م فإن (0)م صحيحة لجميع قيم 2 بحيث <« . 


إنه يمكن إثبات أن هذه الصيغة لبد الاستقراء الرياضي ليست إلا نتيجة 
للخاصة الأساسية لمجموعة الأعداد الصحيحة التي تنص على أن أية مجموعة غير خالية 
من الأعداد الصحيحة الموجبة تحوى عنصرا أصغر. (انظر مسألة .)٠١‏ 


ا أن كل عدد صحيح ۾ حيث 1< يمكن تحليله إلى حاصل ضرب 
قوى أعداد أولية وسيكون منطلقنا في الرهان هو الاستقراء الرياضي. حيث إن 
العدد 2=" عدد أولي» لذلك فإنه يمكن كتابته على هيئة قوى عدد أولي . 


لنفرض الآن أنه يمكن تحليل أي عدد صحيح : حيث 2>7>1 إلى حاصل 
ضرب قوى أعداد أولية. فإذا كان » نفسه عددا أولياء فإنه يمكن كتابته كحاصل 
ضرب قوى أعداد أولية. أما إذا كان » ليس عددا أولياء فإنه يمكن كتابته على الصيغة 
k=‏ حيث 1>نا>1 و 1>>1 . ومن فرضية الاستقراء الرياضى لما كان كل 
من ھت أقل من ٤‏ + للك يمتن تخليل كل منبيا إل ححاضل قرب قوى أعداد أولية 
ووفقا لذلك. فإن =« يمكن تحليله إلى حاصل ضرب قوى أعداد أولية . لقد أثبتنا 
أن صحة القضية لجميع الأعداد الصحيحة ۲ حيث )>>2 تقتضي صحتها للعدد » 
نفسه. وبالتالي ومن مبدأ الاستقراء الأساسي فإن القضية صحيحة لجميع الأعداد 
الصحيحة « حيث 22-2 ما يعني أن أي عدد صحيح ١‏ حيث 222 هو حاصل 
ضرب قوى أعداد أولية . 


لإثبات وحدانية التحليل نستخدم مرة أخرى مبدأ الاستقراء الرياضى. 
بالطريقة نفسها المستخدمة سابقاء لنفرض أن : 


a = عام 2182م‎ = qf! qf? ........ بذك‎ 


۴۹ مواضيع في الجبر 


حيث ,p<......<رم‏ < مو <٩‏ ..... <ده < و أعداد أولية کا أنه 0<,» و 8<0 


=8 )( 

CY‏ ,4= هبعلا ويك > يه , ,0 7 بم 
)۳( 8 02 اة ديق = a, = B, a,‏ 

إن من الواضح صحة النظرية عندما 2 =4 . 


لنفرض الآن صحة النظرية لجميع الأعداد الصحيحة نا حيث 2>u>a‏ 
الآنء بها أن 
a =p BF qaj:‏ 
وبا أن 0<ه و ذإ|رمء لذلك فن تو .... انو رم ومع ذلك لما كان ,معددا أوليا فإنه 
من نتيجة التمهيدية )۲-۳-١(‏ نجد بسهولة أن cP > qj‏ لإحدى قيم ا . وهكذا فإن 
رم = بو < برو وبا مئل لما كان ةرو » فإننا نجد م-,و لإحدى قيم زومن ثم فإن 
و-.م<رم . وهكذا نكون قد أثبتنا أن ,وترم وبالتالي فإن 


a = 2زم نزم‎ ... pf" = pf qh... عن‎ 


إننا ندعي أن هذا يقتضي أن ,8 = به (أثبت ذلك!) 


ولكن عندئذ 
b= 2 =p$2...p"=qf?2...qfs‏ 
1 
فإذا كانت 1 = ط فإن 0= ه = ... = يه و 0= ,8 = ... رق عا يعني أن 1= - , , 


الآن إذا كانت 0<1 ونظرا لكون >a‏ فإمكاننا تطبيق فرضية الاستقراء الرياضى على 
العدد طا لنحصل على : ١‏ 


أفكار أولية ۳۷ 


)١(‏ عدد العوامل ذات القوى الأولية المختلفة للعدد طا متساوفي كلا الجانيين, أي أن 
1-5-1- . مما يعنى أن و-, . 


بهذه المعلومات مع ما حصلنا عليه انفاء أي . ,۹= رم,,8-,» نكون قد أنبينا تماما 
المطلوب إثباته . وهكذا نرى أن افتراض وحدانية التحليل للأعداد الصحيحة الج 

: ص يلي 
أقل من ه تقتضي وحدانية التحليل للعدد الصحيح ه نفسه . وعليه فإن برهان التحليل 
الوحيد بواسطة الاستقراء الرياضي قد انتهى . 


نتجه الآن نحو دراسة فكرة مهمة هي التطابق قياس عدد صحيح مفروض . 
وكا سنرى لاحقا فإن العلاقة التي سنقدمها الآن ليست إلا حالة خاصة من علاقة أكثر 
شمولا والتي يمكن أن تعرف في سياق أعم . 


تعريف 
لیک ۸ » حيث ۸<٥‏ عددًا صحيحًا . نقول إن 2 يطابق ط قياس « ونكتب 
a=b 0‏ إذا كان n|)a-b(‏ . 


يطلق على هذه العلاقة «التطابق قياس « » (۸ 200010 ruenceعCon)‏ كا يطلق 
على العدد 2 «مقياس» (05ل040) هذه العلاقة. لاحظ على سبيل المثالء أن 
m04 3‏ 4 =73 وأن 010مم 215-9 وهكذا . . , 

إن علاقة التطابق هذه تتمتع بالخواص الآتية : 


تمهيدية (۳-۳-۱) 
() علاقة التطابق قياس 7 تعرف علاقة تكافؤ على جموعة الأعداد الصحيحة . 
2_2 عدد فصول تكافؤ هذه العلاقة يساوي « . 


۳۸ مواضيع في الجبر 


(۳) إذا كان « mod‏ ته و c=d mod n‏ فإن 
a+c= (b+d) mod n‏ و ac= bd mod n‏ „ 
)4( إذا كان ۸ له" ٥ه‏ >20 وكان 2 أوليا بالنسبة إلى 7 
فإن =e mod n‏ 


الرهان 

سنثبت أولا أن علاقة التطابق قياس ١‏ هي علاقة تكافؤ. 
بها أن 0م » لذلك نجد أن 2-3إه وهذا يقتضي أن 500 ۾=ھ 8 لكل عدد صحيح 5 
كذلك إذا كان هلمم مك8 فإن "|)a-b(‏ . وبالتالي n|b-a‏ » لأن b-a=-)a-b(‏ . أي أن 
لم b=a‏ 
وأخيرا إذا كان a=b mod n‏ و b=c mod n‏ فإن n|b-c g n|a-b‏ وبالتالي n|{(a-b)+(b-c)}‏ 
أي أن ع-ةاه» وعليه فإن 00م 5ھ. 


لنرمز إلى فصل تكافؤ العنصر ه بالنسبة لهذه العلاقة بالرمز [ه] ونسمي فصل 
التكافؤ هذا بفصل التطابق للعنصر ‏ (قياس ١‏ ) . فإذا كان 2 أي عدد صحيح » فإنه 
باستتخدام الخوارزم الإقليدي نجد أن ۲+ k=ھ‏ حيث 0>:>8 ولكن عندئذ نجد أن 
[:]36 » وبالتالي []=[ه] . وهكذا فإنه يوجد على الأكثر فصول تطابق عددها ه. 
وبالإضافة إلى ذلك فإن هذه الفصول مختلفة لأنه إذا كان [(]-[1] » حيث ه>ز>0>1 
» على سبيل الافتراض» فإن (2|0-1 حيث 1-ز عدد صحيح موجب أقل من ١‏ ومن 
الواضح أن هذا مستحيل» وبالتالي فإنه يوجد فصول تطابق مختلفة عددها هوه تماما 
وهي (1-ه],....,[1] ,[0] . وهكذا نكون قد برهنا الجزئين الأول والثاني من التمهيدية . 


والآن إلى الجزء الثالث من التمهيدية . 
لنفرض أن a=b)mod n(‏ وأن mod n‏ لعه عندئذ» n|)c-d) , n|)a-b(‏ 
وبالتالي (لت)+(3-0)|ه أي » (0+م)-+2ة)إه ولكن عندئذ» 00م ل+محع+ة . 
وبالاضافة إلى ذلك ط(ل-ء)+(ط-ة)|١‏ » وحيث إن لم-عه-5(لع)+ءع(3-5) لذلك نجد 


أفكار أولية ۳۹ 


أن : n|(ac-bd)‏ أي أن ac=bd mod n‏ وأخيرا نلاحظ أنه إذا كان م200 »30-22 وكان ۾ 
أوليا بالنسبة إلى 2 » فإنه استنادا إلى أن (ع-213)0 واستنادا إلى التمهيدية )۲-۳-۱١(‏ فإن 
هذا يقتضي أن (-2|)5 ومن ثم فإن b=cmod n‏ „ 


يكون 2 ليس أوليا بالنسبة إلى ه . 


فعلى سبيل المثال 


6 24.3 2.3 » على الرغم من أن 6 1100 24 
إن التمهيدية )١-۳-١(‏ تمهد الطريق لمعلومات ممتعة من وجهة نظرنا. 


لنفرض أن ۾2 هي مجموعة فصول التطابق قياس ماي أن 
[1],...,[n-1)}‏ ,[0])تي2. 

فإذا كان ,62 [ن] ,[ن] 
وعرفنا 

[i] + Û] > i+ j] (a) 

[i] Û] = [ij] (b) 
تضمن لنا أن هاتين العمليتين. أي «الجمع» و«الضرب»‎ )”-7-١( فإن التمهيدية‎ 
: حسنتا التعريف. بمعنى أنه إذا كان‎ 

ÛJ = ['}, [i] = [i'] 


فإن 
(i) + Û] = [i + j] =[i'+j']= [i] + [i]‏ 
وأن» 
]10[ = إنا آنا 
(تحقق من ذلك) . 


إن لهاتين العمليتين على ,2 الخواص الآتية (والتي سنترك براهينها كتهارين) . 
لأي ثلاثة عناصر [1ف] ,[] .[1] في ,2 يكون لدينا: 


00 مواضيع في الجبر 


: [i] + Û] = Û] + [i] (1) 

قانو نی الابدالية 
(5) 1خ انا = نا انا 1 و 
ÛJ) + [K] = [i] + (ÛJ + [kD 85”‏ + [1]) 

قانونى الت 

(f)‏ (] [ن) (i) ÛD [K) = [i]‏ 1 نوني التجميع 
(©) [] [] + [ن] [ن] = ([] + [) [1] (قانون التوزيع) 
[i] = [i] )5(‏ + زم 
[iJ = [i] (V)‏ 11[ 


ملاحظة أخرى» هي أنه إذا کان م-د حيث م عدد أولي» وكان ]a[۶]0[‏ عنصرا 
من ,2 » فإنه يوجد عنصر [ط] من ,2 بحيث يكون [1]-[3[]5] . 


إن المجموعة ,2 تلعب دورا بالغ الأهمية في الحبر ونظرية الأعداد ويطلق عليها 
جموعة الأعداد الصحيحة قياس < (2 200 5ء8ع101) . ومهذا نكون قد ألممنا مها قبل 
أن نمضى قدما في دراستنا. 


مسائل 
١‏ - إذا كان مإه و ةإط فأثبت أن 6+ ده . 
” - إذا كان طا قاس| للعددين 8 فأثيت أنه قاسم للعدد mg+nh‏ . 
- إذا كان 0,2 عددين صحيحين فإننا نعرف المضاعف المشترك الأصغر 
common multiple)‏ غقدع1) هما والذي نرمز له بالرمز [5,] بأنه ذلك العدد 
الصحيح الموجب ل بحيث يكون 
|( aldيوb|da‏ . 
ب) إذا كان ×| و ×إط فإن ×=ل . 
برهن على وجود [ط,ة] وأنه إذا كان 2<0 , 0<0 فإن : 


ab 
(a,b) 


[a,b] = 


أفكار أولية ٤١‏ 


. إذا كان بين ر 1>-(طرة) فأثبت أن ×|(ط ة)‎ - ٤ 
b= إذا كان “يم .... “رم = 4 , م ام‎  ه‎ 
Py ا‎ e e 
(a,b) = pj"... p® (1) 
. حيث ة هو أصغر العددين هو ,8 لكل1‎ 
[ab] = )ب( “يم .... لإم‎ 
. ¡ حيث هو أعظم العددين ,»و ,8 لكل‎ 
لیکن 2,ط عددين ؛ بتطبيق الخوارزم الإقليدي على التتابع يكون لدينا:‎ - 5 


a = را + ړو‎ 0 <r, < |b| 
b= q1, FT, 0 >> ر؟‎ <r, 
SHE 0 > و5 > و‎ 
TF, = بيه‎ keı 7 يب‎ 0 SI > kı 


وحيث إن الأعداد الصحيحة ,:متناقصة كما أنها غير سالبة» لذا فإنه يوجد أول 
عدد صحيح « بحيث يكون 0 = ٣,‏ أثبت أن (ارة) = ,۲ (اعتبر هنا أن |ط| = ر۲) 
۷- باستخدام المسألة السابقة» احسب ما يلي: 
( ا( (1128,33) (ب) (1206 ,6540) 
۸ - لتقرير ما إذا كان « عددا أوليا أثبت أنه يكفي أن نبرهن أنه غير قابل للقسمة على 
أي عدد أولي م بحيث يكون ۷۸ > م 
- أثبت أن العدد « حيث 1< يكون أوليا إذا وفقط إذا كان لأي عدده إِمّا أن 
يكون 1-(هرة) أو "a‏ . 
-٠‏ على افتراض وجود عنصر أصغر في في أية مجموعة غير خالية من الأعداد الصحيحة 
الموجبة . 
)١‏ لنفرض أن م قضية وأن 


٤۲‏ مواضيع في الجبر 


. (00)م صائبة‎ )١ 
. صواب (0-1)م يقتضي صواب (0)م‎ )۲ 
nzmo أثبت أن (8)م صائبة لأي عدد اس‎ 
. ب ) إذا كانت القضية م تحقق‎ 
. (00)م صائبة‎ )١ 
متى ما كانت (3)م صائبة لجميع الأعداد ه حيث «3>7كوه فإن‎ )۲ 
. (0)م صائبة‎ 
فأثبت أن (0)م صائبة لأي عدد 0 حيث 2100م‎ 
برهن على أن عمليتي الجمع والضرب على المجموعة ,2 حسنتا التعريف.‎ -١ 
. 2, لعمليتي الجمع والضرب على‎ ۷-١ برهن الخواص من‎ ¥ 
[ط] بحيث يكون [1] = [ط][2]‎ ٤ 2, إذا كان 1 = (هرة) فإنه يوجد‎ - ۳ 
. 37 إذا كان م عددا أوليا فأثبت أنه لأي عدد صحيح 2 يكون م2200‎ - ٤ 
إذا كان 1>-(ه,) وكان لدینا العددان 0,3 فأثبت: أنه يوجد عدد × بحيث يكون‎ - ٣ 
, x=b mod n و‎ x=a mod m 
. )۲-۳-۱( برهن نتيجة التمهيدية‎ - 
أثبت أن العدد «يكون أوليا إذا وفقط إذا كان [0]=[ط][] في ,2 فإن هذا يقتضي‎ - ۷ 
. ]3[ = أن يكون [0] = [ط]‎ 


قراءات إضافية في المجموعات والأعداد الرئيسة 
Birkhoff, G. and MacLane, S. A Brief Survey of Modren Algebra, 2nd Ed. New‏ 
York: The Macmillan Company, 1965.‏ 


دظرية الزمر 


© تعريف الزمرة © أمثلة على الزمر © بعض 
التمهيديات الأولية © الزمر الجزئية © أحد 
مبادىء العدّ © الزمر الجزئية الناظمية والزمر 
الخارجة © التشاكلات © التماثلات الذاتية 
© مبرهنة كيل © زمر التبديلات © مبدأ آخر 
للعدّ © مبرهنة سيلو © الضرب المباشر © الزمر 
الابدالية المنتهية 


سوف نباشر في هذا الفصل دراسة البنية الجبرية المعروفة بِالزّمْرَة والتي هي لبنة 
أساسية في موضوع يدعى اليوم بالجبر المجرد. وني فصول لاحقة سنلقي نظرة على 
مواضيع أخرى مثل الحلقات, الحقول. فضاءات المتجهات» الجبر الخطي » وعلاوة 
على العرف المتبع بالبدء بالزمرة» فهناك أسباب تبرر هذا الاختيار من بينهاء أن الزمر 
هي أنظمة ذات عملية واحدة ما تجعل دراستها أمرا بسيطاء ولكن رغم هذه البساطة. 
فإن المفاهيم الجبرية الأساسية مثل التشاكلات والبنى الخارجة وما شابه ذلك» والتي 
تلعب دورًا باررًا في البنى الجبرية » بل وفي الحقيقة. في جميع فروع الرياضيات تدخل 
هنا من الآن ‏ بصورة نقية وواضحة . 


وهنا وقبل أن نبد بالتفاصيل» دعنا نلقي نظرة سريعة إلى ما سيأتي. إننا نجد 
في الجبر المجرد أنظمة أساسية معيّنة اكتسبت مواقع ذات أهمية عظمى في تاريخ تطور 
الرياضيات . هذه الأنظمة هي عبارة عن مجموعات يمكن أن نتعامل جبريا مع 
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عناصرهاء ونعني بذلك أننا نستطيع أن نركب عنصرين في المجموعة» وربما بعدة 
طرق» كي نحصل على عنصر ثالث من هذه المجموعة. كا نفترض» بالإضافة إلى 
ذلك أن هذه العمليات الجبرية تخضع لقوانين محددة. والتي هي موضحة بصراحة با 
نسميه بالمسلمات أو الفرضيات المعرفة للنظام . 


وعندئذ» في هذا الوضع المجرد نحاول برهنة نظريات متعلقة بهذه البنى العامة 
آملين دائ) أنه عندما نطبق هذه النتائج على حالة خاصة فإنها ستضفي على هذه الحالة 
التي في متناول أيدينا وضوحا لجوانب قد تخفى عند تناولنا دراستها من وجهة نظر 
خاصة» ذلك لأنناء عندئذ. قد نكون مهتمين بتفاصيل قد لا تمت لموضوع الدراسة 
بصلة. 


ونحب أن نؤكد أن للأنظمة الجيرية والموضوعات التى تعرفها طابعا مألوفاء وأنها 
يهب أن تنبعق من .بزتنا بلندلة متعدحة كا نبا يجب أن تكون غنية بتاع مفيدة. إنه 
لا يمكن لأي إنسان أن يسرد مسلمات قليلة ثم يستأنف دراسة الأنظمة الموصوفة على 
أساسها وهذاء صراحة» هو ما يفعله البعض. ولكن معظم الرياضيين يعتبرون هذه 
المحاولات رياضيات غير مفيدة . 


إن سبب اختيارنا أنظمة للدراسة هو كونها حالة خاصة من بى ظهرت مرة بعد 
مرة حيث لاحظ بعض الرياضيين أخيرا أن هذه الحالات الخاصة كانت بالفعل أمثلة 
خاصة لظاهرة عامة وكذلك وجود تشابه بين موضوعين رياضيين مختلفين تماما ومن ثم 
قاد هذا إلى البحث عن أسباب هذا التشابه . وثمة مثال على هذه الظاهرة هو النظام 
الذي نعرفه اليوم بالزمرة» والذي بدأت دراسته في نهاية القرن الثامن عشر وبداية 
القرن التاسع عشرء ولكنه لم يُقَدّم بالشكل الذي هو عليه اليوم إلا في نهاية القرن 
التاسع عشر. إن البنى الجبرية التي ندرسها في الوقت الحاضر هي تلك التي اسست 
على قواعد متينة من دراسة حالات خاصة» وبقيت رغم مرور الزمن نظرا لأهميتها. 
ولذلك فلا يوجد شك من أحد من الرياضيين في أعمية الموضوع الأول الذي اخترناه 
للدراسة وهو موضوع الزمر. 


نظرية الزمر f‏ 


)١ - ۲(‏ تعريف الزمرة 
من المستحسن أن نعيد إلى الذاكرة هنا ما نوقش في الفصل الأول. لقد عرفنا 
المجموعة (۸)8 بأنها مجموعة التطبيقات الأحادية من المجموعة 5 على نفسهاء حيث 5 
أية مجموعة غير خالية . كذلك تعرفنا على حاصر ضرب التظبيقين © و من (4)5 ورمزنا 
له بالرمز 60 . كذلك يتضح ما سبقت دراسته في الفصل الأول أن عناصر (4)5 قد 
حققت الخواص الآتية بالنسبة لحاصل الضرب هذا: 
)١‏ لأي عنصرين 0 و > ني (۸)8 يكون +05 عنصرا في (4)5 (ويمكن وصف هذا بقولنا 
إن (۸)5 مغلقة (10560ه) بالنسبة لعملية الضرب). 
۲( لأي ثلاثة عناصر 0و + ولا في (5)ى يكون بره(00) = (بره)00 وتدعى هذه 
العلاقة بالقانون التجميعي (Associative law)‏ . 
۳) يوجد عنصر خحاص افي (4)5 يحقق العلاقة ه-ذهه-155 لكل ه في (4)5 ومثل هذا 
العنصر يدعى بالعنصر المحايد (Identity element)‏ . 
4) لكل عنصر (568)5 يوجد عنصر في (۸)8 يرمز له بالرمز "0 بحيث إن 
¡ = ه05 = ٥٥0٩‏ . ويمكن وصف هذا بقولنا إنه يوجد لكل عنصر في (۸)8 
معكوس (Inverse)‏ ف A(S)‏ . 


نقيت حققة اخرئى: حول (۸)5 . هي أنه إذا كانت 5 تحتوي على ثلاثة 
عناصر فأكثر فإنه یمکننا إيجاد عنصرين (668)5 ,» بحيث يكون 08+8٥»‏ . إن 
هذه الحقيقة التي تخالف ما عهدناه سابقا في الرياضيات تجعل (۸)8 تتمتع بصفة لم 
تقابلناامن قبل في خيرها . 


بهذا المثال. كنموذج. نأتي إلى التعريف الآتي : 
تعريف 
يقال عن جموعة غير خالية © إنها زمرة (مداه7ع) إذا كانت توجد عملية ثنائية 
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. إذا كان 066,ھ فإن ©2.56 (إلاغلاق)‎ )١ 
إذا كان 6عء,ط,ه فإن (©.ط).2-».(2.5) (قانون التجميع)‎ )۲ 
يوجد عنصر ء في © بحيث يكون 8 = 2.ء = 8.6 لكل 366 (وجود العنصر‎ )٣ 


ا محايد e‏ في © ) 
4) لكل عنصر 2 في 6 يوجد عنصر -هفٍ 6 بحيث يكون هدو .اوعدا ه.۾ 
(وجود معكوس لكل عنصر في 6 ) 


وبالرجوع إلى مصدر هذا التعريف نجد أنه ليس غريبا أنه لأية مجموعة غير 
خالية 5 تكون المجموعة (4)5 زمرة . وهكذا فإننا قد وجدنا مصدرا غير محدود من الزمر 
الملموسة والمشوقة . وسنرى فيا بعد (في مبرهنة تنسب إلى كايلي (زهالزدت) ) أن الزمر 
(۸)8 تُكوّن عائلة عامة من الزمر. وإذا كانت 5 تحتوي على ثلاثة عناصر أو أكش فإننا 
نعيد إلى الذاكرة أنه بالإمكان إيجاد عنصرين (076.8)5 بحيث يكون 00100 وهذا 
يحثنا على أن نفرد نوعا خاصاء ولكنه بالغ الأهمية » من الزمر كما في التعريف التالي : 


تعريف 
يقال عن الزمر © إنها زمرة إبدالية أو ابلية or Commıtative)‏ «دزاءطه) إذا كان 
هط م.ه لكل 66طرة . 


إن الزمرة التي ليست إبدالية تدعى » بالطبع » غير إبدالية . وحيث إننا قد رأينا 
أمثلة من هذه الزمرةء لهذا نعلم أن الزمرة غير الإبدالية موجودة بالفعل . 


إن عدد العناصر التي تحتوي عليها الزمرة 6 هو مميز آخر للزمرة وسنطلق عليه 
رتبة الزمرة 6 (6 04 #ع070) » ونرمز له بالرمز (0)6 . 


إن هذا العدد يكون أكثر أهمية عندما يكون منتهيا وفي تلك الحالة نطلق على 
الزمرة 6 الزمرة المنتهية (مدامءع عإنهز5). إن الزمرة المنتهية غير التافهة موجودة. لكي 
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نرى ذلك يكفي أن نلاحظ أنه إذا كانت 5 مجموعة تحتوي على ١‏ من العناصر فإن الزمرة 
(8)5 تحتوي على !۸ من العناصر. (أثبت ذلك) . 


إن هذا المثال ذا الأهمية البالغة يرمز له بالرمز ,5 ني كل ما سيأتي في هذا الكتاب 
وسيدعى بزمرة التناظر (مناممع ti#صصSy)‏ من الدرجة « وفي البند الآتي سندرس 
بعناية .5 والتي هي زمرة غير إبدالية رتبتها 6 . 


)١ - ۲(‏ أمثلة على الزمر 
مثال (۱-۲-۲) 
لتكن 6 مجموعة الأعداد الصحيحة ,0,21 حيث نعني بالعملية 8.6 لكل 
6 عملية جمع الأعداد الصحيحة العادية. أي أن جود : 


إن باستطاعة القارىء أن يتأكد وبسهولة أن 6 هي زمرة إبدالية غير منتهية حيث 


يلعب العنصر 0 دور العنصر المحايد و 2- هو معكوس العنصر 8 . 


مثال (۲۔-۲۔۲) 


لتكن 6 هي المجموعة التي تتكون من العددين الحقيقيين 1 و1- . عندئذ تكون 
© زمرة إبدالية رتبتها 2 بالنسبة لعملية ضرب الأعداد الحقيقية. 


مثال (۲۔۲۔۳) 

لتكن ,6-5 . أي زمرة جميع التطبيقات الأحادية من المجموعة (ي*,,»*.,*) على 
نفسها. عندئذ فإن 6 زمرة رتبتها 6 بالنسبة لعملية تركيب التطبيقات التي عرفناها في 
الفصل الأول. الآن نحيد قليلا وذلك قبل الاستمرار في هذا المثال. 


من أجل ترميز أدق» ليس فقط في ,5 بل في أية زمرة» دعنا نعرف ما يلي لأي 
عنصر )86 . 
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0 


5 1 k-1 


=e,a'=a,a? = a.a, a = a. ,...., a* = هج‎ 


عا °( = a7 = (a, a‏ 
ويمكن للقارىء التأكد من أن قوانين الأسس» سارية المفعول هناء وبعبارة أخرى» 
لأي عددين صحيحين 2,3 (موجبين أو سالبين أو صفرًا) يكون: 


)1( اك ا 


)2( عو ا 


(تجدر الإشارة هنا إلى أنه إذا كانت 6 هي الزمرة الواردة في المثال )١-۲-۲(‏ فإن "۾ 
يعني 08 ) 5 
دعنا الآن نعود إلى مثالنا ,5 ونفحصه عن كثب» مع وضع هذه الملاحظة نصب 


أعيننا. لنعتبر التطبيق + المعرف على المجموعة و× ,ر× ,× كما يلي : 


×, +× 


ولنعتبر كذلك التطبيق 


إنه» بالتحقق» نرى وبسهولة أن: 
وأن 


x‏ رك :لة.4 


نظرية الزمر ۹ 


× ج رك Yp.p:‏ 


ا وكا 


إن من الواضح أن .م ه.ب وذلك لأنهما لا ينقلان , ×إلى الصورة نفسها. ولا 
كان =e‏ لذا فإنه ينتج أن =" . والآن دعنا نرى تأثير 4 ."لہ على × و ر×و يل. 
لما كان =" بو كان 


فإنه يكون لدينا 


ولا ج را أل 

X1‏ ا 
وبعبارة أخرى ".ل = م.م . لنعتير العناصر .ل ,لاض ,7ط ,له ,م بء » إن هذه 
العناصر جميعها مختلفة وتنتمي إلى 6 (لأن 6 مغلقة) التي تحتوي على 6 عناصر فقط . 
وعليه فإن هذه القائمة تضم جميع عناصر 6 . وربما يسأل إنسان. على سبيل المثال» 
ما هو العنصر الذي يقابل (ب.ض)ل في هذه القائمة؟ والجواب على ذلك هو أنه 
باستخدام العلاقة 4" .لدبم نجد أن 

و = e.‏ = ب )p.p"(‏ = رو ا“ب).بد = Y.(0.y(‏ 
وثمة عبارة أخرى ذات أهمية هي العبارة : 
= بيع = بحتو = (بدج).ب = p(y")‏ = (ج ).ف = (9-)-.(Y.0) = p(Y.(Y.%))‏ 
(لا ينبغي. للقارىء هنا أن يتخوف من هذه السلسلة المملة والطويلة من 

المتساويات . إنها ستكون المرة الأخيرة التي نتطرق بها إلى مثل هذه الأمور) . وباستخدام 
الطريقة نفسهاء كالتي رأيناء يستطيع القارىء أن بحسب حواصل الضرب الخمسة 
والعشرين. والتي لا تشمل العنصر المحايد ء 5 والتي سيرد بعضا منها في المسائل . 
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)٤-۲-۲( مثال‎ 

لنفرض أن هو أي عدد صحيح › سنکون الآن زمرة رتبتها ‏ كما يلي : إن G‏ 
تقكون من جميع اروز أو 1-0,1,2,...5-1 » حيث نفرض أن عد8هود0ع 
وأو داجأج إذا كان «>ز+: و35 نه دته, اح إذا كان «<ز+1 . 


يمكن للقارىء التأكد من أن هذه زمرة. وهذه الزمرة يطلق عليها الزمرة 
الدورية (مدامءع ءإاءر٣)‏ من الرتبة « إن التفسير اهندسي للزمرة الواردة في المثال 
)٤-۲-۲(‏ هو کا يلي : 


لتكن 5 دائرة في المستوى نصف قطرها الواحد الصحيح » وأن ,وهو الدوران 


بزاوية برع عندئذ (68)5 ,و » كذلك فإن ٥,‏ یولد زمرة رتبتها ‏ عناصرها هی : 
n‏ د 


teror) 


مثال (7-7-ه) 


لتكن 5 هي مجموعة الأعداد الصحيحة» كامعتاد. لنفرض أن (۸)5 هي مجموعة 
التطبيقات الأحادية من 5 على نفسها 


كذلك. لتكن 6 هي مجموعة كل العناصر في (۸)5 التي تحرك عددا منتهيا فقط 
من عناصر 5 . بعبارة اوه 6 إذا وفقط إذا كانت المجموعة (×€8:×0#») 
منتهية . ليكن ٠.۲‏ هو حاصل ضرب العنصرين 5,6 في 6 اللذين ينتميان بطبيعة الخال 
إلى (۸)8 . إننا ندعي أن 6 زمرة بالنسبة لهذه العملية. 


| لإثبات ذلك أولاء وقبل كل شیء» إذا كان ٥,۲٤6‏ فإن كلا منہا يحرك عددا 
متهن من العناضرقي* : سافان فإنه اكان مجم كترياك طك االعداير عن کد وال 
يحركها على الأقل أحد العنصرين هو > . وعليه فإن .5 يحرك عددا منتهيا من 
عناصر 5 » وهذا يعني أن 5.566 . إن العنصر المحايد ذفي (۸)5 لا يحرك أي عنصر 
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من 5 . ويترتب على هذا أن ن يجب أن ينتمي إلى 6 . ولا كان قانون التجميع » عموماء 
محققا في (۸)5 . فإنه كذلك محقق بالنسبة لعناصر 6 . 


وأخيرا إذا كان 066 وكان ×0× » أي لعنصر ما × في 5 . فإن 
مغده(-0»«). أي 0100(×0)× » وهذا يعني صراحة أن ×× . بعبارة أخرى. يدل 
هذا على أن اى يحرك تلك العناصر من 5 والتى يحركها ه وحيث إن ه يحرك عددا منتهيا 
من العناصر في 5 لذلك فإن هذا صحيح بالنسبة للعنصر ٠"‏ » وبالتالي فإن "هجب 
أن ينتمي إلى 6 . 


نقد ا الآن أن 6 تحقق المسلمات الأربعة الأساسية التي تُعَرّف الزمرة وذلك 
بالنسبة للعملية التي عيّناها. وهكذا فإن 6 زمرة. إن على القارىء التحقق من أن 
6 متهية وغير إبدالية. 


+ مثال (5-7-37) 


لک 6 هي مجموعة المصفوفات (() من النوع 2×2 على مجموعة الأعداد 
الحقيقية بحيث إن 30-5440 . لنعرف على 6 عمليةء هي عملية ضرب المصفوفات» 


: أي‎ 
a اط‎ /W X aw+tby 3 
c هادا ' : ا‎ cx+dz 


إنه من الواضح أن عناصر هذه المصفوفة من النوع 2×2 هي أعداد حقيقية . 
لكي نثبت أن هذه المصفوفة تنتمي إلى 6 » علينا أن تثبت أن 
(aw + by)(cx + dz) - (ax + bz)(cw + dy) # 0‏ 


(إن هذه هي العلاقة المطلوبة بين عناصر المصفوفة لكي نجعلها تنتمي إلى © ) . 
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بحسابات مختصرة يتضح أن : 

(aw+by)(cx+dz)-(ax+bz)(cw+dy)= (ad-bc)(wz-xy) #0‏ 
لأن كلا من المصفوفتين ([:) و (2”) تنتمي إلى 6 . إن قانون التجميع محقق بالنسبة 
لعملية ضرب المصفوفات. وبالتالي فهو محقق بالنسبة إلى 6 » كا أن العنصر 
(9])-1 ينتمي إلى © » لأن 1.1-0.0-160 » وفضلا عن ذلك» فإن القارىء يعلم أن 
المصفوفة 1 تقوم بدور العنصر المحايد بالنسبة للعملية المعرفة على 6 وباستطاعته التحقق 
من ذلك. 


وأخيرا إذا كان 66 (28) فإنه يكون للمصفوفة 


0 -b 
ad-bc ad-bc 

3 2 
ad-bc ad-bc 


معنى » وذلك لأن 0 + ٤ط‏ -4ه وبالإضافة إلى ذلك» 


d a م کے ر‎ ١_ر‎ _adbe _ 1 +0 
ad-bce |) adbc ad-bc )( و‎ (ad-bce)”  ad-bc 
و بالتالي فإن المصفوفة‎ 
d -b 
ad-bc ad-bc 


8 ع 
ad-bc ad-bc‏ 
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d -b d م‎ 
59 20-0 ad-bc 1 0 ad-bc ad-bc 5 0 
cd 5 O! TP 5 2 0 


E EE‏ ال حك 
ad-bc ad-bc‏ 


أي أن هذا العنصر هو معكوس العنصر ([) . وباختصار فإن 6 زمرة. ومن السهل 
التحقق من أنها غير منتهية وغير إبدالية كذلك . 


+ مثال (۷-۲-۲) 

لتكن 6 هي مجموعة كل المصفوفات (25) من النوع 2×2 على مجموعة 
الأعداد الحقيقية بحيث إن 30-06-1 . ولنعرف على 6 عملية ضرب المصفوفات 
الواردة في المثال (5-1-7). سنترك للقارىء التحقق من أن 6 زمرةء وأنها في الحقيقة 
غير منتهية وغير إبدالية . 


نلاحظ من المثالين (5-7-7) و(۷-۲-۲) أن الزمرة في المثال (۷-۲-۲) هي 
مجموعة جزئية من الزمرة في المثال (1-۲-۲)ء بل يمكن القول أكثر من ذلك» فبالنسبة 
للعملية نفسها نجد أن الزمرة الواردة في المثال (۷-۲-۲) تكون زمرة بحد ذاتها. ويمكن 
وصف هذا الوضع بأن نقول إن الزمرة في المثال (۷-۲-۲) زمرة جزئية (مهعطدك) 
من الزمرة الواردة في المثال (5-7-1). وسنتطرق فيا بعد. بشكل أوسع. إلى مفهوم 
الزمرة الجزئية . 


+ مثال (۲۔۲۔۸) 

لتكن 6 هي مجموعة المصفوفات (5م) من النوع 2×2 حيث إن ه,ط 
عددان حقيقيان ليس كلاهما صفرا. (نستطيع أن نعير عن هذا بقولنا إن 
1+0 ) . باستخدام العملية نفسها المعرفة في المثالين السابقين يمكننا أن نشت 
وبسهولة. أن 6 زمرة إبدالية غير منتهية . هل تذكرك عملية الضرب المعرفة على 6 بأي 
شیء؟ 
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اكتب (إ) على الصيغة [ط+1ة حيث ( 1 )-1 . ثم احسب الضرب بدلالة 
هذه الحدود. ربا يشر ذلك حَذسك! 


+ مثال (۹-۲-۲) 

لتكن 6 هي مجموعة كل المصفوفات ([:) من النوع 22 » حيث 3,تاره,ل أعداد 
صحيحة قياس م » معدد أولي» ad-bec#0‏ . لنعرف الضرب في 6 كا فعلنا في المثال 
(1-1-۲)» آخذين بعين الاعتبار أن الضرب واللجمع لعناصر 
المصفوفة هو بالنسبة لقياس العدد الأولي م . سنترك للقارىء التحقق من أن 6 
زمرة منتهية » وغير إبدالية . 


والآن نسأل كم عدد عناصر الزمرة 6 ؟ . ربا يستنير القارىء بالحالات الخاصة 
2ك روطم , وهنا يمكن لأيٌّ منا أن يكتب جميع عناصر 6 . 
[تنبيه! 6 تحتوي على 48 عنصرا عندما 3-م ] إن الجواب في الحالة العامة يتطلب 
معلومات لا يمكننا عرضها في هذا السياق ولعل القارىء يجرب حل هذه المسألة 


(۲ - ") بعض التمهيدات الأولية 
لقد تطرقنا قليلا إلى نظرية الزمر» ولكن حتى الآن لم نبرهن حقيقة واحدة حوها . 
لقد حان الوقت الآن لعمل ذلك . إنه» على الرغم . من أن النتائج الأولى التي سنيرهنها 
ليست مشوقة (بل إنها في الحقيقة تملة نوعا مام > لكنهاء مع ذلك مفيدة جدا إذ أن 
تعلم حروف الهجاء لم يكن الجزء المشوق من تَعَلّمنا خلال طفولتناء ولكن بعدما تعلمنا 
ذلك انزاحت من أمامنا العقبات وبدت الأمور أكثر تشويقا. 


نبدأ بها بلي : 
تمهيدية )١-۳-۲(‏ 
إذا كانت 6 زمرة فإن : 
)١(‏ العنصر ال محايد في 6 وحيد . 


نظرية الزمر 0 


(ب) لكل عنصر ة في © يوجد معكوس وحيد . 
(ج) لكل عنصر دفي © يكون ه-61(1) . 
(د) لكل 2 في 6 يكون ولد ab)‏ . 


الرهان 

قد يكون من المستحسن» وقبل أن نبدأ البرهان. أن نرى ما هو الشىء الذي 
نريد برهانه . في الجزء )١(‏ نريد إثبات أنه إذا كان العنصران 5,6 في تمان اا 
وهي أنه إذا كان لكل ه في © .۴= a.e=e.2=a.‏ =4 فإن ۲= . وفي الجزء (ب) 
يكون هدفنا إثبات أنه إذا كان #-2.ة<هة.عدوءد رو دوو , لجميع العناصر ×رلرو هة 
في 6 فإن بردم . 


لنعتبر أولا الجزء (). لما كان ودمو.ء لكل دفي «G‏ عتدئل وبصورة خحاصة 
؟-5.ء . ومن ناحية أخرى. لما كان ا=۴.ط لكل طا في 6 » لذلك يكون لدينا »-ئ.ه , 
ومن هاتين المعلومتين معا نحصل على »-5 ع -: , أي أن )ده . 


بدلا من برهان فقرة (ب)» سنبرهن نتيجة أقوى منهاء والتي تكون فقرة (ا)» 
بطبيعة الخال حالة خاصة منها. لنفرض أن ع-8.2 وع>لا.2 حيث 366 . عندئذ من 
الواضح أن لا.ه-».ة . لنجعل هذه هي نقطة البداية بالنسبة لناء وبمعنى آخر 
لنفرض أن .2.8-2 حيث ©3,,[60 . عندئذ يوجد 0606 بحيث يكون ٥=ھ.ظ‏ (لحد 
علمنا يمكن وجود عدة عناصر مثل هذا العنصر) وهكذا نجد (ل.ة).ط=(×.4).ط 
واستنادا إلى قانون التجميع نجد أن: 

x = برع‎ = (b.a).x = b.(a.x) = b.(a.y) = (b.a).y = e.y > y 
.»-( لقد برهناء في الواقع » أنه إذا كان 9.ه-*.ه في الزمرة © فإن هذا يقتضي أن يكون‎ 
وبالمثل يمكن برهان أنه إذا كان .:-ه. فإن =× . وهذا يعني أننا يمكن أن‎ 
نختزل من نفس الجانب في معادلات الزمر. ومع ذلك يجب أن ينتبه القارىء إلى أننا‎ 
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لا نستطيع أن نستنتج أنه إذا كان د.لا-».ه فإن هذا يقتضى أن ر=× . لأنه ليس لدينا 
أية طريقة لمعرفة ما إذا كان 2.<-<«.هة . يمكن توضيح ذلك بمثال من ,5 حيث ده 
ول=×و اجر 


إن فقرة (ج) تنتج من هذا وذلك بملاحظة أن ه."ه=ه="("م)."ج 
وباختزال 1ه من اليسار يبقى لدينا ="("ه) . إن هذا هو المقابل في الزمر للنتيجة 
المألوفة 5-(5-)- مثلا في زمرة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع . 


إن فقرة (د) هي أكثر الفقرات بساطةء لأنه 
ماك توق = (لقء)بة = (a.b).(b.a) = a.((b.b ).ã")‏ 


ومن تعريف المعكوس ينتج أن ."ا = (3.0). نورد في التمهيدية الآتية بعض النتائج 
المهمة التي حصلنا عليها من الرهان. 


تمهيدية (۲-۳-۲) 

لنفرض أن 0 » عندئذ يكون للمعادلتين طا=×.ة و ا=ة.رحلول وحيدة في 
© . وبصورة خاصة فإن قانوني الاختزال (5ها دهنادااعهمهه) وھا 
إذا كان .3 = نا.ة فإن هذا يقتضى أن يكون «-نا » وإذا كان ھ.w‏ = 2.نا فإن هذا 
يقتضي أن يكون «=ں متحققان في : 


إن تفاصيل برهان هذه التمهيدية متروك للقارىء . 


فسائل 
١‏ - بين فيا إذا كانت الأنظمة الآتية زمرا أم لا؟ وإذا لم تكن كذلك فحدد مسلمة 
الزمرة التي لم تتحقق . 
|) ©هى مجموعة الأعداد الصحيحة» ا-ة=ط.ة . 
ب) 6 هي مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة و طة = 3.0 . أي أن العملية هنا 
هي عملية ضرب الأعداد الصحيحة . 


نظرية الزمر لاه 


ج) 0 هي المجموعة 3.۰6 4 حيث ;=4 4 إذا كان 7>ز+: وإذا كان 

1+7 فإن رة = 4.4 (على سبيل المخال» يه>-رورية-ية.ية » لأن 
4+5=9<>7( . 
د) 6 هي مجموعة الأعداد النسبية» حيث يكون المقام عددا فرديا 
و ا+0=4.ة هي عملية جمع الأعداد النسبية العادية . 

ات فيك أنه إذا كانت 6 إبدالية فإنه لكل 66(رة » ولأي عدد صحيح 7 
يكون "8.6مع"(8.0) . 

- إذا كانت 6 زمرة تحقق الشرط ”.4= ”(ط.) لكل ۾ » طني 6 . فأثبت أن 6 يجب 
أن تكون إبدالية. 

5*- إذا كانت 6 زمرة وكان أ6.أه-'(2.0) من أجل ثلاث قيم صحيحة متتالية للعدد ¡ 
ولكل ه,ط في © » فأثبت أن 6 إبدالية . 

ه.. أثبت أن الاستنتاج الوارد في المسألة ٤‏ لا يمكن أن يتحقق إذا افترضنا أن 
العلاقة أا.أه-'(0.) محققة من أجل قيمتين صحيحتين متتاليتين فقط للعدد 1 . 

ب رة مثالا من الزمرة ,5 لعنصرين «,لا بحيث يكون 212« (و.) . 

۷- أثبت أنه يوجد أربعة عناصر في الزمرة ,5 تحقق الشرط ع-7 وثلاثة عناصر تحقق 
الشرط 6-ثلا . 

۸ - إذا كانت 6 زمرة منتهية فأثبت أنه يوجد عدد صحيح موجب 78 بحيث يكون 
"=e‏ لكل في 6 . 

. إذا كانت 6 تحتوى ثلاث عناصر فأثبت أن 6 إبدالية‎ )١-4 
. ب) إذا كانت 6 تحتوي على أربعة عناصر فأثبت أن 6 إبدالية‎ 
. ج) إذا كانت 6 تحتوي على خمسة عناصر فأثبت أن 6 إبدالية‎ 

. أثبت أنه إذا كان كل عنصر في الزمرة 6 هو معكوس نفسه فإن 6 إبدالية‎ ٠ 

. a أثبت أنه إذا كانت رتبة الزمرة 6 عددا زوجيا فإن 6 تحتوي على عنصر‎ ١ 
. 4” ع يحقق الشرط م=‎ 

7- إذا كانت 6 مجموعة غير خالية وكانت مغلقة بالنسبة لقانون التركيب التجميعي . 
وحققت بالإضافة إلى ذلك مايلٍ: 


o۸ 


¥ 


ع 


16 


۸ 


۹ت 


مواضيع في الجبر 


. يوجد عنصر ع في 6 بحيث يكون 8-ه.3 لكل 66ھ‎ )١ 

ب) إذا كان 266 فإنه يوجد عنصر a(66)ر‏ بحيث يكون 
a.y(a)=e‏ . 
أثبت أن 6 يجب أن تكون زمرة بالنسبة لهذا التركيب. 

أورد مثالا تثبت فيه أن الاستنتاج الوارد في المسألة السابقة يكون غير صحيح إذا 

فرضنا بدلا من ذلك مايل: 

ا( يوجن عكر اوھ پیت أكون وال چو : 

ب) إذا كان 266 عندئذ يوجد 3(66)ز بحيث يكون ع=ه.(a)ل‏ . 


على افتراض أن المجموعة المنتهية 6 مغلقة بالنسبة للضرب التجميعي وأن قانوني 
الاختزال محققان في 6 . أثبت أن 6 يجب أن تكون زمرة . 

)١‏ باستخدام نتيجة المسألة )١4(‏ أثبت أن الأعداد الصحيحة غير الصفرية 
قياس م » حيث معدد أولي» تؤلف زمرة بالنسبة لعملية الضرب قياس م. 
ب) طبق الجزء )١(‏ على الأعداد الصحيحة غير الصفرية والأولية بالنسبة إلى 

« وذلك بالنسبة لعملية الضرب قياس ه . 
أورد مثالا توضح فيه أنه إذا كان أحد قانويّ الاختزال محققا فإنه ليس ضروريا 
أن تكون 6 زمرة . 


أثبت أنه بالنسبة إلى المسألة )٠١(‏ يوجد عدد غير نهائي من الأمثلة. التي تحقق 


الشرطين ولكنها ليست زمرا. 

كون زمرة غير إبدالية رتبتها م2 . لأي عدد ه » 2<2 (تلميح : طبق فكرة 
العلاقات الواردة في ,5 ) . 

إذا كانت :8 عموعة:مغلقة: بالنسبة العملية تجميعية » قات آنه مه جعت 
العناصر ,3,....رة ,,3 في أقواس مع الاحتفاظ بترتيب العناصر فإنك تحصل على 


العنصر نفسه من 5 (أي أن: ((,3.رة).ية).,ة > (ية.ية).(ية.,3) استخدام 
الاستقراء الرياضى على 2). 


نظرية الزمر ۹ 


۲١ +‏ - لتكن 6 مجموعة المصفوفات (2) من النوع 2 على مجموعة الأعداد الحقيقية ء 
بحيث إن 20-6#*0 عدد نسبي . أثبت أن 6 زمرة بالنسبة لعملية ضرب 
المصفوفات . 

-۲١ *‏ لتكن 6 هي مجموعة كل المصفوفات (05) من النوع 2×2 على مجموعة الأعداد 
الحقيقية بحيث إن 20+20 » أثبت ت أن 6 زمرة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . 
هل © إبدالية؟ 


+ ۲۲- لتكن © هي مجموعة المصفوفات (20-1) من النوع 2 حيث 8 عدد حقيقي لا 
يساوي الصفر. أثبت أن 6 زمرة إبدالية بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . 
+ ۲۳ _ في الزمرة الواردة في المسألة (١؟)‏ كون زمرة جزئية رتبتها 4 . 
۲١ #‏ - لتكن 6 هي مجموعة كل المصفوفات (27) من النوع 2×2 على مجموعة الأعداد 
الصحيحة قياس 2 بحيث إن ad-bc#o‏ « أثبت أن 6 زمرة رتبتها 6 » بالنسبة 
لعملية ضرب المصفوفات . 
)١- ۲١ #‏ لتكن 6 هي زمرة كل المصفوفات (25) من النوع 2×2 على مجموعة الأعداد 
الصحيحة قياس 3 بحيث إن ه*#ء30-6 . أثبت أن 48-(0)6 . بالنسبة 
لعملية ضرب المصفوفات . 
ب) إذا غيرنا الشرط هغدءم-81 الوارد في الجزء )١(‏ إلى 30-6-1 فا هي (0)6 ؟ 
4 05*-1) لتكن 6 هي زمرة كل المصفوفات (25) من النوع 2×2 على مجموعة الأعداد 
الصحيحة قياس م » حيث م عدد أولي بحيث إن 0-6070 أثبت ت أن © 
تون زمرةبالئسية لعملية قرت المصفوفات . ماهي رتبة 6 ؟ 
ب) لتكن 51 هي الزمرة الجزئية من الزمرة 6 الواردة في الجزء (ا) والمعرفة 
کا يل : 
H ={(}) € 6 | ad-be=1}‏ 


5 مواضيع في الجبر 


(۲ - 5) الزمر الجزئية 
نود قبل استئناف دراسة الزمر أن نغيّر بعض الرموز قليلا. إن الإبقاء على 
استخدام الرمز «.» لعملية الضرب غير عملٍ. وعليه فإننا سنتخلى عنه» وعوضا عن 
كتابة العنصر 2.6 لكل 3,5 في 6 فإننا سنكتب هذا الضرب ببساطة على الصورة 80 . 


وعموما فإننا لن نهتم بمجموعات جزئية اختيارية من زمرة 6 لأن تلك 
المجموعات لا تعكس الحقيقة التى تنص على أن للزمرة 6 بنية جبرية مفروضة عليها. 
ويا كانت المجموغات الجزثية الى نعشبرها فإنبا ستتكون تلك المجموعات المزودة 
واس رة مشقة من خراص 6 . إن هذا يقودنا إلى التعريف التالي . 
تعريف 

يقال عن ال مجموعة ا جزئية غير ا خالية 13 من الزمرة © إنها زمرة جزئية من 6 إذا 
كانت 11 نفسها زمرة بالنسبة للضرب ا معرف على © . 


إن الملاحظة الآتية واضحة وهي أنه إذا كانت 1 زمرة جزئية من 6 و × زمرة 
جزئية من 11 فإن × زمرة جزئية من © . 


قد يكون من المفيد أحيانا أن يوجد معيار لتقرير ما إذا كانت مجموعة جزئية من 
زمرة هى زمرة جزئية . إن هذا هو الهدف من التمهيدية الآتية . 


)١-٤-۲( تمهيدية‎ 

تكون ا مجموعة ا جزئية غير ا خالية 1 من الزمرة © زمرة جزئية إذا وفقط إذا تحقق 
الشرطان : 

)1( إذا كان 6»11طره فإن ab€H‏ . 

رب) إذا كان 611 ة فإن 2168 . 


نظرية الزمر ٦۱‏ 


الرهان 
من الواضح أنه إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 فإن الشرطين (ا)» (ب) محققان . 


ومن ناحية أخرى» لنفرض أن 11 مجموعة جزئية من 6 تحقق الشرطين (ا)» 
(ب). إن كل ما نحتاجه للبرهنة على أن 11 زمرة جزئية هو التحقق من أن ٨٤ء‏ وأن 
قانون التجميع ساري المفعول بالنسبة لعناصر 81 . لما كان قانون التجميع محققا 
لعناصر الزمرة 6 . لذلك فإنه أيضا محقق بالنسبة ل 11 التي هي مجموعة جزئية من 6. 
إذا كان 2611 فإنه من الشرط الثاني 21611 وباستخدام الشرط الأول فإنه e=aa"€H‏ 
وهذا ينهي برهان التمهيدية . 


وفي الحالة الخاصة عندما تكون 6 منتهية فإن الوضع يصبح أبسط كثيراء حيث 
إنه من الممكن الاستغناء عن الشرط الثاني . 


)۲-٤-۲( تمهيدية‎ 

إذا كانت 81 جموعة جزئية منتهية وغير خالية من زمرة © وكانت 11مغلقة بالنسبة 
للضرب فإن 11 زمرة جزئية من © 8 
الرهان 


على ضوء التمهيدية )١-4-1(‏ سنحتاج فقط إلى إثبات أنه عندما يكون 3611 
فإن 21611 . لنفرض أن 211 » عندئذ 22-28611 و 4€8. ”=2 و.... و61" 
وذلك لأن 11 مغلقة وبالتالي فإن المجموعة غير المنتهية من العناصر ,...,"ه, ...,ة ,3 لابد 
وأن تقع في 11 التي هي مجموعة جزئية منتهية من 6 . وبالتالي فإنه لابد وأن يوجد تكرار 
ف هذه المجموعة من العناصر. بمعنى أنه إذا كان :,5 عددين صحيحين و0<ء<۲ 
فإن *ه-:3 . ووفقا لقانون الاختزال في 6 نجد =e‏ . (وعليه فإن 68ء )› ولا كان 
5-120 لذلك فإن a*٤‏ » كذلك فإن اود تولآن ء="4='* "هه . وهكذا 
فإن 32611 وبذلك نكون قد أنهينا إثبات التمهيدية . 


1۲ مواضيع في الجبر 


إن هذه التمهيدية تفيد بأنه لكي نتحقق من أن مجموعة جزئية من زمرة منتهية 
هي زمرة جزئية علينا أن نرى ما إذا كانت مغلقة بالنسبة لعملية الضرب أم لا. 


لعلناء نرى الآن بعض الزمر وبعض الزمر الجزئية فيها. إن الزمرة 6 هي دائ 
زمرة جزئية من نفسهاء كذلك فإن المجموعة المكونة من العنصر المحايد © هي زمرة 
جزئية من 6 . إن أيا من هاتين الزمرتين ليست بذات أهمية في دراسة الزمر الحزثية 
وعلى ذلك فإننا سنصفهم بالزمرتين الجزئيتين التافهتين» كا سنطلق على الزمر الجزئية 
الواقعة بين هاتين الزمرتين المتطرفتين اسم الزمر الحزئية غير التافهة » والتي ستكون أكثر 
أهمية كما سنرى الآن . 


)۱-٤-۲( مثال‎ 

لنفرض أن © هي زمرة الأعداد الصحيحة بالنسبة لعملية الجميع وأن 11 هي 
المجموعة الحزئية المكونة من مضاعفات العدد 5 . على القارىء التأكد من أن 11 زمرة 
جزئية من © . 


إنه لا يوجد هنا شىء غير عادي بسبب اختيار العدد 5 . وبا مئل يمكننا تعريف 
الزمرة الجزئية ,81 بأنها تلك المجموعة الجزئية من 6 المكونة من مضاعفات العدد م . 
عندئذ تكون ,1] زمرة جزئية لكل ١‏ . ماذا يمكن للمرء أن يقول عن ,211 ,1ة؟ إن 
من الحكمة تجربتها في حالة ,11,051 . 


مثال )۲-٤-۲(‏ 
لتكن 5 أية مجموعة و (4)5 زمرة التطبيقات الأحادية من 5 على نفسها بالنسبة 


ولنفرض أن (م:-هو: | (5)ه)06) 15150 حيث 65,< علدئذ تكون 
()11 زمرة جزئية من (8)5 . إذا كان 65,* . م«#,* فإننا نعرف بالمشل 
)8 . ماهو (21):0(01102؟. 


نظرية الزمر ۳ 


مثال )۳-٤-۲(‏ 
لنفرض أن 6 أية زمرة و 866 وأن : 
(a) = {a | i= 0, E1, 22::.(‏ 
عندئذ تكون (2) زمرة جزئية من 6 (تحقق من ذلك). إنها تدعى الزمرة الجزئية 
الدورية المولدة بالعنصرة . 
إن هذا الخال يزودنا بطرق للحصول على زمر جزئية من الزمرة 6 . وإذا كانت 

(2)-6 لعنصر ما في 6 فإنه يطلق على 6 في هذه الحالة اسم الزمرة الدورية. إن هذه 
الزمرة مهمة إذ أنها تلعب دورا كبيرا في نظرية الزمر» وبخاصة في ذلك الجزء من النظرية 
الذي يعالج الزمر الإبدالية» وبا مناسبة » فإن الزمر الدورية هي إبدالية ولكن العكس 


مثال (4-4-7) 

لنفرض أن 6 زمرةء وأن ۷ مجموعة جزئية منهاء وأن (/18) هي تلك المجموعة 
الجزئية من 6 والمكونة من العناصر التي يمكن كتابتها على صيغة حاصل ضرب عناصر 
من ۷ مرفوعة إلى قوى صحيحة موجبة أو سالبة أو صفرا. عندئذ يطلق على (18) اسم 
الزمرة الحزئية من © المولدة ب ۷ وهي أصغر زمرة جزئية من 6 تحوى ۷ . إن (۷) » 
في الواقع . هي تقاطع جميع الزمر الحزئية من 6 التي تحوى /لا (إن هذا التقاطع ليس 
خاليا لأن 6 نفسها زمرة جزئية من 6 التي تحتوى ۷ ) . 


مثال )٥-٤-۲(‏ 
لتكن 6 هي زمرة الأعداد الحقيقية غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب ولتكن 
# هي مجموعة الأعداد النسبية الموجبة . عندئذ تكون 11 زمرة جزئية من 6 . 


مثال (5-4-7) 
لتكن 6 هي زمرة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع ولتكن 11 هي مجموعة 
كل الأعداد الصحيحة . عندئذ تكون H‏ زمرة جزئية من 6 . 


٤‏ مواضيع في الجر 


+ مثال )۷-٤-۲(‏ 
لتكن 6 هي زمرة المصفوفات (25) من النوع 2 على جموعة الأعداد 
الحقيقية حيث 30-66*0 بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات ولتكن 
(40ه| 66( 3)) -81 » عندئذ تكون 11 زمرة جزئية من 6 ويمكن التحقق من ذلك 

سنهولة.. 


+ مثال (8-4-7) 
لتكن 11 هي الزمرة المعرفة في المثال )۷-٤-۲(‏ ولتكن K=)))((‏ » عندئذ تكون 
× زمرة جزئية من . 


مثال (4-4-7) 

لتكن 6 هى زمرة كل الأعداد المركبة غير الصفرية من الصيغة اط+ة (حيث 5,3 
أعداد حقيقية ليست كلها أصفارا) وذلك بالنسبة لعملية الضرب ولتكن 
)a+bi| 2+ 02-1(‏ -11 . أثبت أن 11 زمرة جزئية من 6 . 
تعريف 

لتكن 6 زمرة و 51 زمرة جزئية من © . ولنفرض أن 8,566 » نقول إن 2 
يطابق ١‏ قياس 11 ونكتب 11 700 >8 إذا كان 30-١614‏ . 


تمهيدية )۳-٤-۲(‏ 
إن العلاقة 14 1:00 ا=ه هى علاقة تكافؤ. 


البرهان 

بالرجوع إلى الفصل الأول نجد أنه لكي نيرهن على التمهيدية (7-4-1) يجب 
علينا تحقيق الشروط الثلاثة الآتية لكل 6©6ع,طرة : 

a=amodH )١ 


نظرية الزمر 10 


b=a mod H فإن‎ a = b mod H إذا كان‎ (¥ 
a =cmod H فإن‎ b =c mod H gya = b mod H إذا كان‎ (¥ 


دعنا الآن نتحقق من كل شرط من هذه الشروط على انفراد. 

ا( لكي ثبت أن 11 00 a = a‏ » يجب علينا أن نبرهن» وذلك باستخدام تعريف 
التطابق قياس ۸ أن 232611 . لما كانت 15 زمرة جزئية من 6 و 6۴۸1ء » ولا 
كان "=e‏ هه » لذلك نجد أن 33326131 . وهذا هو المطلوب إثباته . 

؟) لنفرض أن 00411 ا=ه . أي لنفرض أن 3076131 ونريد أن نشبت أن 
mod 51‏ 73تط أو بعبارة أخرى. أن 211ظ6. لما كان 6:'613ة » ولا كانت 11 
زمرة جزئية» لذلك فإن 861(7611). ولكن من التمهيدية )١-٣-۲(‏ 
چ b=) a=‏ 8) وبالتالي تر اعوط أي أن b=amodH‏ . 

۳) بقي علينا برهان أنه إذا كان 11 ab mod‏ و11 mod‏ عد فإن ae mod H‏ . 
من التطابق الأول والثاني نحصل على 26611 و 6۴٥ا‏ على الترتيب . 
وحيث إن 11 زمرة جزئية من 6 . لذلك نجد أن: 
(ab")(bc")eH‏ ومع ذلك ('ءط))1ظ aec"=a(b'b)e1=(a‏ =" ھ وبالتالي نجد 
أن «ac"€H‏ أي أن a=c mod H‏ 


إن هذا يؤكد أن علاقة التطابق قياس 11 هى علاقة تكافؤ وعليه فإننا سنوظف 
جميع النتائج المتعلقة بعلاقات التكافؤ والتي تعرفنا عليها في الباب الأول في دراسة هذه 
العلاقة الخاصة . 


بقيت كلمة قصيرة حول الرمز الذي استخدمناه. إذا كان 6 هى زمرة الأعداد 
الصحيحة بالنسبة لعملية الجمع وكانت ,11-11 هي الزمرة الجزئية 4 6 المكونة من 
مضاعفات العدد ١‏ » فإن العلاقة 11 00م ته أي ,30:11 تعنى بالنسبة لعملية 
الجمع هنا أن ا-ه هو مضاعف للعدد « وهذا هو التطابق قياس ۸ العادي والمعرف في 
نظرية الأعداد. 


5 مواضيع في الجبر 


وبعبارة أخرى» إن العلاقة التي عرفناها باستخدام زمرة جزئية من زمرة ماء ما 
هي إلا تعميم لعلاقة مألوفة في زمرة ألفناها من قبل. 
تعريف 

إذا كانت 11 زمرة جزئية من © و 366 فإن ا مجموعة (2/5611ة) -11 تسمى 
بالمجموعة ا مشاركة اليمنى ل 11 في © . 


)٤-٤-۲( تمهيدية‎ 
يكون‎ a ٤ © لكل‎ 


Ha= {x€G/|a =x mod H} 


البرهان 
لنفرض أن (11 لمم > |66 -[] » ونثبت أولا أن [812]4 . 


لذلك, إذا كان 611ط فإن 1"4 = (!-ط!)ج-(2)2 لأن 11 زمرة جزئية من 6. 
وهذا يقتضى» استنادا إلى تعريف العتطابق قياس 8 » أن [26]3ضط لكل 
تآعطء وعليه فإن HaC]a[‏ . 


لنفرضء الآنء أن [6]3»< . عندئذ يكون ×٤٨‏ وبالتالي يكون 
3[ انور-!(1برة) وهذا يعنى أن -31: حيث 8611 . بضرب الطرفين من اليمين 
بالعنصر ۾ نجد أن وطععر 2 أي أن» )× ويترتب على ذلك أن 118-[2] . وهكذا 
نكون قد برهنا على الاحتوائين 118-[] و [3] 112 » ومن ذلك نستنتج أن 13=[ه] ما 
ينبي الرهان. 


ووفقا لاصطلاح الفصل الأول فإن [ة] » ومثله 113 هو فصل تكافؤ العنصر 
E‏ 6 . واستنادا إلى مبرهنة )١-١-١(‏ فإن فصول التكافؤ هذه تقتضي تحليل 6 إلى 
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مجموعات جزئية منفصلة. وعليه فإن أي مجموعتين مشاركتين 818 و 110 في 6 إما 
متطابقتان أو منفصلتان . 


إننا ندّعي الآن وجود تقابل بين أي مجموعتين مشاركتين يمنيين 113 وط4 
HJ‏ ف «G‏ بعبارة أخرى» نقابل العنصر 18م لأى عنصر h€H‏ « بالعنصر 
: ر 
1 . إنه من الواضح أن هذا التطبيق غامر. ونثبت الآن أنه احادي كما يى : 


إذا كان طرط-طرط حيث 611,ط ,رط فإنه وفقا لقانون الاختزال في © نجد أن 
يط-رط» أي أن هرط-ةرط . إن هذا يثبت التمهيدية الآتية . 


تمهيدية (0-4-5) 
يوجد تقابل بين أي جموعتين مشاركتين بمينيتين ل 11 في © . 


عندما تكون 11 زمرة منتهية فإن للتمهيدية (9-4-1) فائدة كبرى لأنها تنص على 
أن أي مجموعتين مشاركتين يمنيين ل11في 6 تحتويان على العدد نفسه من العناصرء 
ولكن كم عنصرا يمكن أن تحتويه المجموعة المشاركة اليمنى ل4 في © ؟ 


سا لاحظ أن 11-11 هي نفسها مجموعة مشاركة يمنى ل۸ 5 وبالتالي فإن 
أية مجموعة مشاركة يمنى ل1 في 6 تحتوي على عناصر عددها (0)11 . 


لنفرض أن 6 زمرة منتهية وأن ‏ هو عدد المجمو عات المشاركة اليمنى 
المختلفة ل]1 في 6 . من التمهيديتين (4-4-17)» (۲-٤-ه)‏ نجد أن أي مجموعتين 
مشاركتين يمنيين مختلفتين ل11 في 6 منفصلتان کا أن كلا مهما تحتوي على عناصر 
عددها (0)11 . ولا كان أي عنصر 266 ينتمي إلى المجموعة المشاركة اليمنى 
الوحيدة 513 . لذلك. فإن المجموعات المشاركة اليمنى تغطي 6 . وهكذاء إذا كان 
م يمشل عدد المجموعات المشاركة اليمنى ل]8 في 6 . فإنه يجب أن يكون لدينا 


۸ مواضيع في الجبر 


k٥)1(=0)6(‏ » ويهذا نكون قد أثبتنا المبرهنة الشهيرة الآتية المنسوبة إلى لاجرانج 
(Lagrange)‏ . 


)۱-٤-۲( ميرهنة‎ 

إذا كانت © زمرة منتهية وكانت ]1 زمرة جزئية منها فإن (0)81 قاسم ل (©)0 . 
تعريف 

إذا كانت 1 زمرة جزئية من © فإن دليل (11):06 في © هو عدد المجموعات 
ا مشاركة اليمنى الختلفة ل41 في 6 . 

سنرمز هذا العدد بالرمز (11)ى1 . وعندما تكون 6 منتهية فإن i=‏ 
کا هو واضح من إثبات ميرهنة لاجرانج . إن من الممكن تماما وجود زمرة غير منتهية 
تحتوي على زمرة جزئية فعلية 11 بحيث يكون دليل 11 في 6 منتهيا. 


قد يكون من الصعب هنا أن يدرك الطالب الأهمية البالغة لهذه النتيجة ولكن 
كلا تغلغل الإنسان أكثر في الموضوع فإنه سيجد نفسه مدركا أكثر فأكثر لمميزاته 
الأساسية . ونظرا لما هذه المرهنة من أهمية » لذلك فإنها تستحق تدقيقا عن كثب وكذلك 
تحليلا أكثر . وفيما يلي» نورد طريقة مختلفة للوقوف على برهانها. في الحقيقة» إن 
الطريقة التي سنلخصها فيم بعد ليست تلفة عن تلك التي أوردناها آنفا. إن تقديم 
التطابق قياس 11 يسهل كتابة العناصر المستخدمة فيا بعد كا أنه يتجنب الحاجة إلى 
التأكد من أن العناصر الجديدة والمقدمة في كل مرحلة لم تظهر من قبل . 


لذلك» نفرض مرة أخرى أن 6 زمرة منتهية وأن 11 زمرة جزئية منها عناصرها هي 
ط,.... r=o(H) az « hy hy,‏ . 


إذا كانت 1=6 فإنه لا يوجد شىء يستدعى البرهان . لذلك نفرض أن 116 
عندئذ يوجد عنصر 366 بحيث يكون €8 . 
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إننا ندعي أن جميع العناصر في الصف الثاني مختلفة عن بعضها البعض كا أنها 
مختلفة عن العناصر في الصف الأول» ذلك أنه لو كان أي عنصرين من الصف الثاني 
متساويين. أي قرط-ة,ط » زع افإنه من قانون الاختزال نجد أن 1= ,1 وهذا تناقض . 
ولو كان عنصر من الصف الأول مساويا لعنصر من الصف الثاني » أي ,ط- هبط فإن هذا 
يقتضي أن 1,٤۴‏ !:ط-ة لأن 11 زمرة جزئية من 6 وهذا يناقض كون 2411 . 

إلى هناء نكون قد حصلنا على عناصر عددها (20)13 . فإذا كان هذا العدد هو 


عدد عناصر 6 » فإننا نكون قد انتهينا من البرهان. وإن لم يكن الأمر كذلك فإنه يوجد 
عنصر 0٤6‏ لا ينتمي إلى كل من الصفين المذكورين انفا. لنعتير القائمة الجديدة. 


Bs... h,‏ ورظ 
ha, ......., ha‏ يقبط 
طط hb; Dyess‏ 


إن بإمكاننا کا فعلنا سابقا أن نثبت أنه لا يوجد عنصران متساويان في الصف 
الثالث» كا لا يوجد عنصر من الصف الثالث مساو لعنصر من الصف الثاني أو الأول . 
وهكذا نكون قد كونا قائمة من العناصر التى عددها (0)8 3 . بالاستمرار في هذه 
الطريقة نجد أن كل عنصر جديد يستحدث بج » في الحقيقة» عناصر جديدة 
عددها (0)11 . ونظرا لكون 6 منتهية فإننا يجب أن نأي على جميع عناصر 6 . ولكن 
إذا انتهينا باستخدام صفوف عددها لكي تشمل هذه الصفوف جميع عناصر 6 , فإن 
بوسعنا أن نكتب قائمة بعناصر محتلفة عددها (5)13 , وبناءً عليه فإن (0)0-(60)81 . 


إن من الضروري أن نعلم أن عكس مبرهنة لاجرانج ليس صحيحاء بمعنى 
أنه ليس من الضروري إذا كان (010)6 . فإن 6 تحتوي على زمرة جزئية رتبتها " . 


2 مواضيع في الجبر 


فعلى سبيل المثال. توجد زمرة رتبتها 12 ولكنها لا تحتوي على زمرة جزئية رتبتها 6 . 
ويمكن للقارىء أن يحاول إيجاد مثال آخر هذه الظاهرة ؛ والزمرة التي يمكن أن ينظر 
إليها هي في الزمرة ,5 » زمرة التناظر من الدرجة الرابعة التي تحتوي على زمرة جزئية 
رتبتها 12 والتي تحقق ما نريد. 


إن مبرهنة لاجرانج تشتمل على نتائج في غاية الأهمية » ولكن قبل أن نعرض هذه 
النتائج نعطي التعريف الآتي : 


تعريف 
إذا كانت 6 زمرة و 266 فإن رتبة (:0796) (أو دور (109:م) ) 3 هي أقل عدد 
صحيح موجب « بحيث إن ©-”8 . 


وإذا لم يوجد مثل هذا العدد الصحيح فإننا نقول إن رتبة ‏ غير منتهية . وسنرمز 
لرتبة العنصر ‏ بالرمز (3)ه . لنعيد إلى الذاكرة رمزا استخدمناه سابقا هو أنه إذا كان 
لدينا العددان نار فإن انا يعني أن نا قاسم لالج 


)١( نتيجة‎ 


إذا كانت 6 زمرة منتهية و 466 فإن (0)3(|5)0 . 


البرهان 

إنه يبدو طبيعياء حيث مبرهنة لاجراج في متناول أيديناء أن نبرهن على صحة النتيجة 
عن طريق تكوين زمرة جزئية من 6 رتبتها ()5. إن العنصره نفسه يزودنا بهذه الزمرة 
الجزئية وذلك باعتبار الزمرة الجزئية الدورية (3) من 6 المولدة بالعنصر ۾ ؛ إن (2) تتكون 
من العناصر وس ةونع O‏ السؤال الذي يطرح نفسه هوكم عدد العناصر في (3) ؟ 


إننا نزعم أن هذا العدد هو (ة) . من الواضح أن هذه الزمرة الحزئية تحتوي على 
عناصر عددها (8)ه على الأكثر. ذلك لأن =٠‏ , وإذا كانت تحتوي على عناصر 
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عددها أقل من (0)3 فإن هذا يعني أن لهعأج. حيث (0)2>ز> > 0 » وعندئذ وعدأو 
(0>[1>6)3 . ولكن هذا يناقض تعريف (0)3 . وبناءً عليه فإن الزمرة الحزئية المولدة 
بالعنصر ۾ تحتوي على عناصر عددها (0)3 . واستنادا إلى مبرهنة لاجرانج نجد أن 
(©)ه|(0)ه . 


نتيجة (۲) 


إذا كانت © زمرة منتهية و 3606 فإن ه-(8"6 . 


البرهان 
وفقا لنتيجة »)١(‏ (0)3(|0)6 ؛ لذلك يكون (20)8:-(0)6 وبناءً عليه 


۾ = "م = (a)‏ 55 (0)2ع 3 (0)6ع1 


حالة خاصة من هذه النتيجة ذات أهمية عظمى في نظرية الأعداد تتعلق بما يسمى 
بدالة أويلر (4)51 والتي تعرف لجميع الأعداد الصحيحة الموجبة كما بلي : 

1= (4)1 ؛ وإذا كان 1< فإن (2)م هو عدد الأعداد الصحيحة الموجبة التي 
هي أقل من < وأولية بالنسبة إلى ١‏ . وهكذاء وعلى سبيل المشال. 8(=4) » 
لأن 7 هي فقط الأعداد التي أقل من 8 وأولية بالنسبة إليه . 


في المسألة ١٠(ب)‏ التي في نهاية البند (۳-۲) مطلوب من القارىء أن يرهن على 
أن الأعداد التي أقل من « وأولية بالنسبة إليه تؤلف زمرة وذلك بالنسبة لعملية الضرب 
على مجموعة الأعداد الصحيحة قياس « . إن رتبة هذه الزمرة هي (0)0 . وبتطبيق 
النتيجة (۲) على هذه الزمرة نحصل على : 


نتيحة (۳) (أويلر (Euler‏ 
إذا كان عددا صحيحا موجبا وكان 2 أوليا بالنسبة إلى « فإن م لص 29١‏ . 


Vr‏ مواضيع في احبر 


لكي نطبق نتيجة (۲)» يجب استبدال 2 بباقي قسمته على فإذا كانت « عددا 
أوليا وليكن م » فإن 1-م=(م) . وإذا كان ه عددا صحيحا أوليا بالنسبة إلى م فإنه 
وفقا لنتيجة (") م لمم إدا "3 » ومن ثم فإن م 500 37-8 . 


ومن ناحية أخرى» إذا كان 3 ليس أوليا بالنسبة إلى م » وحيث إن م عدد أولي 
فإنه يجب أن يكون لدينا دإم » وبناءً عليه » فإن م "٥۵‏ 0ھ . وبالتالي م له مدهمد0 
وبهذا نكون قد برهنا النتيجة التالية . 


نتيجة (4؛) (فيرما هممع" ) 
إذا كان م عددا أولياء وكان 2 ه وأي عدد صحيح فإن م 709 كه , 


نتيجة (0) 


إذا كانت 6 زمرة منتهية رتبتها عدد أ وي م فإن © زمرة دورية . 


البرهان 

إننا نذّعي أن 6 لا تحتوي على زمرة جزئية غير تافهة 51 ؛ لأنه إذا وجدت مثل 
هذه الزمرة فإن (13)ه يجب أن يقسم (0)6 التي تساوي م وعليه فإنه يوجد احتمالان 
هما 1-(11)ه أو م=(41)ه إن الاحتال الأول يقتضي أن (6)-81 ء بينا الثاني يقتضي 
أن H=6G‏ , 


لنفرض الآن أن 266 حيث عه » وأن (2)-11 . عندئذ تكون 11 زمرة جزئية 
من 6 » (ع) 4# . لأن €8 » عغدة . وهكذا فإن 81-06 ما يعني أن 6 دورية وأن كل 
عنصر من 6 هو إحدى قوى 8 . 


إن هذا البند أهمية كبرى لما سيرد لاحقاء وليس ذلك راجعا إلى نتائجه بل لأن 
روح البراهين المقدمة هنا متأصلة فيها نظرية الزمر. ومن المتوقع أن يقابل القارىء أمورا 


نظرية الزمر vr‏ 


أخرى على هذا النمط . ومن الأفضل أن يستوعب القارىء المادة الواردة هنا بصورة 
أعمق قبل أن يواجه نظريات لا يستطيع استيعابها وذلك قبل فوات الأوان . 


(0-7) أحد مبادىء العدّ 
لقد عرّفنا سابقاء أنه إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 و 266 فإن 113 هى مجموعة 
كل العناصر في 6 من الصيغة 5ط حيث 85611 . دعنا الآن نعمم هذه الفكرة فإذا 
كانت 11 و ۸ زمرتين جزئيتين من 6 فإن: 
HK = {x€G|x = hk, h€H, k€K}‏ 
الآن نلقي نظرة على هذا المشال. لنفرض أن ,6-5 وأن )e,4(‏ -11 
و (طاهرة) -ا . 


ماذا يمكن أن نقول عن 1116 ؟ 

استنادا إلى تعريف 1116 . نرى أن 1116 تتكون من العناصر إ=ل”ض,إ0,ض,ء 
وحيث إن 1۸ تتكون من أربعة عناصر» وحيث إن العدد 4 ليس قاس للعدد 6 الذي 
هو رتبة 5 » لذلك فإنه وفقا لمبرهنة لاجرانج نجد أن ×1 ليست زمرة جزئية من ,5 . 
(بالطبع يمكننا التحقق من ذلك مباشرة ولكن هذا لا يمنع من التذكير بمبرهنة 
لاجرانج) إن بإمكاننا أن نبحث عن سبب عدم كون 1116 زمرة جزئية . 


لاحظ أن: 
HK‏ غد py")‏ = ودب ,بده ,¢ KH = {e,‏ 
وهذا هو بالفعل سبب عدم كون 1 زمرة جزئية کا سنرى ذلك في التمهيدية الآتية . 
تمهيدية (؟-1-5) 


إن 8116 زمرة جزئية من 6 إذا وفقط إذا كان KH=HK‏ . 


البرهان 
لنفرضء أولاء أن 1116-11 . أي أنه إذا كان 613ط وK€k‏ « فإن بطر = hk‏ 
حيث 615 رط,>1» ,ا (لیس ضروريا هنا أن يكون =k‏ أو طك, ذ). 


Vt‏ مواضيع في الجبر 


لرهان أن ×1 زمرة جزئية يجب علينا التحقق من أنها مغلقة وأنه يوجد لكل 
عنصر في 1116 معكوس في 1۸ . لنثبت أولا خاصة الإغلاق. لنفرض أن 61116 اطع 
وأن 1116 y=h'k'‏ . yكxy=hkh'k'ùg‏ « ولكن kh'€KH=HK‏ وبالتالي kh'=h,k,‏ « 
حيث 1,٤۲۳8‏ و k٤۴‏ » وبناءً عليه فإن» 
xy = h(h,k,)k' > (hh,)(k,k’) € HK‏ 
ومن ثم فإن 1116 مغلقة. كذلك فإن x" = )hk(" = kh" ¢ KH=HK‏ » أي 
أن HK‏ "× ومن ثم فإن 1116 زمرة جزئية من 6 . 


ومن ناحية أخرى. إذا كانت 1116 زمرة جزئية من 6 فإنه لأي 1€ و ۸)» 
يكون 316[ hk‏ « وهكذا kh=(h"k")"eHK jù‏ « أي أن .KHCHK‏ 


الآنء إذا كان × أي عنصر من ٩۸۸‏ فإن 61116 )ط="× » وعليه فإن 
x=(x")" = (hk) = kh" eKH‏ 
أي أن HKCK#8‏ . و ذا نكون قد أثبتنا أن H)=K۸#8‏ . 


حالة خاصة من هذه التمهيدية هى عندما تكون 6 إبداليةء في هذه الحالة 
يكون 111-1611 ونتيجة لهذا يكون لدينا. 


نتيحة 


عه 


إذا كانت ۳1,۸ زمرتين جزئيتين من الزمرة إلابدالية © فإن 1116 زمرة جزئية من © . 


لقد رأينا أنه إذا كانت 1,55 زمرتين جزئيتين من 6 فإنه ليس ضروريا أن تكون 
3K‏ زمرة جزئية من 6 . إن السؤال الذي يطرح نفسه بعد هو: ما هو عدد العناصر 
المختلفة الموجودة في المجموعة الحزئية 5116 ؟ إذا رمزنا لهذا العدد بالرمز (0)1116 فإنه 
تكون لدينا الميرهنة الآنية. 


نظرية الزمر 


مبرهنة )۱-٥-۲(‏ 
إذا كانت ۸,۴1 زمرتين جزئيتين منتهيتين من الزمرة © وكانت (11)ه و (0)16 هما 
رتبتا ۸,۴ على الترتيب فإن 
H)o(K,‏ 
a‏ 


الرهان 

على الرغم من أنه لا توجد حاجة لكي نركز انتباهنا على الحالة الخاصة التي 
يكون عندها ()-28101 . ولكنه بالنظر لمثل هذه الحالة يمكننا استنتاج حقائق عن 
الحالة العامة. هنا يجب أن نبحث كيفية إثبات أن ()ه (0)11 = (0)1116 . ونسأل 
أنفسنا ما الذي يمنع من حدوث هذه المساواة؟ . 


من الواضح أن الجواب هنا هو أنه بكتابة جميع العناصر عاط حيث 1€ و€۸» 
فإنه يوجد بعض التكرار» بمعنى أن بعض العناصر في القائمة يمكن أن تظهر مرتين 
على الأقل. 


بعبارة أخرى. يكون ,علرط- اط حيث طط » 11),طرط ولكن عندئذ يكون 
hh = kk"‏ وا كان 411,ط لذا فإن 6۴۸ أيضا ومن ثم فإن 11۸6۴8 وبالمشل 
kk ' eK‏ . وبا أن ' k,‏ = طارط لذلك نجد (©) -11616ء طازط وبناء عليه فإن 
ع - 1ط وهذا يقضي أن 1 = ,1 ما يناقص کون 8غ رط . وهكذا نكون قد برهنا 
على أنه لمكن وجرد ای تكزار: أي أن 811 ه تساوي بالفعل 00 ٥‏ (8) ه . 


الآن. بالاستعانة با أثبتناه في الفقرة أعلاه. يمكننا برهان ا حالة العامة وكا رأينا 
انفاء يجب أن نطرح السؤال: كم مرة يمكن للعنصر عاط أن يظهر على هيئة حاصل 
ضرب في قائمة عناصر 1116 ؟ إننا ندّعي أنه يجب أن يظهر (0)51016 من المرات! . لكى 
ترى ذلك نلاحظ أولا أنه إذا كان 681016 بط فإن 1 


۷٦‏ مواضيع في الجبر 


hk = hh, (hk) (1) 


حيث hh, €H‏ « لأن eHNKCH « heH‏ رط وكذلك hj'k€K‏ لأن كا 11016 ”رط 
و61 . وهكذا فإن العنصر عاط مكرر في حاصل الضرب على الأقل (0)11016 مرة . 
ومع ذلك إذا كان ' ۳K‏ =kط‏ فإن -”('غز)!-'طاتط و 611016 . وبناءً عليه فإن 
طح 'طو 1" = '» » ما يعني أن جميع التكرارات قد أخذت في الحسبان كما في .)١(‏ 
وبالتالي فإن العنصر عاط يظهر في قائمة عناصر 1116 بالضبط (0)51016 مرة. وهكذا فإن 
عدد العناصر المختلفة في 1116 هو العدد الكلى في قائمة 5116 » أي (5)11(0)16 . مقسوما 
على عدد تكرار عنصر ماء أي HN)‏ )ما يغبت المرهنة . 


لنفرض الآن أن 1,85 زمرتان جزئيتان من الزمرة المنتهية 6 وأن (6) ۷< (0)11 
و(1/0)6< (0)1 . عندئذ با أن HKCG‏ فإن (©)0 > (131)ه » ومع ذلك 


وق - E > ER‏ -وس.دم. 


وهكذا فإن 0)11076(<1 وبناءً عليه فإن (©)*11016# . بهذا نكون قد أثبتنا 
النتيجة الآتية 

إذا كانت 16,11 زمرتين جزئيتين من 6 وكانت [0)81(<1/00 و ٥)۸(<۷0)6(‏ 
فإن H^K#(e)‏ . 


لنطبق هذه النتيجة على ال حالة الخاصة الآتية . لنفرض أن 6 زمرة منتهية رتبتها 
وم حيث م و و عددان أوليان و و<م . إننا نعي أن 6 يمكن أن تحتوي على زمرة 
جزئية واحدة على الأكثر رتبتها م 


نظرية الزمر VY‏ 


لبرهان ذلك. لنفرض أن 11 , × زمرتان جزئيتان رتبة كل منهها م . من النتيجة 


السابقة (©)11016# . ونظرا لكون 11016 زمرة جزئية من 51 » كذلك لا كانت رتبة 13 
عددا أولياء ولا كانت 11 لا تحتوي على زمر جزئية غير تافهة, فإننا نستنتج أن 11016-14 
» وبناءً عليه فإن 11-1101626 , وبالمثل 12-11 » ومن ثم فإن 11-16 مثبتين بذلك أنه 
يوجد على الأكثر زمرة جزئية واحدة رتبتها تساوي م . وسنرى فيم بعد أنه يوجد على 
الأقل زمرة جزئية واحدة رتبتها تساوي م » وهذا مع ما سبق يفيدنا أنه يوجد تماما زمرة 
جزئية واحدة في 6 رتبتها تساوي م . ويهذا نكون قادرين تماما على تعيين بُنية الزمرة 6 . 


لآ 


مسائل 
إذا كانت 81 , ۸ زمرتين جزئيتين من 6 فأثبت أن 11016 زمرة جزئية من © (هل 
بإمكانك أن ترى أن البرهان نفسه يثبت أن تقاطع أي عدد سواء كان منتهيا أو 
غير منته من الزمر الجزئية في © هو أيضا زمرة جزئية في 6 ؟) . 
لتكن 6 زمرة بحيث يكون تقاطع جميع زمرها الجزئية التي لا تساوي (ع) هو زمرة 
جزئية لا تساوي (©) . أثبت أن رتبة كل عنصر من 6 يجب أن تكون منتهية . 
إذا كانت 6 لا تحتوي على زمر جزئية غير تافهة » فأثبت أن 6 يجب أن تكون 
منتهية ورتبتها عدد أولي . 
| ) إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 وكان 266 و (14) ط|!"هطه) -311331 فأثبت أن 
aH‏ زمرة جزئية من 6 . 
ب) إذا كانت 11 منتهية فيا هي رتبة :2118 ؟ 
لنعرف المجموعة المشاركة اليسرى للزمرة الجزئية 13 من 6 والتي نرمز ها بالرمز 
4ھ بأنها مجموعة كل العناصر من الصيغة ۲ه حيث 5611 أثبت أنه يوجد تقابل 
جات وق السدرعاك المشاركة اليسرى واليمنى ل4 في 6 . 
اكتب جميع المجموعات المشاركة اليمنى ل11 في 6 حيث: 
|) ()=6 هي الزمرة الدورية التي رتبتها تساوي 10 و (37)-11 هي الزمرة 
الجزئية من 6 المولدة بالعنصر ثه 


Y۸ 


بك 


وات 


15 


مواضيع في الجر 


ب) 6 هي الزمرة نفسها الواردة في الفقرة (ا). و11 هي الزمرة الجزئية المولدة 
بالعنصر هھ . 

ج) (6=۸4)8 حيث × ريل )>5 و H31=)0€6|×,0=×[‏ . 

اكتب جميع المجموعات المشاركة اليسرى ل ۴۸ في © حيث 6 و٨‏ كا في 

المسألة (5). 

في المسألة (5) هل كل مجموعة مشاركة يمنى هي مجموعة مشاركة يسرى ل ]1 في 

.6 

لنفرض أن 11 زمرة جزئية من 6 بحيث إنه عندما تكون ط٨14‏ فإن 

11*11 . أثبت أن gHg "CH‏ لكل 66ع . 

لتكن 6 هي زمرة الأعداد الصحيحة بالنسبة لعملية الجمع و,11هي الزمرة الجزئية 

من 6 المكونة من مضاعفات العدد ١‏ . عين دليل ,في 6 ثم اكتب جميع 

المجموعات المشاركة اليمنى ل,11في 6 . 

في المسألة )١٠١(‏ ما هو ,11,0211؟ 

إذا كانت 6 زمرة و ۸,۳ زمرتين جزئيتين من © بحيث يكون دليل كل منهها في 

6 عددا منتهيا . أثبت أن دليل 11016 في 6 هو عدد مُنته أيضا . هل تستطيع إيجاد 

حد أعلى لدليل 11016 في 6 ؟ 

لنفرض أن 6 ولنعرف المجموعة («هعهء|6»») -(21)32 . أثبت أن ١1)3(‏ زمرة 

جزئية من 6 . يطلق على (1)3 منظم أو ع رکز (ع2اله راوع )Norma lier or‏ العنصر 

دفي 6 . 

إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 » فإننا نعرف ممركز 11 الذي نرمز له بالرمز (11)© 

بأنه يجموعة العناصر ×٤6‏ بحيث إن «ط-ط لكل 5611 . برهن على أن (11)© 

زمرة جزئية من 6 . 

يعرف مركز (068:56) الزمرة 6 ويرمز له بالرمز 7 بأنه مجموعة العناصر 2€6 

بحيث يكون 2×=×z‏ لكل ×٤6‏ . أثبت أن 2 زمرة جزئية من 6 . هل تستطيع 

التحقق من أن (7-0)1 لزمرة جزئية 1من 6 ؟ 
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4 إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 و (266|31133-11) = (21)11 (انظر مسألة‎ -١ 
فقرة أ) أثنت ت أن:‎ 

ا( (1)11! زمرة جزئية من 6 . 
ب( N(H)2H‏ 

۷- أورد مثالا لزمرة جزئية H‏ من زمرة 6 بحيث يكون (0)11+(2/)11 .. هل توجد أية 
علاقة احتواء بين (12)13 و (8)° ؟ 

4ك لتكن "×1× ى © =۸ حيث 11 زمرة جزئية من 6 . أثبت أن N‏ زمرة جزئية من 6 
بحيث إن ×= N21‏ لكل في 6 . 
*- إذا كان دليل الزمرة الجزئية 51 في 6 منتهياء فأثبت أنه يوجد عدد منته من الزمر 
الجزئية المختلفة في 6 من الصيغة 4437 . 

"٠‏ إذا كان دليل الزمرة الجزئية ٨‏ من 6 منتهيا. فأثبت أنه يوجد زمرة جزئية × من 
6 و N‏ محتواة في 51 كما أن دليل N‏ في 6 منته بحيث إن a Na" =N‏ لكل 646 . 
هل تستطيع إعطاء حد أعلى لدليل × في 6 ؟ 

-١‏ ليكن ٣هو‏ التطبيق من مجموعة الأعداد الحقيقية إلى نفسها المعرف بالقاعدة 
+× :> » حيث 6,4 عددان حقيقيان ولتكن (0+2#|ى,>) -6 . أثبت أن © 
زمرة بالنسبة لعملية تركيب التطبيقات . أوجد صيغة للتطبيق ير . 

7 في المسألة (1١؟).‏ لتكن 51 هي المجموعة الحزئية من 6 المكونة من العناصر ,7 
بحيث يكون ة علدا نسبيا. اث ثبت أن 11 زمرة جزئية من 6 . اكتب قائمة جميع 
المجموعات المشاركة اليمنى ل1 في 6 وقائمة جميع المجموعات المشاركة اليسرى 
لني 6 . ومن ذلك أثبت أن أية مجموعة مشاركة يسرى ل]1 في 6 هى مجموعة 
مشاركة يمنى . 

۳- لتكن (66 N=)‏ حيث 6 هي الزمرة الواردة في المسألة )۲١(‏ . أثبت ما يلي : 
| ) لازمرة جزئية من 6 . 

ب) إذا كان 2606 و n€N‏ فإن ana" €N‏ . 
- لتكن © هي الزمرة المنتهية التي رتبتها لا تقبل القسمة على 3 ولنفرض أن 
(36ه-*(0ة) لكل ه,ط في 6 . أثبت أن 6 يجب أن تكون إبدالية . 


۸۰ مواضيع في الجبر 


٠‏ لتكن 6 زمرة إبدالية ولنفرض أن 6 تحتوي على عنصرين رتبتاهما ۸,۳ على 
الترتيب . أثبت أن 6 تحتوي على عنصر رتبته هي المضاعف المشترك الأصغر 
للعددين „n,m‏ 
15**- إذا كانت زمرة إبدالية تحتوي على زمرتين جزئيتين رتبتاهما «د,ه على الترتيب . 
أثبت أن هذه الزمرة تحتوي على زمرة جزئية رتبتها هي المضاعف المشترك 
الأصغر للعددين ,2 (لا تقلق إن لم تستطع حل هذه المسألة باستتخدام 
المعلومات التي عرفتها حتى الآن من نظرية الزمر . فحتى الآن لم يستطع أحد 
بما في ذلك نفسي حل هذه المسألة باستخدام المادة التي درست في هذه المرحلة 
من هذا الكتاب ولكن من الواجب أن تحاول ذلك . إن لدي مراسلات حول 
هذه المسألة أكثر من أية نقطة أخرى فى هذا الكتاب) . 
۷- أثبت أن أية زمرة جزئية من زمرة ذورية هي ذورية. 
۸- كم مولد يوجد للزمرة الدورية التي رتبتها ‏ ؟ (يكون العنصر 0٤6‏ مولدا إذا كان 
.((b)=G‏ 
لتكن ,نا هي مجموعة الأعداد الصحيحة والأولية بالنسبة إلى مع عملية 
الضرب قياس « . لقد سبق وأن اتضح في المسألة ١٠(ب)‏ في المسائل التابعة 
للبند (۳-۲) أن ,ا تكوّن زمرة. وفي المسائل القليلة القادمة سنلقي نظرة على 
طبيعة ,ا كزمرة وذلك لبعض القيم المعينة للعدد ١‏ . 
۹- أثبت أن ولا ليست زمرة دورية . 
م أثبت أن ونا زمرة دورية. ما هي كل مولّداتها؟ 
١‏ أثبت أن ازمرة دورية. ما هي كل مولّداتها؟ 
#- أثبت أن يلا زمرة دورية . 
۳ أثبت أن ورلا ليست زمرة دورية . 
4" أثبت أن كلا من ورلا ,ورلا زمرة دورية . 
همل من لأية قيمة من قيم ١‏ تجعل من ,لا دورية (تستطيع التحقق من تخمينك 
بالرجوع إلى أي كتاب مناسب في نظرية الأعداد) . 
5" إذا كان ©66هوء-”"3 فأثبت أن م|(ه)ه . 
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۷ إذا تحققت العلاقتان =e‏ و ”ط="aطه‏ في الزمرة 6 حيث 4,ط عنصران من 6 
فأوجد (0)0 . 
۸- لتكن 6 زمرة إبدالية منتهية بحيث يكون عدد حلول المعادلة ع-”< في 6 
هو على الأكثر 2 . لكل عدد صحيح موجب « . أثبت أن 6 يجب أن تكون 
مورية . 
9" لتكن 6 زمرة و 8,4 زمرتين جزئيتين من 6 . إذا كان «,لاعنصرين من 6 فلنعرف 
×~y‏ إذا كان طدهعترحيث 6۸4 و 068 . أثبت أن: 
|) العلاقة المعرفة آنفا هي علاقة تكافؤ. 
ب) فصل التكافؤ للعنصر × هو 
AxB= {axb| a€A, b€B}‏ 


(يطلق على المجموعة 4×8 المجموعة المشاركة المزدوجة (اCose (Double‏ 


لكل من 8,۸ في 5 
-٠‏ إذا كانت 6 زمرة منتهية فأثبت أن عدد العناصر في المجموعة المشاركة المزدوجة 
8م هو 
o(A) o(B)‏ 
o(ANxBx")‏ 


-٤١‏ إذا كانت 6 زمرة منتهية وكانت ۸ زمرة جزئية من © بحيث إن كل المجموعات 
المشاركة المزدوجة ۸×۸4 تحتوي على العدد نفسه من العناصر فأثبت أن ۸="ع۸ع 


لكل 66ع . 


)١-۲(‏ الزمر الجزئية الناظمية والزمر الخارجة 
لتكن 6 هي الزمرة ,5و 11 هي الزمرة الجزئية (+,©) . لما كان دليل 11 في 6 
يساوي 3 . لذلك فإنه توجد ثلاث مجموعات مشاركة يمنى ل 11 في 6 وكذلك توجد 
ثلاث مجموعات مشاركة يسرى ولنكتب هذه المجموعات كا يلي : 


3 مواضيع في الجر 


المجموعات المشاركة اليمنى المجموعات المشاركة اليسرى 
H = {e,¢}‏ (هرع) = H‏ 
YH = {y, pd = pp) Hy = {y, oy}‏ 
YH = (y7, pp = py} Hy? = {y, pp?)‏ 


نلاحظ هنا حقيقة واضحة هي أن المجموعة المشاركة اليمنى إ3 ليست مجموعة 
مشاركة یسر ی . وبالتالي» فإنه بالنسبة هذه الزمرة» على الأقل. ليس من الضروري 
أن تتطابق فكرتا المجموعتين المشاركتين اليمنى واليسرى . 


لنعتبر مرة أخرى الزمرة ,6-5 ولنفرض أن × هي الزمرة الحزئية (,إ,٠)‏ . لما كان 
دليل × في 6 يساوي 2 » لذلك فإنه توجد مجموعتان مشاركتان يُمنيان ويجموعتان 
مشاركتان يسريان ل × في 6 يمكن كتابتهما كما يلي : 


المجموعات المشاركة اليمنى المجموعات المشاركة اليسرى 
N={e, y, y7) N={e, Y, p7)‏ 
PN={9%, oY, pp} No={%, pO, pp}‏ 
={p, pp, Wp}‏ 


نلاحظ هنا أن كل مجموعة مشاركة يسرى في 6 هي مجموعة مشاركة يمنى والعكس 
صحيح . وهكذا نرى تطابق المجموعات المشاركة اليمسرى مع اليمنى لبعض الزمر 
الجزئية بينم لا تتطابق لبعض الزمر الجزئية الأخرى. إن الفضل يعود إلى عبقرية جالوا 
(ونهاة6) لأنه هو الذي أدرك أن الزمرة الجزئية التي من أجلها تتطابق المجموعات 
المشاركة اليسرى مع اليمنى هي زمرة جزئية مميزة. وغالبا ما تكون المشكلة في 


نظرية الزمر م 


الرياضيات في القدرة على إدراك واكتشاف مفاهيم وثيقة الصلة ببعضها وعندما ينجز 
مثل هذا العمل فإننا نكون قد أنهينا معظم ما ننشده. 


ستُعرّف هذا النوع الخاص من الزمر الجزئية بطريقة مختلفة قليلا وسنثبت» 
عندئذ» أنها مكافئة للملاحظات في الفقرات السابقة . 
تعريف 

يقال عن الزمرة ا حزئية ١‏ من © إنها زمرة جزئية ناظمية (Normal subgroup)‏ 
من © إذا كان ۸٤۸2ع‏ لكل ع ف 6 ولكل ”في لا . 


بعبارة حرق مكافئة يمكننا القول إنه إذا كانت 8N‏ هي المجموعة التي 
عناصرها من الصيغة “مدع حيث 268 فإن N‏ تكون زمرة جزئية ناظمية في 6 إذا وفقط 
إذا كان "CN‏ ولع لكل 66ج . 


تمهيدية (1-5-0) 
تكون N‏ زمرة جزئية ناظمية في © إذا وفقط إذا كان ×="عN‏ ع لكل 66ع . 


البرهان 
إذا كانت 2-اهلاع لكل 6ع . فإنه بالتأكيد نجد أن اك 'علاع ومن ثم 
فإن × ناظمية في 6 . 


لنفرض الآن أن N‏ ناظمية في 6 . فإذا كان 640ع فإن للا علاع » كذلك 
نجد أن g' Ng = gN(g^)1CN‏ الآن لما كان NgCN‏ ع N=g(g Ne) g"CgNg"CNiISg‏ 
فإنه بناء عليه يكون N=±×g"‏ . 


إننا نؤكد هنا على أن التمهيدية )١-٦-۲(‏ لا تعني أن ه- "ع«ع لكل 68م 
و66 . إن هذا قد لا يكون صحيحا. خذ على سبيل المثال الزمرة ,6-5 ولاهي الزمرة 


A4‏ مواضيع في الجبر 


الحزئية (ل ,ل .)٠,‏ بحساب N4"‏ نجد أنها تساوي (ط ,ل p1 =)e,‏ ض,1 4ض {e,0‏ 
ومع ذلك فإن "4مم . إن كل ما نريده هنا هو أن تكون مجموعة العناصر في "عع 
هي نفسها مجموعة العناصر في × . نعود الآن إلى السؤال المتعلق بمساواة المجموعات 
المشاركة اليسرى واليمنى . 


تمهيدية (۲-۹-۲) 
تكون الزمرة ا جزئية ٨‏ في © زمرة جزئية ناظمية في 6 إذا وفقط إذا كانت كل 


الرهان 

لنفرض أن × هي زمرة جزئية ناظمية في © . عندئذ ×="ع ع لكل 6٤ع‏ » ومن 
ثم فإن ع۸=ع("ع١ع)‏ أي أن عN=۸ع‏ , وبالتالي فإن المجموعة المشاركة اليسرى 
للع هي المجموعة المشاركة اليمنى 88 . 


ومن ناحية أخرى» لنفرض أن كل مجموعة مشاركة يسرى ل !في © هي مجموعة 
مشاركة يمنى . أي أن المجموعة اع » لكونها مجموعة مشاركة يسرى» يجب أن تكون 
مجموعة مشاركة يمنى » حيث 866 . 

ماذا يمكن أن تكون المجموعة المشاركة اليمنى؟ 
بها أن اع6ءوع فإنه مهما تكن المجموعة المشاركة اليمنى التي تساوي 8١‏ » فإنها يجب 
أن تحتوي على العنصر ع » ولكن العنصر ع ينتمي إلى المجموعة المشاركة اليمنى ع١‏ . 
كذلك فإن المجموعتين المشاركتين اليمنيين لا تحتويان على عناصر مشتركة (تذكر برهان 
مبرهنة لاجرانج) وبناءً عليه» فإن هذه المجموعة المشاركة اليمنى وحيدة. أي أن 
الع » وبعبارة أخرى» ×="عع۸="عNع‏ أي أن N‏ زارة جزئية ناظمية . 


لقد عرفنا سابقا ما هو المقصود بالمجموعة 1116 حيث 5,11 زمرتان جزئيتان 
من 6 . وبإمكاننا أن نوسع هذا التعريف إلى مجموعات جزئية اخختيارية كما يلي : 


نظرية الزمر Ao‏ 


إذا كانت 8,4 مجموعتين في الزمرة 6 فإن (4,0€8 4€,ط€6|×=2»)= ۸8 . 
ماذا يمكن أن نقول عندما 4-8-11 حيث 1 زمرة جزئية من 6 ؟ 


إن الجواب على ذلك هو أن 6817134 رط ,رط | وطرط) -1181 لأن 11 مغلقة بالنسبة 
لعملية الضرب ولكن 111121162<11 . لأن 611ء . وهكذا فإن 8111-11 . 


لنفرض الآن أن N‏ زمرة جزئية ناظمية من 6 وأن 3,566 ولنعتير (008()306) ؛ 
إن 321-113 لأن × ناظمية في 6 وبالتالي فإن 
NaNb = N (aN) b = N (Na) 6 = NNab = Nab‏ 
كم هي كثيرة تلك الإمكانات التي يمكن أن تزودنا بها هذه الصيغة البسيطة! لكن قبل 
أن نستمر في الموضوع فإننا نسجلها وذلك للتأكيد والرجوع إليها . 


تمهيدية (7-7-5) 
تكون الزمرة ا جزئية ١‏ في 6 ناظمية في © إذا وفقط إذا كان حاصل ضرب 
جموعتين مشاركتين يمنيين ل في 6 هي جموعة مشاركة يمنى ل ١‏ في © . 


البرهان 

لقد برهنا انفا أنه إذا كانت N‏ ناظمية في 6 » فإن حاصل ضرب مجموعتين 
مشاركتين يمنيين ل ١1‏ في 6 هي مجموعة مشاركة يمنى ل N‏ في 6 . إن برهان النصف 
الثاني من التمهيدية هو أحد المسائل الواردة في خباية هذا البند. 


لنفرض الآن أن × ناظمية في 6 . إن الصيغة 8131/0-1/30 تبدو طبيعية ؛ أي 
أن حاصل ضرب مجموعتين مشاركتين يمنيين هي مجموعة مشاركة يمنى . 


هل بإمكاننا استخدام هذا الضرب لتحويل مجموعة المجموعات المشاركة اليمنى 
إلى زمرة؟ بالتأكيد يمكن أن نفعل ذلك . 


ىم 


مواضيع في الجر 


إن هذا النوع من البناء الذي غالبا ما يحدث في الرياضيات له أهمية بالغة وغالبا 


ما ندعوه بالبناء الخارج )Quotient structure)‏ . لنجعل 6/١‏ ترمز إلى مجموعة . 
المجموعات المشاركة اليمنى ل في 6 [أي أن عناصر 6/۸ هى مجموعات جزئية محددة 
في 6 ]. 


9 


(۳ 


CT 


(٤ 


إننا ندعي أن ضرب المجموعات المشاركة اليمنى يحقق ما يى : 
إذا كان ۷٤6/۸‏ ,× فإن 66/١‏ ۷× » لأنه إذا كان X=Na‏ و ٠ Y=Nb‏ حيث 
8 عنصران من G‏ فإن XY=NaNb=Nab€6G/N‏ , 
إذا كان 6/۸ ,Z€‏ ,× فإن =2 ,ل -لا X¥=Na,‏ حيث 3,5,666 » ويناءًٌ عليه 
فإن: 

(XY)Z=(NaNb)Nc=N(ab)Nc=N(ab)c=Na(bc) 

(لأن © تجميعية) NaNbc=Na(NÞNc)=X(YZ)‏ = 
لذا فإن الضرب في 6/8 يحقق خاصة التجميع . 

لنعتبر العنصر /6©0 21-16 فإذا كان 606/21 فإن =× حيث 266 ومن ثم 
فإن 

XN = NaNe = Nae = Na = X 

وبا ثل فإن N×=×‏ , أي أن ×٥‏ هو العنصر المحايد في 6/7 . 
لنفرض أن 21366/87-< (حيث 266 )؛ وعليه فإن ۸4166۸ . كما أن 
NaNa" = Naa"=Ne‏ وبالمثل Na"Na=Ne jl‏ « أي أن "۸هو معكوس 
العنصر ۸3 في 6/۸ . ولكن النظام الذي يحقق ٤.۳١۲١١‏ هوذلك النظام الذي 
ندعوه زمرة . أي أن: 


)۱-٦-۲( مرهنة‎ 


إذا كانت © زمرة و N‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 فإن 0/17 زمرة أيضا . وتدعى هذه 


الزمرة بالزمرة الخارجة منامتع ادءنام1© أو زمرة العامل (منامجع :ماءة]) للزمرة © 


. N على‎ 


نظرية الزمر AY‏ 


إذا كانت 6 . بالإضافة إلى ذلك زمرة منتهية فا هي رتبة 6/۸ ؟ لما كانت 
عناصر 1 هي المجموعات المشاركة اليمنى ل N‏ في 6 ولا كان عدد هذه المجموعات 


a0 _ 0)6(‏ م د 
هو ص = (۸) ی فإنه يمكننا أن نقول: 


)٤-٦-۲( تمهيدية‎ 


إذا كانت 6 زمرة منتهية و × زمرة جزئية ب ناظمية في © فإن ا 


o(G/N) = 


ونختتم هذا البند بهذا المثال 
لتكن 6 زمرة الأعداد الصحيحة بالنسبة لعملية الجمع ولتكن × هي مجموعة مضاعفات 
العدد 3 . لما كانت العملية المعرفة على 6 هي الجمع. هذا فإننا سنكتب المجموعات 
المشاركة ل ×N‏ في 6 على الصيغة N+‏ بدلا من 8/3 . لنعتبر الآن المجموعات المشاركة 
الثلاث 721+2,21+1,71 . إننا ندعى أن هذه المجموعات المشاركة هى كل المجموعات 
المشاركة ل في 6 . لأنه إذا كان 6 فإن ع+36- » حيث وهو قراو ةأر 
2 أي أن ء هو باقى قسمة على 3 ] وهكذا فإن +c‏ e=N+(3b+c=(N+ض3+a=N+N‏ 
لأن 35611 . أي أن كل مجموعة مشاركة» كما أشرنا إلى ذلك. هي واحدة من 
المجموعات N+2, N+1, N‏ » أي أن: 

IN = (N,N+1, N+2} 
الآن كيف نجمع العناصر في 6/۸ ؟‎ 
: إلى‎ NaNb = Nab يمكن ترحمة العلاقة‎ 
(N+1) + (N+2) =N + 3 = N (3 € N (لأن‎ 

و )N+2( + )N+2( = N+4 = N+1‏ وهلم جرا. ومن السهل أن يشعر القارىء أن 
للزمرة 6/۸ علاقة قريبة بزمرة الأعداد الصحيحة قياس 3 » بالنسبة لعملية الجمع . 
وواضح أن ما عملناه بالنسبة للعدد 3 يمكن عمله لأي عدد صحيح . وعلى أية حال» 
فإن الزمرة الخارجة في هذه الحالة توحي بعلاقة مع مجموعة الأعداد الصحيحة قياس 2 
بالنسبة للجمع وهذا النوع من العلاقة سيوضح في البند التالي . 


44 مواضيع في الجبر 


فال 

-١‏ إذا كانت 11 زمرة جزئية من © بحيث يكون حاصل ضرب مجموعتين مشاركتين 
يمنيين ل11 في 6 هي مجموعة مشاركة يمنى ل١‏ في 6 فأثبت أن 11 ناظمية 
في6. 

۲ - إذا كانت 6 زمرة و51 زمرة جزئية من 6 بحيث يكون دليل 11 في 6 يساوي 
2 فأثبت أن 11 ناظمية في 6 . 

۳- إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في © وكانت 11 هي أية زمرة جزئية في 6 فأثبت أن 
1 زمرة جزئية في 6 . 

. 6 أثبت أن تقاطع أي زمرتين جزئيتين ناظميتين في © هي زمرة جزئية ناظمية في‎ - ٤ 

© - إذا كانت ٨‏ زمرة جزئية في 6 وكانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 فأثبت أن 
۸ زمرة جزئية ناظمية في 11 . 

5- أثبت أن أية زمرة جزئية من زمرة إبدالية هي ناظمية . 

۷آ هل ساكس سال ۹ صحيم؟ إذاكانت الإجابةببعي قالبت قلت را كانت 
خلاف ذلك فأورد مثالا لزمرة غير إبدالية بحيث تكون جميع زمرها الجزئية 
ناظمية. 

قد ره مثالا لزمرة 6 تحتوي على زمرة جزئية 11 ولعنصر 266 بحيث يكون 
aHa "cH‏ ولكن aHa'#H‏ . 

٩‏ - افرض أن 1 هي الزمرة الجزئية الوحيدة في زمرة منتهية 6 التي رتبتها (0)11 . أثبت 
أن 11 زمرة جزئية ناظمية في 6 . 

٠‏ - إذا كانت 11 زمرة جزئية في 6 و (1-11-علزع| © 6ع = N)4(‏ فأثبت أن 
)١(‏ (011/! زمرة جزئية من 6 
(ب) 11 ناظمية في (71)11 
(ج) إذا كانت 11 زمرة جزئية ناظمية في الزمرة الحزئية × حيث K‏ زمرة جزئية 

من 6 فإن K۸)8(‏ [أي أن : (77)11 هي أكبر الزمر الحزئية في 6 بحيث 
تكون 11 ناظمية فيها] . 

( د) 1 ناظمية في 6 إذا وفقط إذا كان 4(=6)× 


نظرية الزن ۸4 


-١‏ إذا كانت M1, N‏ زمرتين جزئيتين ناظميتين في 6 فأثبت أن N٥1‏ هى زمرة جزئية 
اق 8 1 
*- إذا كانت M1, N‏ زمرتين جزئيتين ناظميتين في © بحيث يكون (©)-2011 . 
فأثبت أنه لأي yin‏ 71 و« في 14 يكون mn=nm‏ . 
۳ - إذا كانت الزمرة الجزئية الدورية 7 في 6 ناظمية . 
فأثبت أن كل زمرة جزئية من 7 هي ناظمية في 6 . 
4" أورد مثالا تشبت فيه أنه يمكن إيجاد ثلاث زمر 6 ,8,75 بحيث إن 
E, 5-56‏ ناظمية في ۴ ,۴ ناظمية في 6 لکن 5 ليست ناظمية في 6 . 
- إذا كانت N‏ ناظمية في 6 وكان 266 . 
فأثبت أن رتبة 8 تقبل القسمة على رتبة العنصر ۸3 في 6/١‏ . 
١‏ - إذا كانت × زمرة جزئية ناظمية في الزمرة المنتهية 6 بحيث يكون (21)ن1 
و (N)ه‏ أوليين نسبيا. 
فأثبت أن كل عنصر 66 يحقق العلاقة =× يجب أن يكون في × . 
۷ - لنعرف 6 على أنها جميع الرموز آوأ× ,0,1,...,0-1,1-0,1-زحيث نفرض أن 
× = ابعر إذا وفقط إذا كان “1د 'زدزعء- "ردت 2<ہ عا رد ور 
)١(‏ أوجد صيغة الضرب (*ر'»)(أرأ×) على الصورة 07" . 
(ب) باستخدام هذا الضرب أثبت أن 6 زمرة غير إبدالية رتبتن! 20 . 
(ج) إذا كان فرديا فأثبت أن مركز 6 هو (ه) بين إذا كان 0 زوجيا فإن 


مركز 6 أكبر من (©) . 
إن هذه الزمرة تسمى بالزمرة الزوجية (0:81عطذط) وإن التصور الهندسي 
ذه الزمرة هو کا يلي : 


لنفرض أن ر تمثل دوران المستوى الإقليدي حول نقطة الأصل بزاوية 
مقدارها سے وأن ‏ تمثل الانعكاس حول المحور الرأسي» عندئذ تكون 6 في 
هذه الحالة هي زمرة حركات المستوى المولدة بكل من ×و لا . 
ı۸‏ لتكن 6 هي الزمرة التي تتحقق فيها العلاقة “6"ه-"(80) » لكل ,ظط في 
6 » حيث ۸ عدد صحيح أكبر من 1 . 


۹۰ مواضيع في الجير 


ثبت أن 
1 ) (6"=)»"|×6 زمرة جزئية ناظمية في 6. 
(ب) }€6 G1 = )x"'|x»‏ زمرة جزئية ناظمية في 6. 

۹ - لتكن 6 هي الزمرة الواردة في المسألة (۱۸)ء أثبت أن 
(ا) pa"‏ ك و لكل قي .G‏ 

.G لكل 8 في‎ )3 ba1" =e (ب)‎ 

۶ التكن 6 هي الزمرة التي يكون فيها "40 = ”(طة) لكل 2رط في 6 » 
حيث م عدد أولي 2 5هي المجموعة (عء-””»«|6)») حيث ص 
عدد ما يعتمد على × أثیت 
0 ميس عير 
(ب) إذا كانت 60/5 وكان ×٤6‏ يحقق الشرط =× فإن =× 

© 99" لمكن © هي مجموعة المصفوفات من النوع 222 من الصيغة 
EE;‏ مجموعة الأعداد الحقيقية, حيث 20420 بالنسبة > لعملية ضرب 
المصفوفات . ولتكن (([)) N=‏ . أثبت أن 
)١(‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 
(ب) 0/8 زمرة إبدالية . 


(۷-۲) التشاكلات 
إن الأفكار والنتائج الواردة في هذا البند تتداخل مع مثيلاتها في البند السابق. 
وإن وجدت فكرة مركزية مشتركة لجميع مواضيع الجبر الحديث فهي فكرة التشاكل 
ويمكن أن نعرفها بأنها تطبيق من نظام جبري إلى نظام جبري مشابه » يحافظ على البنية 
الحرية سرت التشاكلات بصورة أدق بالنسبة لور 


تعريف 
يقال عن التطبيق © من الزمرة © إلى الزمرة © إنه تشاكل (Homomorphism)‏ 
إذا كان (6)©(ه) = (ه)م لكل 4,ط في © . 


نظرية الزمر 1١‏ 


لاحظ أن حاصل الضرب «ه في الحد (طة)ض في الطرف الأيسر ينتمي إلى 6 
وذلك باستخدام الضرب في 6 » بينما يكون (4)32(0)6 في الطرف الأيمن هو حاصل 


مثال (۲ 7 - )١‏ 
إن » = (4)0 لكل ×٤6‏ هو تشاكل من 6 إلى نفسها وكذلك الحالة بالنسبة 
للتطبيق ×=(×)ض لكل €6× . 


مثال (۲ ۷ ۲) 

لتڪن 6 هي زمرة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع (طة هنا يعني العدد 
الحقيقي + لكل ,طا في 6) ولتكن 0 هي زمرة الأعداد الحقيقية غير الصفرية بالنسبة 
لعملية الضرب العادية ولنعرف 6ج:م بالقاعدة "2 = (0)3 . 


لكي نتحقق من أن هذا التطبيق هو تشاكل يجب علينا أن نتأكد من أن 
()3(0)-(0)30 » حيث يعني الضرب في الطرف الأيسر العملية المعرفة على 6 (أي 
عملية الجمع). وبعبارة أخرى» يجب أن نتأكد من أن 22*5-25.20 والذي هو صحيح 
بالفعل . ولا كان *2 دائما موجباء فإن صورة + ليست كل 6 » ما يعني أن © تشاكل 
من 6 إلى 6 » ولكنه ليس غامرا. 


مثال (۲ 7 - ۳) 
لتكن ( ”بض ,لض ,7ل ,ب ,ه ,ع) -6 و ع - © ولتقرّق التطبيق 
6+6:] وفق القاعدة 
ف = f(Y) = e, f(Y) = e, f(pY) = p, f(y)‏ ,ف = f(e) = e, f(4)‏ 
إن على القارىء التحقق من أن ؛ المعرف انفا هو تشاكل . 


مثال (۲ - ۷ )٤‏ 
لنفرض أن 6 هي زمرة الأعداد الصحيحة بالنسبة لعملية الجمع وأن 6-6 
ولنعرف + بالقاعدة «2-(0)2 لكل ×٤6‏ » عندئذ فإن ۾ تشاكل لأن 


۹۲ مواضيع في الجر 
p(x+y) = 2(x+y) = 2x + 2y = p(x) + (Y)‏ 


مثال (۲ ۔ ۷ ه) 
لنفرض أن 6 هي زمرة الأعداد الحقيقية باستثناء الصفر وذلك بالنسبة لعملية 
الضرب. (1-,1) =6 حيث يكون: 
1- > 1(1-) = (1-)1 ,1 > (1-)(1-) ,1 = 1.1 
كدف کو 
إذا كان × موجبا 1 


f 
إذا كان × سالا آ2‎ 


إن کون م تشاكلا یکافیء العبارات : 
موجب × موجب = موجب» موجب × سالب = سالب» سالب × سالب = موجب 


)١- ۷ - ۲( مثال‎ 

لنفرض أن 6 هي زمرة الأعداد الصحيحة بالبية عله اج وأن ,© هي 
زمرة الأعداد الصحيحة مقياس « بالنسبة لعملية الجمع المحرفة عليها ولف ۵ 
من 6 إلى ,© كما يلي : («)0 يساوي باقي قسمة ×على ١‏ . إنه يمكن للقارىء أن يتأكد. 
وبسهولة. من أن ف تشاكل . 


مثال (۲ 7 ۷) 
لنفرض أن 6 هي زمرة الأعداد الحقيقية الموجبة بالنسبة لعملية الضرب وأن 
6 بين رة ة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع . 
ورك 6 + 6 :م وفق العلاقة مرعه! = (×)م 
PCY)‏ + (0«)ة = نزوروها! + عورهها = ¢(xy) = log, (xy)‏ 
لأن العملية في الطرف الأيمن هي العملية المعرفة على 6 وهي عملية الجمع . وبالتالي 


نظرية الزمر ۹۳ 


فإن +اتشاكل من © إلى © . إنه ليس فاكلا فحسب» بل عو بالإآقيافة إلى ذلك 
لحاس وشا انیا 


+ مثال (۲ - ۷ -۸) 

لنفرض أن 6 هي زمرة المصفوفات )٠[(‏ من النوع 2×2 على مجموعة الأعداد 
الحقيقية بحيث يكون 0*#ع80-0 بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . 

ولنفرض أن 6 هى زمرة الأعداد الحقيقيةباستثناء الصفر بالنسبة لعملية الضرب 
ولنْعَرّف 6 د 4:6 وفق العلاقة : »ملح = )٠(‏ + عندئذ فإن + تشاكل من 6 على 
6 (تحقق من ذلك) . 

إن التمهيدية الآتية ء تمدنا بصنف غير منته من أمثلة التشاكلات. وعندما نثبت 
المرهنة (۱-۷-۲) فإنه ستظهر لناء إن هذا الصنف يمثل من وجهة نظر معيّنة. أعم 
حالات التشاكل . 


)١-۷-۲( تمهيدية‎ 

لنفرض أن 6 زمرة و N‏ زمرة جزئية ناظمية فيها ولنعَرّف التطبيق © من 6 إلى 
lS GN‏ يلي × = (0)8 لكل ×٤6‏ عندئذ يكون ف تشاكلا من © على 6/17 . 
الرهان 

في الحقيقة» لا يوجد شيء يستدعي البرهان هناء لأننا قد برهنا على هذه الحقيقة 
مرات عديدة . ولكننا نعيده هنا للتأكيد. 

إن من الواضح أن + غامر لأن كل عنصر 66/8 هو من الصيغة =× 
حيث 6٤ع‏ وهذا يعني أن (ع)0=× . 

ولإثبات أن فض تشاكل يجب التحقق من خاصية الضرب وذلك بملاحظة أنه إذا 
كان ٤6‏ ر,× فإن : 


4 مواضيع في الجر 


¢(xy) = Nxy = NXNy = ¢(x) $(y) 
ولال السابق لها يؤكدان حقيقة مهمة هي أنه ليس‎ )١-۷-۲( إن التمهيدية‎ 
ضروريا أن يكون كل تشاكل أحاديا. ولكنه يوجد نسق معينْ في هذه الطريقة‎ 
للانحراف عن الأتحادية, . وسيصبح هذا واضحا في السطور القليلة الآتية.‎ 


تعريف 
إذا كان ف تشاكلا من © إلى 6 فإننا نعرف نواة ((86جء4)16 والتي نرمز ها 
بالرمز كابأ 
{x 6) 6|400 =e}‏ = 
حيث # هو العنصر المحايد في 6 
من المستحسن أن نبرهن على أن ,× ليست مجموعة خالية وذلك قبل البحث عن 
أية خاصة لها وهذا ما سنتناوله في الجزء الأول من التمهيدية الآتية . 


تمهيدية (۲-۷-۲) 
إذا كان ف تشاكلا من © إلى 6 فإن : 
)١(‏ © - (ع)ث هو العنصر ا محايد في 6 . 
(0) ")م = رمم لكل 66 . 


البرهان 
لبرهان )١(‏ نحسب الآتي: 
¢(x) = (xe) = p(x) (e)‏ = ع ¢(x)‏ 
واستنادا إلى خاصة الاختزال قي 6 نحصل على €=( )۵ . 


لبرهان (؟) نلاحظ أن: 
(x!)‏ وم = (اعم)ن = )نو دع 
ومن تعريف )وني 6 نحصل على النتيجة المطلوبةء أي أن “مم = (اتع)ن . 


نظرية الزمر 40 


إن برهان التمهيدية (۲-۷-۲) لابد أن يُذَكّر القارىء الذي سبق 
له دراسة اللوغاريتهات ببرهان نتائج تمائلة مثل 1-0 هنا 
1 
و«ع10-- ب log‏ . إن هذا ليس من قبيل المصادفة ذلك لأن التطبيق × ع٥ا‏ ج «:ي 
هو تشاكل من زمرة الأعداد الحقيقية الموجبة بالنسبة لعملية الضرب إلى زمرة الأعداد 
الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع. كا رأينا ذلك في المثال (۷-۷-۲) . 


إن تمهيدية (۲-۷-۲) تثبت لنا أن العنصر المحايد © ينتمي إلى نواة أي تشاكل 
وبناءً عليه فإن النواة غير خالية . وبإمكاننا الحصول على معلومات أكثر من ذلك حيث 
نجد: 


تمهيدية (۳-۷-۲) 
إذا كانت × هي نواة التشاكل ف من 6 إلى 6 فإن >1 زمرة جزئية ناظمية 9 . 


البرهان 

أولا : يجب أن نثبت أن × هي زمرة جزئية من 6 ولكي يتم ذلك» يجب أن نثبت 
أن × مغلقة بالنسبة للضرب وأنها تحتوي على معكوس أي عنصر في 16 . 

إذا كان ۴٤ر‏ ,× فإن €= (×) 4 و = (9) 4 » حيث ٤هو‏ العنصر المحايد في 6 . 
ومن ثم فإن © = 26 = )y(‏ )و = (و»)ض أي أن كعبر . 

أيضا إذا كان ۸× فإن 6 = ()+ . واستنادا إلى تمهيدية (0-1-؟) يكون 
- "= "0)۸ = (1*)ن أي أن ×6× وعليه فإن > زمرة جزئية من 6 . 


لبرهان ناظمية × » يجب علينا أن نثبت أنه لأي 6٤ع‏ و61 يكون 
€۴ بعبارة أخرى»: يجب أن نشبت أنه متى ما كان 5 = ())ض فإن 
5 - (kع)۵‏ . ولكن 
ع = “(ه)ه (ع)ه = F(2)"‏ (و)ن = (اع))ن )ن (ع)ن = ¢(gkg")‏ 
بهذا ينتهي برهان التمهيدية (۳-۷-۲) . 


45 مواضيع في الجير 


لنفرض الآن أن + تشاكل من الزمرة 6 على الزمرة 6 وأن × هي نواة 4 . فإذا 
كان 6 ٠‏ فإننا نقول إن العنصر 6)× صورة عكسية للعنصر ع تحت تأثير + إذا 
كان ع-(0)5 . 


ولنسأل : ما هى الصورة العكسية للعنصر ع ؟ 
إذا كان = # فإن الجواب واضح وهو × (من تعريف 16 ). والآن ماذا لو كان 
© 8# ؟ حسنا لنفرض أن ×٤6‏ هو إحدى الصور العكسية للعنصر ع . 

هل يمكن الحصول على عناصر أخرى؟ إن الجواب» بكل وضوح» نعم لأنه 
إذا كان ۸٤×‏ وكان !ا -نز فعندئذ 

(kx) = p(k) p(x) = € g = 8‏ = (ر)ن 

أي أن جميع عناصر المجموعة ×× تنتمي إلى الصورة العكسية للعنصر ع متى ما كان × 
ذلك 


هل يمكن وجود عناصر أخرى؟ 
دعنا نفرض أن (4)5 = 8 = (2)ض عندئذ (*)4 = (0)2 وهذا يقتضي أن يكون 
ع = "(×) (2)ض وحيث إن (1*)ف ="(×)م لذلك فإن 
(z2) p(x") = (2 x")‏ = 3(«)ن (ه)ن دع 
ما يعني أن 616 "×2 5 أي أن 2٤×‏ . بعبارة أخرى. نكون قد أثبتنا أن :ك1 هي بالضبط 
جيمع الصور العكسية للعنصرع متى كان × صورة عكسية له. بهذا نكون قد أثبتنا 
التمهيدية الآتية . 


تمهيدية )٤-۷-۲(‏ 
إذا كان ف تشاكلا من الزمرة © على الزمرة 6 وكانت × هي نواة 4 فإن جموعة 
الصور العكسية للعنصر 846 تحت تأثير 4 هي ×× حيث × هي أية صورة عكسية 

للعنصر 8 في 6 . 


نظرية الزمر ۹۷ 


حالة خاصة من هذه التمهيدية هي عندما K=(e)‏ . 
هناء ووفقا لتمهيدية (4-۷-۲) فإن أي عنصر 8٤6‏ له صورة عكسية مكونة من عنصر 
واحد فقط» وهذا يعني أن © تطبيق احادي . والعكس صحيح . بمعنى أنه إذا كان 
التشاكل من 6 إلى 6 أحاديا (ليس من الضروري أن يكون غامرا) فإن نواته يجب أن 
تتكون من العنصر المحايد فقط . 


يقال عن التشاكل ف من © إلى 6 إنه تماثل («روزطمءهدمه:ن) إذا كان ف احاقيا : 


تعريف 

يقال عن الزمرتين © ,“6 إنبيا متياثلتان (1«ام:هددهءة) إذا وجد تماثل من © 
على © وف هذه ا حالة نكتب "6-0 ونترك للقارىء برهان ا حقائق الثلاث الآتية: 
6-6-١‏ 
۲ - إذا كانت ٴ6 × 6 فإن 6 ع '0 
۳ إذا كانت "0 < 6 وكانت ”6 > '0 فإن ”6 ع 6. 


عندما تكون زمرتان متاثلتين فإنه يمكن اعتبارهما متساويتين إلى حد ما. إا 
يختلفان لأن عناصرهما مختلفة. وإذا عرفنا حسابات في زمرة معيّنة. فإن بوسعنا 
باستخدام التاثل إجراء حسابات مشابهة في الزمرة الأخرى . 


يمكن تشبيه التماثيل بقاموس يُمكنْ إنسانًا من ترجمة عبارة في لغة ما إلى عبارة 
أخرى بالمعنى نفسه في لغة أخرى (لسوء الحظ» لا يوجد قاموس متكامل كهذا لأن 
الكلمات لا يكون لما معنى واحد في اللغات. كا أن المعاني لا تنقل من خلال ترجمة 
حرفية) ولكن مجرد القول بإمكانية التعبير عن جملة ما بلغة أخرى يعتبر ذا مردود قليل 
ما يجعل حاجتنا للقاموس ليقوم بمثل هذه الترجمة أمرا لا مفر منه. وبالمثل فإن معرفة 
أن زمرتين متاثلتان قد يعتبرذا مردود قليل ولكن من الأهمية بمكان معرفة التهاثل نفسه» 


۹۸ مواضيع في الجر 


ولذلك عندما نبرهن على أن زمرتين هما زمرتان متماثلتان فإننا سنحاول إيجاد التطبيق 


ونعود الآن إلى تمهيدية )٤-۷-۲(‏ حيث نجد فيها طريقة لمعرفة متى يكون 
التشاكل تماثلا وذلك بدلالة النواة. 

إذا كان ف من © إلى 6 تشاكلا وكانت × هي نواة © فإن 4 يكون تماثلا 
من © إلى 6 إذا وفقط إذا كانت (ء)-,! . 


إن في هذه النتيجة طريقة قياسية لإثبات أن زمرتين متماثلتان أو لاء نوجد تشاكلا 
من زمرة على أخرى ثم نثبت بعد ذلك أن نواة هذا التشاكل هي العنصر المحايد فقط . 
وستتضح لنا هذه الطريقة من برهان المرهنة المهمة الآتية . 


ميرهنة (۱-۷-۲) 
لنفرض أن # تشاكل من 6 على 6 وأن نواته هي × . عندئذ 6 م/6 . 


الرهان 
لنعتبر الرسم : 


حيث ع۸ = (ع)0. 


ونود إكمال الرسم السابق على النحو التالي : 


نظرية الزمر ۹ 


GK 
من الواضح أنه لكي ننشىء التطبيق به من 6/۸ إلى 6 يجب أن تستخدم‎ 
كوسيط بحيث يكون هذا الإنشاء غير معقد نسبيا. يبدو أن الأمر الطبيعي هو أن‎ © 
: نكمل الرسم السابق كما يلي‎ 
()ن هطع و‎ 


Kg 
×¢6/۸ بهذا التمهيد نُعرَّفٌ التطبيق ب من 6/۸ إلى 6 وفقا للقاعدة: إذا كان‎ 
حيث ع۸=× فإن (ع)۵ = (0)6: . ومن حق القارىء أن يتساءل هل هذا التطبيق حسن‎ 
التعريف؟‎ 
حسنا. إذا كان 66/16 فإنه يمكن كتابته على الصيغة م1 بعدة طرق [على سبيل‎ 
]؛ ولكن إذا كان 'ع1-ع1-< حيث 66 '8,8 فإننا نجد من‎ kK » المثال عاك -عء!‎ 
ناحية أن (ع)4=(×) ومن ناحية أخرى ('4)8-(<)1 ولكي يكون للتطبيق معنى.‎ 
416 فإنه يجب أن يكون ('ع)4=(ع)ض . لذلك : نفرض أن 'ع>1-ع1 ؛ 'عا-ع حيث‎ 
وبناءٌ على ذلك.‎ 
رع)ف‎ = p(kg') = p(k) ('ع)وء = ('ع)0‎ = +)8( 

لأن ۸٤۴‏ » حيث >1 هي نواة © . 

الآن نثبت أن ب غامر فإذا كان 6 © × فإن (ع)ض = × » حيث 6٤ع‏ (لأن ۾ غامر) 
وبالتالي فإن (عy)K‏ = )g(‏ 4= ×۔ إذا كان 66/1 Y‏ ,× فإن ¥=K f , X×=Kg‏ » حيث 
6 ,ع وعندئذ ع1=K‏ ۸ع ×Y=K‏ ومن ثم فإن 

(XY) = y(Kgf) = (gf) = 0(2) ©)1( 


ل مواضيع في الخبر 


وذلك لأن ۾ تشاكل من 6 على 6 . ولكن 
(ع) = Y(Y)=W(Kf) = ¢(f) , W(X) = y(Kg)‏ 

ولذلك فإن (۷)ب (×)ص = (+×) ل أي أن ل تشاكل من 6/۸ على 6 . 

لكي نثبت أن «اتمائل من 6/۸ على 6 يجب علينا أن نبين أن نواة ب هي العنصر المحايد 
في 6/۸ . ولا كان العنصر المحايد في 6/1 هو ×= لذا فإنه يجب علينا أن نبت أنه إذا كان 
e‏ = )لا فإن Ke=K=وK.‏ إن من السهل إثبات هذاء لأنه إذا كان 
(8)=(عK)=ءe‏ » فإن ع-(4)8 . ومن ثم فإن ع عنصر من نواة © التي هي × . 
ولكن. عندئذء, K×=ع×‏ لأن × زمرة جزئية من 6 . وبضم هذه المعلومات مع 
بعضها نجد أننا قد أثبتنا وجود تشاكل احادي من 6/16 على 6 . وهكذا نجد أن 
6/۸6 . ومهذا نكون قد أثبتنا مبرهنة (۱-۷-۲) . 


إن مبرهنة )١-۷-۲(‏ مهمة » ذلك لأنها تفيدنا وبدقة عن الزمر التي يمكن أن تنشأ 
على هيئة صورة تشاكلية لزمرة معينة . إنه يمكن التعبير عن هذه الزمر على الصيغة 
6/16 حيث × زمرة جزئية ناظمية من 6 . ولكن من تمهيدية )١-۷-۲(‏ نجد أن 6/١‏ 
صورة تشاكلية للزمرة 6 حيث N‏ زمرة جزئية ناظمية من 6 . وهكذا فإنه يوجد تقابل 
بين الصور التشاكلية للزمرة 6 والزمر الحزئية الناظمية فيها. وإذا أراد القارىء أن 
يبحث عن جميع الصور التشاكلية للزمرة 6 فإن بوسعه التوصل إلى ذلك بالعمل داخل 
الزمرة 6 وذلك كا يلي : أوجد جميع الزمر الحزئية الناظمية ۸ في 6 ثم كون جميع الزمر 
۸ . إن مجموعة الزمر المكونة بهذه الطريقة هي جميع الصور التشاكلية للزمرة 6 [إلى 
حد التماثل] . 


يقال عن الزمرة © إنها زمرة بسيطة (ءام”8) إذا لم يكن ها صورة تشاكلية غير 
تافهة . وبعبارة أخرى. إذا كانت لا تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة . 

هناك تخمين (حدس) مشهور بقي بدون برهان لمدة طويلة يقول إن رتبة أية زمرة 
بسيطة غير إبدالية ومنتهية هي عدد زوجي . لقد تم برهان هذا التخمين من قبل الرياضيين 
الأمريكيين وولتر فايت (]656 ::17/31) وجون طومسون (ممدمتمط1 مطمل) . 


نظرية الزمر 6١‏ 


لقد أشرنا إلى أن مفهوم التشاكل هو مفهوم مهم جدا . لكي رد هذا القول 
ہر 2 
تافهة في الزمر. عندما ننشىء سو امايو وسوس يواسي 
بني 6/۸ فإننا نعلم بنيّة © «بالنسبة إلى «N‏ . صحيح » أننا نفقد بعض ال معلومات 
المتعلقة ب ب:6 .+ لکن غالبا عاتب سعلومات كانيةسن #378 يمن من طريقها اساج 
بعض المعلومات عن 6 . عندما نصور منظرًا معيّنا فإننا نحول الشىء ذا الأبعاد الثلاثة 
إلى تمثيل في بعدين. وفضلا عن ذلك فإننا نستطيع من النظر إلى الصورة أن نعرف 
معلومات كثيرة عن المنظر المصور. 


إن البرهان المقدم في التطبيقين الآنيين على بعض الأفكار المطوئرة حتى الآن» 
ليس أفضل ما يمكن . إذ سنثبت النتيجتين لاحقاً في وضع أكثر شمولية وبطريقة 
أسهل . ولكننا نستخدم هذا العرض هنا لأنه يوضج لنا بشكل جيد بعض المفاهيم في 
نظرية الزمر. 


تطبيق )١(‏ : (مبرهنة كوشى [(زاءدادت] للزمر الإبدالية) 
لنفرض أن 6 زمرة إبدالية منتهية وأن (©)0إم حيث م عدد أولي . عندئذ يوجد 
عنصر )260 وھ بحيث يكون a =e‏ , 


الرهان 

.سنيرهن على هذا التطبيق باستخدام الاستقراء الرياضى على رتبة 6 . بعبارة 
5-5-6 مرا ف المبرهنة لجميع الزمر الإبدالية التي رتبها تقل عن رتبة © . 
واستنادا إلى ذلك سيقت أن النتيجة عققة بالنسبة ل6 . ونبدأ الاستقراء بملاحظة أن 
یا ی ا الزمر التي تحتوي على عنصر واحد. 


إذا كانت 6 لا تحتوي على زمرة جزئية ##(ء) و16 فإنه وفقا لنتيجة سابقة في 
هذا الفصل يجب أن تكون 6 دائرية رتبتها عدد أولي . هذا العدد الأولي هوم . وفي 


۱۲ مواضيع في الجبر 


هذه الحالة تحتوي 6 على عناصر غير تافهة عددها 1-م ورتبة كل عنصر من هذه 
العناصر هي i)‏ 

لنفرض الآن أن 6 تحتوي على زمرة جزئية ۸ بحيث تكون ©) +01 +6 . 
إذا كان (70)هإم فإنه وفقا لفرضية الاستقراء الرياضى يوجد عنصر ۸٤۶0ء‏ بحيث يكون 
=e‏ وذلك لأن (6)ه80(>0)ه كما أن ویک إن 56226 لذلك فإننا قد 
حصلنا على عنصر يحقق شرط الميرهنة . 
لذلك نفرض الآن أن (/10)8م . لما كانت 6 إبدالية و١‏ ناظمية في © لذلك فإن 6/١‏ 
ور قن أن 3 = (6/5)ه وبها أن (20)هإم لذا فإن 


G 
P| اكاك‎ 


أيضا فإن 6/3 إبدالية نظرا لأن 6 كذلك. ووفقا لفرضية الاستقراء الرياضي يوجد 
عنصر 66/87 يحقق العلاقة ب,ع-"خا حيث ٠هو‏ العنصر المحايد في 6/١‏ . 
كما أن ,+× . 
ولكن صيغة العنصر × في 6/۸ هي ط۸=× » 566 وبناءً عليه نجد ”(-”(له)-0ر 
وحيث إن ۸= و ٥=×و Ii X#e,‏ نجد أن N۶۸‏ ى]| أن ×=”ط۸ مما يعني أن 
béN «bPEN‏ , 


<o(6) 


واستنادا إلى إحدى نتائج مبرهنة لاجرانج» نجد أن = "*(۶ط) » أي أن 
po(NP—e‏ 8 
ليكن "*ط=». عندئذ عدت ولكي نثبت أن العنصر ء يحقق شرط المبرهنة يجب 
علينا أن نقبت أن »*ه . فلنفرض أن = عندئل 6= ومن ثم فإن 
۸-*(طN)‏ وباللجمع ما بين ۸=”(ط۸) وكون (N)ه‏ إم حيث م عدد أولي 
نحصل على ×= وذلك يقتضى أن 0٤6١‏ . وهذا تناقض . ومن ثم فإن عه 
كما أن =e‏ ويهذا نكون قد انهينا الاستقراء وبه يتم البرهان. 
تطبيق (؟) : (مبرهنة سيلو [«5219] للزمر الإبدالية) 

إذا كانت © زمرة إبدالية رتبتها (6)ه وكان م عددا أوليا بحيث ان (0)©6/"م 
و (©)1/0+"م فإن © نحتوي على زمرة جزئية رتبتها “م . 


نظرية الزمر ۳ 


الرهان 

إذا كان 0 = » فإن الزمرة الجزئية (ء) تحقق استنتاج المبرهنة . لذلك نفرض أن 
مجه . عندئذ (6)ه|م ووفقا للتطبيق الأول يوجد عنصر 6 © وعدء 
بحيث يكون 25-6. لنفرض أن (حيث 7 عدد صحيح ماء "=e‏ ×|€6×)-=5 . بها أن 
5 و ##هلذلك تكون ()52 . إننا ندعي أن 5 زمرة جزئية من 6 . لما كانت 5 منتهية 
لذا فإنه يكفي أن نتحقق من أن 5 مغلقة . إذا كان 65ز:» فإن ع-”” وء="”ر وبالتالي 
فإن ع-”*”مبر ”۶× = ”(ر») [لقد استفدنا هنا من كون 6 إبدالية] وهذا يثبت أن 
5 . بعد هذا ندعى أن #م-(5)هحيث »>0>8 . لرهان ذلك إذا كان Bê‏ 
أوليا معينا وكان )۹8 معدو . فإنه وفقا للتطبيق الأول» يوجد عنصر 67*68 بحيث 
يكون داك » ومع ذلك فإن ع-"ت حيث ٣‏ عدد صحيح معين لأن 65ه. وما كان "م,و 
أوليين نسبيا فبإمكاننا إيجاد عددين صحيحين ۸ وم بحيث يكون 1-"ميم+2<0 وبناء عليه 
فإن 


(=e‏ ) ب "صنل هننس ای سن 

ولكن ذلك يناقض کون عخ*به . 

واستنادا إلى مبرهنة لاجرانج فإن o(S)|o(G)‏ ۾ لذلاكق فإن Bsa‏ . 
لنفرض الآن أن »>م ولنعتبر الزمرة الإبدالية 6/5 . لما كان »>8 وكانت 
َ (6/5)ه وكان أيضا (10)6/5م » فإنه يوجد عنصر 88 (66*) في 6/8 
يحقق الشرط 525 و5-"”(:5) حيث ۸ عدد صحيح أكبر من الصفر. 
لکن "57 -"”(:5) -5 وهكذا فإن ×٤8‏ وبالتالي 7 = رمم = 9( )= . 
ولذلك فإن × يحقق ماما المتطلبات اللازمة لكى ينتمى إلى 5 » وبعبارة أخرى 65* . 
ولذلك فإن 5-5 ما يناقض كون 5+5 وعليه فإن كون »>8 غير ممكن وبالتالي فإن 
»=8 . وبناءً على ذلك فإن 5 هى الزمرة الجزئية المطلوبة ذات الرتبة “ص . 

لنضفي على هذا التطبيق قوة أكثر وذلك بفرض أن 7 هي زمرة جزئية أخرى 
من 6 رتبتها “م » 7+5 وعندئذ فإن 51-75 لأن 6 إبدالية ولهذا فإن 51 زمرة جزئية من 
6 


6 مواضيع في الجیر 


استنادا إلى مبرهنة )١-١-۲(‏ نجد 


0)81(- o(S) o(T) *مثم__‎ 
o(SNT) o(SNT) 


وحيث إن 5+1 . لذلك فإن “م > ٥)8۸1(‏ وبالتالي فإن ”م > (0)51 حیٹ »< . 
وبما أن 57 زمرة جزئية من 6 فإن هذا يقتضى أن يكون (0)51(|0)6 » 
أي أن (7166 مما يناقض حقيقة أن » هو أكبر قوة للعدد م التي من أجلها 
(©)10"م وبناءً عليه فإنه لا يوجد مثل هذه الزمرة الجزئية (أي 7 )» أي أن 
5 هي الزمرة الحزئية الوحيدة ذات الرتبة “م ويهذا نكون قد برهنا النتيجة الآتية . 

إذا كانت 6 إبدالية رتبتها (6)ه وكان (6)ص !"م و (6)م*“م فإنه 
يوجد زمرة جزئية وحيدة في 6 رتبتها “م . 


إذا نظرنا إلى الزمرة ر6=5 التي ليست إبدالية حيث 6(=2.3)ه فإننا 
الترتيب (هرء) و (باه,ء) و (4002,ء) وبالتالي فإن النتيجة تؤكد أن الوحدانية ليست 
المنتهية . 


نعود الآن إلى موضوع التشاكل . لنفرض أن 4 تشاكل من 6 على © نواته 
هي × وأن ۴ زمرة جزئية من 6 ولتكن (1=)×66|4)»(6۴ . إننا ندّعي أن 
1 زمرة جزئية من 6 تحتوي × . إن كون 12K‏ واضح ذلك لأنه إذا كان 616 
فإن e٤۴‏ =(×)۵ ومن ثم فإن 18121 . لنفرض الآن أن ٤8‏ ,× عندئذ 6185(«)ن 
و2(68)ب وهكذا فإن 6۴(ر)م (×)ض = )×y(‏ وبناءُ علیہ 1 €رx‏ مما 
يعني أن 51 مغلقة بالنسبة لحاصل الضرب في 6 . وفضلا عن ذلك إذا كان 


نظرية الزمر 1.6 


11 فإن p)×(€۴‏ وبالتالي 8(768)+-1*)ب مما يترتب عليه أن يكون 
3 . وهكذا فإننا قد برهنا على إدعائنا بأن 11 زمرة جزئية من 6 . بالإضافة إلى ذلك 
ماذا يمكن القول عن الحالة التي تكون فيها آ۴ ناظمية في 6 ؟ لنفرض أن 46ع و1 ط 
عندئذ 4)0(611 ومن ثم فإن 7615 (9)0(9)8(ع)م-(اعمع)ن لأن 8 ناظمية في 6. 
وبالتالي فإن 613 همع أي أن 11 ناظمية في 6 . 


أمر آخر جدير بالملاحظة هو أن التشاكل ف من 6 على 6 عندما يعمل على عناصر 
11 فقط. فإنه يحدث تشاكلا من 11 على 11 نواته هي × نفسها. ولا كانت 
15 فإنه وفقًا لمرهنة (7-/1-0) نجد أن 14/۸ .F1~‏ 


وعلى العكس» لنفرض أن ا زمرة جزئية من 6 وأن ا× ولتكن 
}1€ ,(01)ن-»|6»»! =1 عندئذ يستطيع القارىء أن يتحقق من أن .1 زمرة جزئية من 
6 . هل يمكن وصف الزمرة الحزئية (آ6 (66|409() -7 بوضوح؟ واضح أن 1٤1‏ . 
هل يوجد أي عنصر ۲٤١‏ بحيث يكون .1 ؟ لنفرض أن ۲٤۳‏ عندئذ -0)(61 ومن 
تعريف ,1 نجد (401-(0)1 حيث 1٤1‏ . وبناءً عليه فإن ع = ':(0)1 (:)+-(4)]11 وبالتالي 
ا" أي أن ؛ ينتمي إلى 11 التى تساوي .1 . وبعبارة أخرى» لقد برهنا على أن 
ا" وهذه النتيجة مع کون 17 تقنضي أن 1= 1 . بهذا نكون قد أنشأنا تقابلا بين 
مجموعة الزمر الجزئية في 6 ومجموعة الزمر الجزئية من 6 التي تحتوى × . وبالإضافة إلى 
ذلك نجد وفقا هذا التقابل أن كل زمرة جزئية ناظمية في 6 تقابل زمرة جزئية ناظمية في 
٩‏ 


ونلخص هذه الفقرات ف التمهيدية الآتية . 
تمهيدية (؟-/-0) 


لیکن + تشاكلا من © على 6 نواته هي ×۸ ولنعرف 1 کا يلي H=(x€G|p(x)€ F1}‏ 
حيث آ۴ زمرة جزئية من 6 . عندئذ تكون 11زمرة جزئية من 6 تحتوي × . وإذا كانت 


ال مواضيع في الجير 


۴ ناظمية في 6 فإن 11ناظمية في © وبإلاضافة إلى ذلك فإنه ينشأ عن هذا الترابط تقابل 
من جموعة كل الزمر ا جزئية من 6 على جموعة كل الزمر ا جزئية من 6 التي تحتوي × . 


ميرهنة (۷-۲-( 
لیکن ف تشاكلا من © على 6 نواته ۸ . ولتكن ١‏ زمرة جزئية ناظمية من 
6 و (آ3) (ن|© »:] -ل! عندئذ 6/7 - بم/6 وبعبارة أخرى (0/16(/)07/1)--6/81© . 


الرهان 

کا نعلم. يوجد تشاكل 0 من 6 على 6/۸ معرف کا يلي ع1 -2) 6. 
الآن نعرف التطبيق 6+6/۸:ل كما يلي (54)8-(ع)ب حيث 6٤ع‏ . إن باغامر, لأنه 
إذا كان 6٤ع‏ فإن (ع)+-ع حيث 6غ ونظرا لأن + غامر لذلك فإنه يمكن كتابة 
العنصر 3/8 في 6/۸ على الصيغة (8)-(74)8 إذا كان 4,066 فإنه ‏ وفق تعريف 
التطبيق بإ - يكون (50)26-(20)ب! ولكن (3(0)6)+-(4)30 لأن 4 تشاكل وبالتالي : 

(b)‏ بد (a)‏ بدح N ¢(a) N +(b)‏ = (ط)ن (2)ب لل 

وهكذا فإن به تشاكل من 6 على 6/8 . ما هي نواة ؟ لنفرض أن 1 هي نواة 
س . أولاء إذا كان 6ه فإن ٤()م‏ وبالتالي ۸=( )۸(=4) حيث 5 هو 
العنصر المحايد في 6/59 وهذا يثبت أن 7127 . 
ومن ناحية أخرى. إذا كان ۲٤١‏ فإن (0)1 هو العنصر المحايد في 5/51 الذي يساوي 
۴ » ولكن (0-5040)« وبالتالي فإن: 8-504)0 وهذا يعني أن 0611)+ . ومن 
تعريف N‏ نجد أن 167 . أي أن 1610 ويبذا نكون قد برهنا على أن نواة له هي 
N‏ . وعندئذ يكون ب تشاكلا من 6 على 6/۸ نواته هي N‏ . 


واستنادا إلى المبرهنة )١-۷-۲(‏ نستنتج أن 6/51 > 6/8 وهذا يثبت القسم الأول 
من المبرهنة . إن القسم الثاني من المبرهنة ينتج من ملاحظة أن N ZNI/K « 6 ~6/K‏ 
ومنه نجد (6/1(/)78/16) < 6/8 . (وهذا ينتج أيضا كنتيجة لمرهنة 17-/ا-1) . 


نظرية الزمر ۱۰۷ 


مسائل 
١‏ - تحقق ما إذا كانت التطبيقات الآتية هي تشاكلات ثم أوجد نواة التشاكل . 
(1) © هي زمرة الأعداد الحقيقية غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب 
وات ع6 و2 وج ولكل x€G‏ . 
(ب) 6 و6 كما في (ا) و "0000-2 . 
(ج) 6 هي زمرة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع 
و6 = 6و1+:-(:)م لكل €6× . 
(د) 6و8 کا في (ج) و ×13=(×)@› €6× . 
(ه) 6 أية زمرة إبدالية و 6 = 6 و 5«- )ب لكل 6)€× . 
؟ - لنفرض أن 6 أية زمرة وأن 6٤ع‏ عنصر معين ولنعرف 6¬6:ض بالعلاقة 
ع×ع=(×) . أثبت أن ۾ تمائل من 6 إلى 6 . 
*- لنفرض أن 6 زمرة إبدالية منتهية رتبتها (0)6 وأن ‏ عدد صحيح بحيث 
يكون 1 = ((2,0)6). برهن على أن كل عنصر 866 يمكن كتابته على الصيغة 
"اددع حيث 266 . 
إرشاد: اعتبر التطبيق 6+¬6:ض المعرف كما يلي "ع = (ع)4» ثم برهن على 
أنه تماثل من 6 على نفسها. 
4 - (ا) إذا كانت 6 أية زمرة ولا مجموعة جزئية منها. ولتكن ا. أصغر زمرة 
جزئية من 6 تحوى نا . أثبت وجود مثل هذه الزمرة الجزئية ا في 6 . 
[يطلق على ]. الزمرة الحزئية المولدة بالمجموعة ا ]. 
(ب) إذا كان 610 عںع لكل 6٤ع‏ ولكل نآن. فأثبت أن 0 زهرة جزئية ناظمية 
في 6. 
ه- الشكنن [6ع و تا , يهو ك تاراق هده الحالة بالرسو 
'© ويطلق عليها زمرة المبدلات الجزئية في 6 
)١(‏ برهن على أن '6 زمرة جزئية ناظمية في 6 . 
(ب) برهن على أن '6/6 إبدالية . 
(ج) إذا كانت 6/8 إبدالية فأثبت أن N26‏ . 


۱۸ مواضيع في احير 


(د) إذا كانت 81 زمرة جزئية من 6 و'126فإن ١‏ زمرة جزئية ناظمية 
ي6 . 
٦‏ - إذا كانت 71,384 زمرتين جزيئيتين ناظميتين من 6 
فأثبت أن 11/701 - NMM‏ . 
۷ے لكق ۷ هي مجموعة الأعداد الحقيقية ولنعرف التطبيق ۷ ج۷ا › 
حيث ٤۷‏ ,هة بالعلاقة ا+×4=(×) > ولتكن(3*0 ,3,0€۷| )=6 و (€6 ج{ .N=‏ 
أثبت أن ١1‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 وأن 6/7 تماثل زمرة الأعداد الحقيقية 
غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب . 
۸- لتكن 6 هي الزمرة الزوجية والمعرفة على أنها مجموعة كل الرموز أرأ× . 1-0,1 
و 1-ه...,12<ز حيث =× و =e‏ "رو × ر=ر× . 
أثبت ما يلي : 
(ا) إن الزمرة الحزئية (!"لز...,لارء) =۸ هي زمرة جزئية ناظمية في 6 . 
(ب) 8077© حيث (1-,۷=)1 هي زمرة بالنسبة لعملية ضرب الأعداد 
الحقيقية . ۰ 


4 - برهن على أن مركز الزمرة هو دوما زمرة جزئية ناظمية . 
٠‏ - برهن على أن الزمرة التي رتبتها 9 هي زمرة إبدالية . 
-١‏ إذا كانت 6 زمرة غير إبدالية وكانت 6-(0)6 
فأثبت أن ,6-5 . 
- إذا كانت 6 زمرة إبدالية وكانت N‏ زمرة جزئية من 6 
فأثبت أن 6/8 إبدالية . 
١‏ - أوجد مركز الزمرة الزوجية الواردة في المسألة (۸) . 
٤‏ -_ أوجد زمرة المبدلات الجزئية » أي '6 للزمرة الزوجية الواردة في المسألة )٠۳(‏ . 
٠6‏ لتكن 6 هي زمرة الأعداد المركبة غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب. 
ولتكن × هي مجموعة الأعداد المركبة التى قيمتها المطلقة تساوي الواحد (أي أن 
a+b €N‏ إذا كان 2+02-1ه ) . أثبت أن GIN‏ تماثل زمرة الأعداد الحقيقية الموجبة 
بالنسبة لعملية الضرب . 


نظرية الزمر ۰۹ 


١١ 4‏ - لتكن 6 هي زمرة الأعداد المركبة غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب 
وأن © هي زمرة المصفوفات ( 8 )من النوع 2 ×2 حيث ,ط عددان حقيقيان 
لا يساويان الصفر معا وذلك بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . أثبت أن © 
تماثل 6 وذلك بإيجاد تعاثل من 6 على 6 . 

اك لتكن 6 هي زمرة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع وهي 

الزمرة الحزئية المكونة من الأعداد الصحيحة. أثبت أن 6/۸ متراثلة مع زمرة 
الأعداد المركبة التي قيمتها المطلقة تساوي الواحد وذلك بالنسبة لعملية 
الضرب . 

4# 14- لتكن 6 هي زمرة المصفوفات الحقيقية ( *) من النوع 22 حيث 

معدء-20 وذلك بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات : ولتكن 
N={( 8 eG |ad-be =1)‏ 
أثبت أن N26‏ حيث '6 هي زمرة المبدلات الجزئية في 6 . 

34 19* في المسألة (14). أثبت أنه في الحقيقة أن 01-"6 . 

۲١ +‏ - لتكن 6 هي زمرة المصفوفات الحقيقية (5 * ) من النوع 22 حيث هله 
وذلك بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . 
أثبت أن '6 هي تماما مجموعة المصفوفات من الصيغة (* ) . 

.5, لتكن ,5و,5 مجموعتين» ولنفرض أنه يوجد تقابل ل من ,8 إلى‎ - ١ 
أثبت وجود تماثل من (,4)5 إلى (ر4)5 حيث (4)5 هي مجموعة كل التقابلات‎ 
من 5 على نفسها.‎ 


(۲ - ۸) التماثلات الذاتية 
لقد عرفنا ودرسناء في البند السابق » مفهوم التشاكل من زمرة إلى أخرى. حالة 
خاصة من ذلك ولكنها ذات أهمية هي عندما يكون التشاكل من الزمرة على نفسها. هنا 
نستخدم كلمة «على» عمداء ذلك أنه توجد زمر وتشاكلات تطبق هذه الزمر إلى - وليس 
على نفسها. وأبسط مثال على ذلك هو أنه إذا كانت 6 هي زمرة الأعداد الصحيحة 
بالنسبة لعملية الجمع وكان 6+¬6:ض وفق القاعدة ×2=(×)ض لكل 66× . وحيث 
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إن 22+29 = (ر+×)2در+×:م لذلك فإن ۾ تشاكل. أيضا إذا كانت صورتا 
× » ل وفق التطبيق + متساويتين فإن 2-2 يقتضى أن =× أي أن ف تمائل» 
بيد أن ف ليس غامراء ذلك أن صورة أي عدد صحيح وق التطبيق + هو عدد صحيح 
زوجي » وعلى سبيل المثال فإن العدد 1 ليس صورة لأي عنصر من 6 تحت تأثير 
+ . إن اهتمامنا سيكون منصبا على دراسة التماثل من زمرة على نفسها. 
تعريف 

التياثل الذاتي («تدنطام:هجرهانة) لزمرة ما © هو التياثل من 6 على نفسها . 


وكا ذكرنا في الفصل الأول فإنه عندما نتحدث عن التطبيقات من مجموعة إلى 
نفسهاء فإننا سنكتب التطبيقات من اليمين» وهكذا إذا كان 1:55 و65 فإن 
آ× هی صورة العنصر × تحت تأثير ٣‏ . 


ليكن 1هو التطبيق على 6 الذي يرسل كل عنصر إلى نفسه. أي أن. 
×=1× لكل ×٤6‏ . إن 1 تمائل ذاتي على 6 كما يبدو ذلك واضحا. 


لتكن (4)6. ترمز إلى مجموعة كل التماثلات الذاتية على الزمرة 6 . إن 
(4)6.. مجموعة جزئية من (۸)6 التي هي مجموعة التطبيقات الأحادية من 6 على 
نفسهاء لذلك يمكن استخدام الضرب المعرف على (6)ه من أجل (2)0 
- أي تركيب التطبيقات - ولا كان هذا الضرب محققا لقانون التجميع في (4)6 » 
فإنه من باب أولى محقق في (4)6. . أيضا فإن عنصر الوحدة 1 في (۸)6 موجودة 
في (6)6. » لذلك فإن (6)6..ليست خالية . 


إن الحقيقنة التي تجب.علينا غاولة إثباتها هي أن (6)6ن زمرة جزئية من 
(۸)6 وبالتالي فإن (2)0- زمرة بكل ما في الكلمة من معنى . 
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إذا كان ١,١ 1,٤-6)6(‏ » فإننا نعلم أن TT, T€A(6)‏ ¢ 
بيك أننا نريد أن يكون هذا العنصر في المجموعة الصغرى (4)6.. وللتحقق من ذلك 
نجد أنه لكل ٤6‏ ,× يكون 
(y)T, = (xT) (YT):‏ 
(xy) T, = (x T,) (y T)‏ 
ولهذا فإن 
10012 10097 )) = ي9(101) = (xy) TT,‏ 
((xT)T,) ((y T,) T,) = (x TT) (Y TT)‏ = 
ما يعني أن (6)6/ ۲,۲,٤‏ . 


بقي حقيقة أخرى تحتاج إلى إيضاح لكي تكون (4)6. زمرة جزئية من 
(۸)6 تلك هی أنه إذا كان (©)76.2 فإن (©)62 12 , 
إذا كان 6٤ر‏ × فإن: 
[((yT')T]‏ لتم ]حر (yT')]‏ رنعكم] 
(x1) (y1) = xy‏ = 
وهكذا فإن '-1(<) = ('-1(()901») ويقتضي هذا أن (5216»2)6 . 


هذه الملاحظات نكون قد أثبتنا التمهيدية الآتية. 


تمهيدية (۱-۸-۲) 
إذا كانت © زمرة فإن جموعة التياثلات الذاتية (6)6 .للزمرة © هي زمرة أيضا . 


طبعاء حتى الآنء لا نعلم طريقة. في الحالة العامة. لمعرفة ما إذا كانت 
(6)6. تحتوي على عناصر غير 1 . 


۱1۲ مواضيع في الجير 


فإذا كانت 6 زمرة تحتوي على عنصرين فقط فإن باستطاعة القارىء إثبات 
أن (6)6. تحتوي على 1 فقط . وفي حالة الزمر التي تحتوي على أكثر من عنصرين 
فإن (2)6.. تحتوي دائا على أكثر من عنصر. 


إن ما نريده هو عينة من التماثلات الذاتية أغنى في خواصها من تلك التى 
لفيا (أي» 1 ). فإذا كانت 6 إبدالية وكان يوجد عنصر 66× بحيث کک 
فإننا نستطيع كتابة تماثل ذاتي صريح ۰ هو التطبيق ۲ المعرف بالعلاقة "×=۲×لكل 
6× . إن 7 غامر لأية زمرة 6 . ولكل زمرة إبدالية 6 يكون لدينا. 
(xy) 1 = (xy)" = yx = xy" = (xT)(yT)‏ 
أيضا فإن × ×= 1× » لهذا فإن ۲1 . 


ورغم ذلك فإن صنف الزمر الإبدالية محدود قليلا ولهذا فإننا نود أن يكون لدينا 
تماثلات ذاتية لزمر غير إبدالية. والغريب حقا هو أن مهمة الحصول على التماثلات 
الذاتية لمثل هذه الزمر أسهل منها في حالة الزمر الإبدالية . 


لتكن 6 زمرة ولنفرض أن 6٤ع‏ » عندئذ نعرف التطبيق 6+6:ي1 كما يلي 
8 - ,۲ × لكل 6× . إننا ندعي أن ,7 تماثل ذاتي على 6 . أولاء إن 7 غامر لأنه 
إذا كان 6٤ر‏ وفرضنا أن "عرع=×فإن 
و = و( "و رع) "= و( و2 ,1× 
لذا فإن ,1غامر. 


لنفرض الآن أن )»× » عندئذ 
(xy)T, = g"(xy)g = g"(xgg"y)g = (g"xg)(g yg) = (*TJ(yT,)‏ 
أي أن ,1 تشاكل من 6 على نفسها. 
1 
وفضلا عن ذلك. فإن 7 احادي» لأنه إذا كان ,= ,1× فإن وراع دواع » 
واستنادا إلى قوانين الاختزال نجد أن ر=× . إن ٣‏ يدعى التماثل الذاتي الداخلي 
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automorphism)‏ بعمم1) ابل للعنصر ع . فإذا كانت 6 ليست إبدالية فإنه 
يوجد عنصران 2,866 بحيث يكون و##مة وعندئذ معدهم!ة-ي6]1 
ولذلك فإن ال وهكذا فإنه يوجد تمائلات ذاتية غير تافهة للزمر غير الإبدالية 5 


لتكن (6(|866)# 16) = (2)6.. إن حساب ےآ حيث 46 .» ع قد يكون 
مهما إلى حد ماء لذلك نفرض أن ×٤6‏ ومن تعريف ر" . 
و1 = xT, =(gh)'x(gh) = h"g"xgh = (gxg) T, = (xT,) T,‏ 
وبالتالي فإن ٣,٣,‏ = پا . 


إن هذه الملاحظة مهمة وموحية في الوقت نفسه . إنها مهمة لأنه ينتج عنها مباشرة 
أن (6) زمرة جزئية من (6)6. (تحقق من ذلك). إن (6 غالبا ما تدعى بزمرة 
التماثلات الذاتية الداخلية للزمرة 6 . كا أنها موحية» لأنه إذا إعتبرنا التطبيق 
(6)6/.+6:به المعرف بالعلاقة ,آ=(ع) ب لکل 6 فإن = ,1,1 = T,,‏ = (طع)ب 
(ط)ب(ع)ب أي أن ب تشاكل من 6 إلى (4)6. والتي صورته هي (2)6. . ما هي نواة لا 
؟ لنفرض أنبها >1 وأن 616,ع » عندئذ 1-(,ع): » وبعبارة أخرى. 1-,ي1ولكن هذا يعني 
أنه لأي ×٤6‏ يكون ×= × . ومع ذلك فإن ع ×'رع= ے1 ×وبالتالی فإن ,ع«امع-» 
لكل ×٤6‏ وهكذا فإن مع = رع× "رعرع -«رع نما يعني أن م8 تتبادل مع جميع عناصر 6 ١‏ 
ولكننا عَرّفنا مركز الزمرة © » أي 2 » بأنه تماما كل العناصر في 6 التي تتبادل مع كل 
عنصر في 6 (انظر تمرين ١6‏ بند 0-7) . وهكذا فإن 12 . 


كذلك إذا كان 67 فإن «-2 1-2 (وذلك لأن 2×=×z‏ ). أي أن 
1,=1 وبالتالي فإن 2616 وهذا يقتضى أن 2-16 . لقد أثبتنا أن 12 وكاك2 . 
لذلك نجد أن 1-2 . 


ويمكن تلخيص ما سبق بقولنا إن ب تشاكل من 6 إلى (6)0... صورته هي 
(2)6, ونواته هي 2 . واستنادا إلى مبرهنة (0-/1-0) فإن 6/2 (2)6 . 
وللتأكيد على هذه النتيجة العامة فإننا ندونها على هيئة تمهيدية . 
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تمهيدية (۲-۸-۲) 
۶ (6 حيث (6] هي زمرة التماثلات الذاتية الداخلية للزمرة 2,6 هو 
مركز الزمرة © . 


لنفرض الآن أن © تمائل ذاتي على الزمرة © وأن 4646 وأن رتبة ۾ هي ١‏ (أي 
أن مدهو هدهو أقل عدد صحيح موجب يحقق هذه العلاقة). عندئذ 
ع-6)م = ("ه)ن-"(ه)ن , أي أن ء-"(0)ب . فإذا كانء-"(0)0 حيث م>م>ن 
فإن ع-(”4)3>-"(3)م نما يؤدي إلى أن م="ه لأن © أحادي » وهذا تناقض . وبالتالى 
نحصل عل التمهيدية الآنية: ٠‏ 


تمهيدية (۳-۸-۲) 
لتكن 6 زمرة و ف تماثلا ان على © فإذا كان 2 عنصرا من 6 رتبته هی 
0<رهم)ه فإن (ه)ه-((ه)و)ه 


يمكن استخدام التماثلات لبناء زمر جديدة من زمر معروفة ولكن قبل أن نوضح 
هذا تجريديا نعتبر المثال الخاص الآتي: 
لتكن 6 هي الزمرة الدورية التي رتبتها 7 » أي أن 6 تتكون من العناصر أه حيث 
ع-3, إن التطبيق ”دجأة:م هو تمائل ذاتي رتبته تساوي 3 أي أن 1= ويمكن 
التأكد من ذلك بسهولة. لنفرض أن × هو رمز يخضع للشروط الآتية: 
ودرأة)ن ديرو ارو م=*× ولنعتبر كل الرموز من الصيغة أوأءا حيث 1-0,1,2 و 
20116 
ونؤكد هنا على أن اه" أه» إذا وفقط إذا كان 70003 -زو 7 00م 1=ز. إننا 
نضرب هذه الرموز ببعضها مستخدمين القواعد الآتية: 4۶-×ه" »,= =× فمثلا 

(xa)(xa?)=x(ax)a”=x(xa)a”=x a“ 

ويمكن للقارىء التحقق بأنه يمكن الحصول بہذه الطريقة على زمرة غير إبدالية رتبتها 
تساوى 21. 
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وعلى العموم» إذا كانت 6 زمرة وكان ۲ تماثلا ذاتيا غير داخلى رتبته تساوي 
:ثم اخترنا رمزا هو × واعتبرنا كل العناصر ع'× حيث 1-01 ٠‏ 866 الت 
تخضع للشرط وهو أن 'ع "×=ع!*× إذا وفقط إذا كان همزا و 'عدع x gixgT'y‏ 
لجميع قيم 1فإنناء بهذه الطريقة نحصل على زمرة أكبر هي {G,T}‏ كا أن © 
ناظمية في (6,1) و 6,۲(/6) تمائل الزمرة المولدة بالعنصر ٣‏ وهي الزمرة الدورية التي 
رتبتها تساوي ۲. 
نختتم هذا البند بتعيين (©)6.. لجميع الزمر الدورية . 


مثال (۱-۸-۲) 

لتكن 6 هي الزمرة الدورية المنتهية التى رتبتها تساوي :و ()=6 » ع-أة. 
ولنفرض أن ا قائل ذاتي على 6. وحيث إن (21)= ۲ه لذا فإن معرفة 21 تعين 4۲ » 
ووفقا لذلك فإن ٣ع‏ قد تعين وذلك لكل (3)-6©ج. وعليه فإننا سنعتبر فقط 
الصور اللمكتة للعنصر ه تحت :تائيس كذّلَك يا أن 4۳66 وبا أن كل عنصر من 
6 هو إحدى قوى ۾ » لذلك فإن =1 حيث :>:>0 . وبما أن 7 تماثل ذاتي» 
فإن رتبة 1ه يجب أن تساوي رتبة 8 (تمهيدية 7-8-7). إن هذا الشرط يفرض على 
؛ أن يكون أوليا بالنسبة إلى » . لأنه إذا كان :01 و ٣إ‏ فإن 

=a" =e‏ و - 5 (31) أي أن رتبة 1ه قاسمة للعدد (ك) 

وبالجمع ما بين هذه الحقيقة وتلك التي تنص على أن رتبة 1ه هي ۲ نستنتج أن 
.d=1‏ 

ومن ناحية أخرى» فإنه لأي عدد 5 أولي بالنسبة إلى : حيث 0>5>1 » يكون 
التطبيق *2+أ5:3 تماثلا ذاتيا على 6. وهكذا فإن (6)6. تتقابل مع الزمرة ,لا من 
الأعداد الصحيحة الأصغر من ١‏ والأولية بالنسبة إليه وذلك بالنسبة للضرب قياس ۲. 
إننا ندعي » ليس فقط» وجود تقابل بل إن هذا التقابل هو في الواقع تمائل . دعنا نرقم 
عناصر (6)6. على الشكل 1 حيث أهجة:,1 كما أن ¡ أولي بالنسبة إلى :و :>0>1. 

الآن أنهالأه)ماومة:313. أي أن 13-17 إن التطبيق ;1دا يظهر لنا 
التهاثل من ,نآ على (6)6. وعندئذ» نجد هنا أن ,10 -(0)6.. 
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مثال (۲۔۲-۸) 
معاد هنا © لتكون الزمرة الدورية غير المنتهية أي أن © تتكون من جميع 
العناصر أ2 . ....1+,1-0 . حيث نفرض هنا أن ع-خ2 إذا وفقط إذا كان 1-0. لنفرض 


أن ۲ تماثل ذاتي على 6. كما في المثال )١-48-5(‏ '35-4. 
السؤال الذي يطرح نفسه هو: ما هي قيم ۲ الممكنة؟ 
لما كان ۲ تماثلا ذاتيا على 6 لذلك فإنه يطبق 6 على نفسها ولهذا فإن ١ع=ه‏ حيث 
.g€G‏ 
وهكذا فإن أ(۲=)41'و=ه۾ »> حيث اعدد صحيح ولا کان =۲ لذا فإنه يجب أن يكون 
لدينا "ه-ه وبالتالي فإن "=e‏ "ة ومن ثم فإن 1-0-: أي أن 1-ة؛ وبم أن 
¡ » ا عددان صحيحان فإنه من الواضح .t=+1‏ 
وني كلتا الحالتين ينشأ عن قيمتي ؛ تماثلان ذاتيان» فعندما 1= نحصل على 
التماثل الذاتي المحايد 1. وعندما 1--: نحصل عل التمائل الذاتي ا-همه: لكل 
عنصر ع من الزمرة الدورية 6 وهكذا فإن (6)6. تماثل زمرة دورية رتبتها تساوي 2. 
يسافل 
١‏ - هل التطبيقات الآتية تماثلات ذاتية على الزمر المعرفة؟ 
)١(‏ © هي زمرة الأعداد الصحيحة بالنسبة لعملية الجمع و ج»×:۲آ. 
(ب) © هي مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة بالنسبة لعملية الضرب «جهم:1. 
(ج) اش الزمرة الدورية التي رتبتها تساوي 12 . ©«جب::1. 
)د( G‏ عن الطرة وآو Tx"‏ 
لاح لكين © زمرة و11 زمرة جزئية منبا و ۲ تماثل ذاتي على 6 ولتكن 
(611 ط|كط) -(11). أثبت أن 11(1) زمرة جزئية من 6. 
*“- لتكن 6 زمرة و ۲ تماثل ذاتي على 6 و ١‏ زمرة جزئية ناظمية في 6. أثبت أن '23(1) 
زمرة جزئية ناظمية في 6. 
٤‏ - إذا كانت ,6-5 فأثبت أن (2)6 ح6. 
٥‏ أثبت أنه لأية زمرة 6 تكون (6) زمرة جزئية ناظمية في (6)6. [إن الزمرة 
(6)6(/6. تدعى زمرة التماثلات الذاتية الخارجية على ©]. 
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5- لتكن 6 هي الزمرة التي رتبتها تساوي 4 حيث 
G=(e,a,b,ab}, a”=b”=e, ab=ba‏ 
عين (©)6- . 
۷-(ا) يقال عن الزمرة الجزئية © من 6 إنها زمرة جزئية مميزة 
(Characteristic subgroup)‏ من 6 إذا كان C٤٣‏ آ(C)‏ لكل تمائل ذاتي ۲ 
على 6. برهن على أن الزمرة الحزئية المميزة ناظمية في ©. 
(ب) أثبت أن عكس () غير صحيح . 
8 اتان زمرة المبدلات الحزئية '© هي زمرة جزئية مميزة (انظر مسألة ه بند ۷-۲) . 
۹ے إذا كاحت © زمرة وكانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 و 14 زمرة جزئية 
مميزة في ١‏ فأثبت أن 01 زمرة جزئية ناظمية في 6. 

-٠‏ لتكن 6 زمرة منتهية و ۲ تماثل ذاتي على 6 بحيث أن «-5: إذا وفقط إذا 
كان »=× حيث 6»6*. أثبت أن كل عنصر 866 يمكن تمثيله على الصيغة 
(1×)'×=ع حيث €6×. 

-١‏ لتكن 6 زمرة منتهية و ۲ تماثل ذاتي على 6 بحيث أن «-7 إذا وفقط إذا 
كان =× حيث 66 ولنفرض أيضا أن 12-1. أثبت أن 6 يجب أن تكون 
إبدالية . 

7*- لتكن 6 زمرة منتهية ولنفرض أن 7 تماثل ذاق ينقل أكثر من ثلاثة أرباع 

عناصر 6 إلى معكوساتها. أثبت أن 1-1 لكل 66 وأن 6 إبدالية . 
۴ - بالرجوع إلى المسألة )١*(‏ هل تستطيع إيجاد مثال لزمرة منتهية وغير إبدالية 
ويوجد ها تمائل ذاتي ينقل تماما ثلاثة أرباع عناصرها إلى معكوساتها؟ 
4 - أثبت أنه لأية زمرة منتهية تحتوي على أكثر من عنصرين يوجد تمائل ذاتي غير 
تافه . 

-٠‏ لتكن 6 هي الزمرة التي رتبتها 20 ولنفرض أن رتبة نصف عدد عناصر 
6 هي 2 وأن النصف الآخر يكون زمرة جزئية 11 رتبتها «. أثبت أن رتبة 
11 هي عدد فردي كما أن ٨1‏ زمرة جزئية إبدالية من 6. 

اواك سكن (0)+ هي دالة أويلر. إذا كان 1< عددا صحيحا. فأثبت 
أن (1-"a)م|n.‏ 


۱۱۸ مواضيع في الجير 


۷- لتكن 6 زمرة و2 مركزها فإذا كان 7 أي تماثل ذاتي على 6. فأثبت أن 
212). 

18 الک 6 زمرة و 7 تمائلا ذاتيا عليهاء ولتكن (×ه=هx€6|x) N)a(=‏ 
لعنصر 366. أثبت أن .N)4۲(=)۸)a((۲‏ 

۹ لتك 6 زمرة و 1 تماثلا ذاتيا عليها و ١‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 بحيث 
يكون 02(101). وضح كيف تستعمل 7 لتعريف تماثل ذاتي على .6/٩‏ 

: استخدم المناقشة التي تلي تمهيدية (۳-۸-۲) لتكوين‎ -٠ 
.55 = زمرة غير إبدالية رتبتها‎ )١ 
.203 = ب) زمرة غير إبدالية رتبتها‎ 

-١‏ لتكن 6 هي الزمرة التي رتبتها = 9 والمولدة بالعنصرين 2 و طا حيث 
3p =e‏ أن جميع التماثلات الذاتية على 6. 


(۲ =( مبرهنة كيل (ر‌اره٥)‏ 
عندما نشأت الزمر لأول مرة في الرياضيات فإنها نبعت من مصادر خاصة وفي 
صيغة ملموسة جدا وغالبا ما كانت على صيغة جءوعة تحويلات نظام رياضى معين. 
وفي الواقع إن معظم الزمر المنتهية ظهرت على هيئة تبديلات» أي على هيئة زمر 
جزئية من ,5 ((5,=۸)5 حيث 5 مجموعة منتهية من عناصر عددها 2) ولقد كان 
الرياضي الانجليزي كيلي أول من لاحظ أن كل زمرة يمكن تصورها على هيئة زمرة 
جزئية من (8)8 حيث 8 جموعة ما. 


وي هذا البند سنعرض مبرهنة كيلي والنتائج المترتبة عليها. 


مبرهنة (۱-۹-۲) 
إن ية ازم ال زهرةاجزفية من رئ حيت 8امجموعة. . 


البرهان 
لتكن 6 زمرة. سنستخدم عناصر الزمرة 6 لتكون هي المجموعة 5. وبعبارة 


نظرية الزمر 11 


أخرى. 5-6. إذا كان 6٤ع‏ فإننا نعرف (0-)5+(06-)5:؟ بالقاعدة ع«-ي>: لكل 
.x€G‏ 

إذا كان 6٤ر‏ فإن عy)‏ =8(" y=)‏ أي أن > يطبق 5 على نفسها . وفضلا عن ذلك 
فإن م أحادي لأنه إذا كان يحي فإن عر=ع× ومن خاصة الاختزال في الزمر نجد أن 
هذا يقتضى أن و=×. مہذا نكون قد أثبتنا أن (68)5,: لكل 866. 


لنعتبر الآن بج حيث 0 ۸٤‏ ,ع. لأي 6 نجد أن: 
XT, =x(gh)= (xg)h= (XT,)T, = XT Ty,‏ 
لاحظ هنا أننا قد استعملنا قانون التجميع . ومن العلاقة ,5ي5*-يي>* نستنتج أن 
Tah Tah‏ ولذلك إذا كان (6+4)5:ل معرفا بالعلاقة ي1-(8) فإن العلاقة راراي 


تفيد بأن ل تشاكل . ما هي نواة ؟ 


لنفرض أن × نواة ب عندئذ إذا كان ۸٤ع‏ فإن بي>-(مع) لو > هو التطبيق 
المحايد على 5. لذلك فإنه لأجل ×٤6‏ وبصفة خحاصةء لأجل 66ء نجد أن محري بيد 
أن 80 =€80 = eT‏ وبمقارنة هاتين العلاقتين نستنتج أن عدرع وبالتالي فإن ۸K=)e(‏ » 
واستنادا إلى نتيجة التمهيدية (7-/!-4) نستنتج أن بدتمائل من 6 إلى (8)5. بهذا نكون 
قد أثبتنا المرهنة . 


إن هذه المبرهنة تمكننا من أن نعرض أية زمرة مجردة على هيئة زمرة ملموسة, ألا 
وهى. زمرة تطبيقات» بيد أنها لا تخلو من مواطن الضعف ذلك أنه إذا كانت 
6 زمرة منتهية رتبتها (6)ه فإنه بجعل 5-6 كا ورد ذلك في برهاننا نجد أن (۸)8 
تحتوي على عناصر عددها !(0)6. إن زمرتنا 6 التي رتبتها (0)0 قد فقدت نوعا ما داخل 
الزمرة (4)5 التي بعناصرها التي عددها 5ذ"ذظ كبيرة جدا بالمقارنة مع 6. والآن 
نطرح السؤال الآتي: هل نستطيع إيجاد مجموعة 5 بحيث تكون (۸)5 أصغر من تلك 
التي وردت فيا سبق؟ هذا ما سنحاول إنجازه فيا يأتي. 


2 مواضيع في الجبر 


لتكن 6 زمرة و ۴ زمرة جزئية منها ولتكن 5 هي المجموعة التي عناصرها 
المجموعات المشاركة اليمنى ل # في 6. أي أن (6٤ع|ع5=)۳‏ إنه ليس ضروريا أن 
تكون 5 زمرة في حد ذاتهاء وفي الواقع › ستكون 5زمرة» فقط في| لو كانت 11 زمرة جزئية 
ناظمية في 6. ومع ذلك فإننا نستطيع أن نجعل الزمرة 6 تؤثر على 5 بطريقة طبيعية 
كا يل : 

ليكن 5+5:,: معرفا بالقاعدة ع*1]-ي؛(<11) حيث 6٤ع‏ وبالعودة إلى إثبات 
مبرهنة (1-4-17) نستطيع أن نبرهن بسهولة على أن 
)١‏ (5)شيي؛ لكل 866 
ti tgh (F‏ 
وهكذا فإن التطبيق (8:6+8)5 والمعَرّف بالقاعدة يا=(ع)0 هو تشاكل من 6 إلى 
(5)ه. هل بإمكاننا أن نقول إن 6 تمائل؟ 


للإجابة على ذلك نفرض أن × هي نواة 0. إذا كان مع فإن 
العنصر ررا=(رع)0 هو التطبيق المحايد على 5. وبالتالي فإنه لكل 65: يكون 
«ري:. ولا كان كل عنصر من 5 هو مجموعة مشاركة يمنى ل 11 في 6 لذلك فإنه يجب 
أن يكون لدينا Hat, =H‏ لكل 66 . ومن تعريفف ړا » أي Hat, = H480‏ نصل إلى أن 
13 رعة1] لكل .a€6‏ 


ومن ناحية أخرى, إذا كان 066 بحيث يكون 112 -11:0 لكل 66: فإننا 
نستطيع إثبات أن 5616م. وهكذا فإن ( لكل .K={b€6G|Hxb=Hx « x€G‏ 
إننا بهذا الوصف ل ندعي أن × يجب أن تكون أكبر زمرة جزئية ناظمية في 6 
محتواة في . لنوضح أولا ما هو المقصود من كلمة أكبر؟ إننا نعني بذلك أنه إذا كانت × 
زمرة جزئية ناظمية في 6 محتواة في 11 فإن N‏ يجب أن تكون محتواة في × » ونريد أن نثبت 
أن هذه هي الحالة. إن كون × زمرة جزئية ناظمية في © ينتج من كونها نواة التشاكل 
على 6. إن 1-151 لأنه إذا كان 5616 فإن 1136-1518 لكل 366 ولذلك وبصورة خاصة» 
Hb=Heb=He=H‏ ومن ثم فإن 611ه. 


نظرية الزمر ١‏ 


وأخيراء إذا كانت × زمرة جزئية ناظمية في 6 محتواة في 11 وكان €۸ » 266 
فإن €NCH‏ همه وبالتالي فإن 1-11 ۸a4‏ وهكذا فإن 813-118 لكل 366 
ولذلك واستنادا إلى تعريف × نجد أن 616. مبذا نكون قد برهنا . 


مبرهنة (۲-۹-۲) 

إذا كانت © زمرة و 11 زمرة جزئية من 6 وكانت 5 هي جموعة كل ا مجموعات 
ا مشاركة اليمنى ل 1 في © فإنه يوعد تشاكل امن ۵ إل (انف بيك رن رة 
0 هي أكبر زمرة جزئية ناظمية في 6 نحتواة في 14. 


إن مبرهنة كيلي )١1-4-7(‏ ليست إلا حالة خاصة من هذه المبرهنة وذلك في الحالة 
التي تكون فيها (©)-81. وإذا حدث أن كانت 11 لا تحتوي على زمرة جزئية ناظمية في 6 
غير (©) فإن 6 يجب أن يكون تماثلا من 6 إلى (8)5. وفي هذه الحالة نكون قد قلصنا 
حجم 5 المستخدمة في إثبات مبرهنة )١-4-7(‏ وهذه الحالة هي الأكثر متعة في الزمر 
المنتهية . ومن أجل ذلك» سنستعمل هذه الملاحظة كوسيلة لإثبات احتواء زمرة منتهية 
معينة على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة وأيضا كوسيلة لتمثيل زمر منتهية معينة على هيئة 
زمر تبديلات على مجموعات صغيرة . 


الآن ندرس هاتين الملاحظتين عن كثب. لنفرض أن 6 تحتوي على زمرة جزئية 
51 التى دليلها (1)11 (أي عدد المجموعات المشاركة اليمنى ل ]1 في 6) يحقق المتراجحة 
(©)1)11(!>0 ولتكن 5 هي مجموعة المجموعات المشاركة اليمنى ل Ke dH‏ 
إن التطبيق 6 الوارد في المبرهنة (۲-۹-۲) لا يمكن أن يكون تمائلاء لأنه لو كان كذلك» 
لكانت (08)6 تحتوي على عناصر عددها (0)6 ومع ذلك فهي زمرة جزئية من (4)5 التي 
عدد عناصرها !(1)13 حيث !(6(<1)11)ه ولذلك فإن نواة 6 يجب أن تكون أكبرمن (©). 
ونظرا لأن النواة هي أكبر زمرة جزئية ناظمية في 6 محتواة في 11 » فإننا نستنتج من ذلك 
أن 11 تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة في 6. 

ومع ذلك فإن للمناقشة الواردة آنفا مقتضيات حتى ولو كانت !(1)51 ليست 
أصغر من (0)6. فإذا كانت !(1)51 لا تقبل القسمة على (6)ه فإنه بالرجوع إلى مبرهنة 


۱۲۲ مواضيع في الجبر 


لاجرانج نجد أن (5)ه لا تحتوي على زمرة جزئية رتبتها (6) ومن ثم فإنه لا توجد زمرة 
جزئية من (۸)5 تماثل 6 . بيد أن (۸)5 تحوي (6)6 ولذلك فإن (8)6 لا يمكن أن تماثل 
6 وبعبارة أخری» لا يمكن أن يكون 8 اثلا ولكن 11 في هذه الحالة» كما رأينا آنفاء 
تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة . 


نلخص ما سبق بالتمهيدية الآتية . 


تمهيدية (؟-9-١1)‏ 

إذا كانت 6 زمرة منتهية وكانت 11 زمرة جزئية من © » 1۶6 بحيث تكون 
o(G) {i (HY!‏ فإن 11 يجب أن تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة في 6 . وبصورة 
خاصة لا يكن أن تكون 6 زمرة بسيطة . 


تطبيقات 

)١(‏ لتكن 6 زمرة رتبتها 36 ولنفرض أن 6 تحتوي على زمرة جزئية 11 رتبتها 
9(سنرى فيا بعد أن هذه هى الحالة دائما) عندئذ 4-(1)51 كما أن (4!=24>36=0)6 
ولذلك فإن ۲ يجب أن نتوي على زمرة جزئية ناظمية () 21# في 6 بحيث إن 
80(9)ه » وبعبارة أخرى. إن رتبة لا هي 3 أو 9. 


(۲) لتكن 6 زمرة رتبتها 99 ولنفرض أن 11 زمرة جزئية من 6 رتبتها 11 (سنرى 
في| بعد أن هذا يجب أن يكون صحيحا) . عندئذ 9-(1)151 وما كان !99/9 لذلك فإنه 
يوجد زمرة جزئية ناظمية غير تافهة × في 6 » 11211 وحيث إن 11-(0)11 هو عدد أولي 
لذا فإن 11 لا تحتوي على زمر جزئية غير نفسها والزمرة الحزئية التافهة (©) وبناءً على ذلك 
فإن 7-13 الأمر الذي يقتضي أن 11 نفسها زمرة جزئية ناظمية في 6. 


(۳) لتكن 6 زمرة غير إبدالية رتبتها 6. استنادا إلى مسألة )١١(‏ بند (۲ -۳)» 
يوجد عنصر ae‏ ف 6 بحيث يكون a =e‏ وعليه فإن رتبة الزمرة الحزئية H={e,a}‏ 


نظرية الزمر يفن 


تساوي 2 كما أن 3-(1)51. لنفرض. مؤقتاء أننا نعلم أن 11 ليست ناظمية في 6. لما كانت 
4 لا تحتوي على زمر جزئية غير نفسها و (©) » لذا فإن 11 لا تحتوي على زمر جزئية 
ناظمية في 6. وبناء عليه فإن 6 متماثلة مع زمرة جزئية 7 من (8)5 رتبتها 6 حيث 5 هي 
مجموعة المجموعات المشاركة اليمنى أ H‏ ف 6. ولا كان 6-!3-!(1)11-((4)5)ه لذا 
فإن ,5 = ۲ء وبعبارة أخرى» فإن و5-(0-8)5. 


لقد أثبتنا أن أية زمرة غير إبدالية رتبتها تساوي 6 متاثلة مع ,5. كل ما بقي لدينا 
هو إثبات أن 181 ليست ناظمية في 6. وحيث إن هذا قد لا يخلومن فائدة» لذلك فإننا 
نبرهن هذا بالتفصيل . فلو كانت (ه,) =1 ناظمية في 6 لكان 611 هدع لكل 66ع 
وكان "+٤‏ ودع نما يجعل ۾=" عع أو بعبارة أخرى 8ع لكل 66ع ليكن 666 و5411. 
ولنعتبر («ط-ط»|©»*)-(2)6. إن N)0(‏ زمرة جزئية من 6 وفقا لمسألة سابقة كا أن 
N(b)DH‏ و N(b)(#H‏ لأن bE N(b)‏ و .4H‏ ولا كانت 11 زمرة جزئية من (ط)× لذا فإن 
0)81(|0)81)50((]6. إن العدد الزوجي الوحيد 0 حيث 2>6 والذي يقسم 6هو 6 نفسه 
لذا فإن 6=((ط)۸)٥‏ وبناء عليه فإن ط يتبادل مع جميع عناصر 6. لذا فإن كل عنصر من 
6 يتبادل مع أي عنصر آخر من 6 عا يترتب عليه أن 6 إبدالية وهذا يناقض الفرض 
وهذا فإنه لا يمكن أن تكون 11 زمرة جزئية ناظمية في 6. إن هذا البرهان طويل إلى حد 
ما بيد أنه يوضح بعض الأفكار التي طورت حتى هذه المرحلة . 


اقل 

١‏ لتكن 6 زمرة ثم اعتبر التطبيقات من 6 إلى نفسها حيث 866 والمعرفة 
بالقاعدة «م-ي 2 لكل 66*. أثبت أن ۸ احاديّ وغامر وأن ي(ر(ترية. 

۲ - ليكن ي۸معرفا كما في المسألة الأول وي معرفا كما ورد في إثبات مبرهنة )١-۹-۲(‏ . 
أثبت أن التطبيقين ي2و > يحققان العلاقة ي2.,ة-,5ي< وذلك لأي عنصرين 
وي 6. [إرشاد : اعتبر (مكية)* و (ړ۸)× حيث 266]. 

۴ ۔ إذا کان ۵ تطبيقا أحاديًا من 6 على نفسها بحيث يكون ي(08-6يذلكل 866. 
فأثبت أن ,=0 حيث إن ١‏ عنصر ما من 6. 


۲٤‏ مواضيع في الخبر 


0-5 إذا كانت 1 زمرة جزئية من 6 . فأثبت أن 1181 زمرة جزئية من 6 وذلك 
لكل €6ع. 
(بخ ات =H‏ ¥ هي زمرة جزئية ناظمية في 6. 
- باستخدام تمهيدية 4-5( برهن على أن كل زمرة رتبتها ”م حيث م عدد أولي 
با توي عل ني جز اش ا 
± إا كانه رتبة 6 هي م فأثبت أن أية زمرة جزئية ناظمية رتبتها م يجب أن تكون 
محتواة في مركز 6. 
۷- باستخدام مسألة (5) أثبت أن أية زمرة رتبتها 2م هي زمرة إبدالية . 
۸ - إذا كان معددا أوليا. فأثبت أن أية زمرة رتبتها م2 يجب أن تحتوي على زمرة جزئية 
رتبتها م وأن هذه الزمرة الجزئية ناظمية في 6. 
- إذا كانت وم-(0)6 . حيث إن م و و عددان أوليان مختلفان. وكانت 6 تحتوي 
على زمرتين جزئيتين ناظميتين رتبة كل منها م و و على الترتيب . فأثبت أن 
0 دورية. 
٠‏ - لتكن وم-(6)ه . حيث إن م و و عددان أوليان وو < ما أثبت أن : 
() © تحتوي على زمرتين جزئيتين رتبة كل منهها م و ٩‏ على الترتيب. 
(ب) إذا كان 1-مإو فإن 6 دورية . 
(ج) إذا كان موه عددين أُوْليينَ وكان 1-ماو فإنه يوجد زمرة غير 
إبدالية رتبتها وم. 
(د) أية زمرتين غير إبداليتين رتبتاهما وم متاثلتان . 


)٠١ - ۲(‏ زمر التبديلات 
لقد رأينا أن كل زمرة يمكن تثيلها كزمرة جزئية من (8)5 حيث 5 هي أية 
مجموعة. وبصورة خاصة» يمكن أن تمثل أية زمرة منتهية كزمرة جزئية من ,5 حيث 
۸ عدد صحيح ویاو کي زمرة التناظر من الدرجة م. إن هذا يظهر بوضوح أن 
الزمرة ,5 نفسها تستحق دراسة أكثر عمقا. 


نظرية الزمر ١6‏ 


لنفرض أن 5 مجموعة منتهية تحتوي على عناصر عددها ها هي ,,...روارن: إذا 
كان ,5-(46.58)5 فإن ٠‏ تطبيق أحاديٌّ من 5 على نفسها ونستطيع كتابة ۾ صراحة وذلك 
بتوضيح تأثيره على كل عنصر فمثلا ,×× , ولاج وه , واجر» ,ركاه ٠:‏ ولكن الكتابة على 
هذا النحو صعبة إلى حد ما وبدلا من ذلك فإنه يمكن كتابة © بطريقة مختصرة كما يلي : 


RK eres 3‏ 
Xi, Xi Xi Xi )‏ ( 
حيث ,هي صورة العنصر ;× تحت تأثير ۾ وبالعودة إلى مثالنا الآنف الذكر فإنه يمكن 


تمثيل + کا يلي : 
ينانا 
eee |‏ 
ومع أن كتابة + بهذه الطريقة أسهل قليلا فإنها لا تخلو من الإطالة ذلك لأن استخدام 
الرمز لا يخدم أي غرض. إذ أنه باستطاعتنا كتابة التبديل على الشكل الآتي : 


وبهذه الطريقة يمكن أن نكتب مثالنا السابق كا يلي : 
9 3 2 1 
f 8‏ أله الها 
إذا كان 0 و ب تبديلين في ,5 فكيف تمثل 0 وفقا لهذه الطريقة؟ 
لحساب هذا نرى أولا ما هو تأثير ٩‏ على ,× (الذي سنكتبه على شكل 1). 


ثم نكرر هذه الطريقة على الأعداد «...,2,3. فمثلا إذا كان 8 هو التبديل : 


E a 4 
3 LZ 4 


وكان به هو التبديل 


هن مواضيع في الجر 


فإن 3= و به يرسل 3 إلى 2 ومن ثم فإن 2=« وعليه فإن ب ينقل 1 إلى 2 وبالمثل 
4ب4 ,3ج3 ,2+1 أي أن تمثيل 0 هو: 


mek 
2 1 3 4 


فإذا كتبنا 
8 # 3 1 
) ) -0 
B2 4‏ 4 38 
و 
0 2 5 
v=) 3 2 4‏ 
فإن 


3 2 
9 3 : ))4 . . 0 . 1 )2 
إن هذه هي الطريقة التي سنتبعها في ضرب الرموز من الصيغة 
8 جب © 1 8 & 28 1 
4 6 8 ۲ 9 لا 8 
لتكن 5 مجموعة » (968)5 ولنفرض أن 65ه,2 » عندئذ نعرف طم=ة إذا وفقط 
إذا كان '0-26 حيث 1 عدد صحيح (قد يكون 1 موجبا أو سالبا أو صفرا) إننا ندعي أن 
هذه هى علاقة تكافؤ على 5 وذلك لأن: 
E (۱)‏ لأن عوع200 دج 
(۲) إذا كان طاو=ه فإن '26-ط ومن ثم فإن "4-08 وبناء عليه هم>-5. 
(۳) إذا كان طوتة وعو>6م فإن أ5-20 و 64ج أو(6) نوم وهذا يقتضي أن 


و02 
إن علاقة التكافؤ هذه تفرق المجموعة 5 إلى مجموعات جزئية منفصلة أي إلى 


فصول تكافؤ وذلك استنادا إلى مرهنة .)١1-1-١(‏ كا نطلق على فصل التكافؤ الذي 
يمثله العنصر 565 مدار (0:11) ء بالنسبة إلى آي أن مدار 5 بالنسبة إلى 6 يتكون 
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من جميع العناصر أ50وحيث ....1+,1-0. وبصورة خاصة. إذا كانت 5 مجموعة منتهية و 
5 فإنه يوجد عدد موجب أصغر ()1-/ يعتمد على : بحيث يكون ء=ا0ء. إن 
مدار ك بالنسبة إلى 6 يتكون عندئذ من جميع العناصر '2,...,50 5,50,50. نعرف دورة 
(©اتلن) 0 بأخها المجموعة المرتبة ("0ء,...,0ء,ء). إن بإمكاننا تعيين 0 متى ما عرفنا جميع 
دوراته ذلك لأننا سنعرف صورة أي عنصر تحت تأثير 0 ونوضح هذه الأفكار بمثال قبل 
أن نستطرد في الموضوع . 

ليكن 

1 2 8 4 5 6 
ا‎ 1 858 5 € & ١ 

حيث تتكون 5 من العناصر 6 (تذكر أن 1 يرمز للعنصر × و 2 يرمز للعنصر ر× 
وهكذا. ..). وبدءا بالعنصر 1 نجد أن مدار 1 يتكون من 162-20-1 ,11-2 ,1-166 
وبالتالي فإن مدار 1 هو المجموعة (1,2). ومن هنا نستنتج أن مدار 2 هو المجموعة 
نفسها. إن مدارة يتكون فقط من 3 . كما أن مدار 4 يتكون من240-5.4, 
6 = 50 = 402, 4 = 66 = 402(6) -403 وبالتالي فإن دورات 6 هي (1,2(,)3(.)4,5,6) . 

الآن نحيد قليلا عن مثالنا المحدد 0. ولنفرض أن الدورة (1....,وذ,,ة) تعني 
التبديل ب الذي يرسل ١‏ إلى دذو يذ إلى وذو. . .وذ إلى ,ذو إلى وذويترك جميع العناصر 
الأخرى في 5 ثابتة . وهكذا . 
على سبيل المثال. إذا كانت 5 تتكون من العناصر 9 ,... فإن الرمز (1,3,4,2,6) يعني 
التبديل 

( 2 3 4 8 5 7T 8 4 
36 4ه‎ 2 35 3 7 8: 89 

إن ضرب الدورات يتم بضرب التبديلات التي تمثلها. 
ومرة أخرى» إذا كانت 5 تحتوي على 9 عناصر فإن 

ساسم سنا 

53314587 85/185:53:164 89 


ففف 
1647-9 2318 


02326 6 4 1 8) = ) 


۱۲۸ مواضيع في الجبر 


لنعود الآن إلى الأفكار المطروحة في الفقرة السابقة هذه الفقرة» ولنطرح السؤال 
الآتي : إذا كان لدينا التبديل : 

1 2 3 EEG TF 8 9 : 

۳ 3 85 LG FFT 3 4 


فا هی دورات 0 ؟ 


أولا نوجد مدار 1 . أي 
167-40-1 ,105-60-4 ,165-50-6 ,164-8035 ,30=8= 10 ,102-20-3 ,10=2 ,1 


أي أن مدار 1 هو المجموعة (1,2,3,8,5,6,4). 
كما أن مداري 7و 9هما (7) و (9) على الترتيب. وهكذا فإن دورات 0 هي : 
(6,4,ك,1,2,3,8) > )1,10,107,...,10°( ,)9( ,)7( 1 
وعلى القارىء التحقق من أنه إذا ضرب الدورات (1,2,3,8,5,6,4(,)7(,)9) (كما هو 
معرف في الفقرة السابقة) فإنه سيحصل على 8 أي أن 8 ني هذه الجالة» على 
الأقلء هوحاصل ضرب دوراته. 


لكن هذا ليس من قبيل المصادفة ذلك أنه يكن ببسساءطةيرهان 
التمهيدسة الأائيسة. 


تمهيدية )1-1٠١-(‏ 
كل تبديل هو عبارة عن حاصل ضرب دوراته . 


الرهان: 

ليكن 6 تبديلاء عندئذ تأخذ دورات 9 الصيغة (5,50,...,50'1). 

استنادا إلى تعريف ضرب الدورات» كما ورد سابقا» وحيث إن دورات 0 
منفصلة لذا فإن صورة 8'65 تحت تأثير 0 التي هي 5'0. هي نفس صورة '5 
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تحت تأثير ل حيث هو حاصل ضرب دورات 9 المختلفة. وبالتالي فإن تأثير 0 
على كل عنصر من عناصر 5 هو نفس تأثير به » أي أن =6 وهذا هو المطلوب 
برهانه. 

إذا كانت الملاحظات الواردة فيم سبق لا تزال غير واضحة فإنه يجب على القارىء 
أن يأخذ تبديلا معينا ثم يوجد دوراته» وبعد ذلك يأخذ حاصل ضرب هذه الدورات 
ليتحقق من التمهيديةء وعندما يفعل هذا فإن التمهيدية ستصبح واضحة لديه . 
من المعتاد كتابة نص التمهيدية )١-٠١٠-۲(‏ على الصيغة التالية «إن كل تبديل 
يمكن التعبير عنه بطريقة وحيدة على هيئة حاصل ضرب دورات منفصلة) . 


لنعتبر الدورة («,....1,2,3) التى طوها 2. إنه يمكن بحسابات بسيطة إثبات 
أن: ١‏ 
(Um)‏ عءو(1,2()1,3)- (ه. .13 
وعموما فإن الدورة (مة ....يةررة) التي طوطا ده تساوي (مقيرة) ...,(يقرية)(يقرية). 
إن هذا التفريق غير وحيد ونعني بذلك أن الدورة التي طوها ” يمكن كتابتها كحاصل 
ضرب دورات طول كل منها 2 بأكثر من طريقة. 
فمثلا 
(3,1()3,2) = (1,2()1,3)= (1,2,3) 


الآن. لما كان كل تبديل هو عبارة عن حاصل ضرب دورات منفصلة وحيث إن 
كل دورة عبارة عن حاصل ضرب دورات طول كل منہا 2 فإننا نكون قد برهنا على 
التمهيدية الآثية. 


تمهيدية (؟-١١-1)‏ 
كل تبديل هو حاصل ضرب دورات طول كل منها 2. 


سوف نطلق على الدورة التى طوطا 2 بالمناقلة (ممنانوهمدومة) 


۳۰ مواضيع في الجبر 


ریف 
يقال عن التبديل ,065 إنه تبديل زوجي («/2) إذا أمكن تمثيله على هيئة 
حاصل ضرب مناقلات عددها زوجي . 


إن التعريف الوارد فيم سبق يوضح أن للتبديل 0 تمثيل على هيئة حاصل ضرب 
عدد زوجي من المناقلات ولكن قد يكون له تمثيلات أخرى على هيئة حاصل ضرب 
عدد فردي من التبديلات ونريد هنا أن نبين أن هذا لا يمكن أن يحدث . 
إنناء بصراحة» غير راضين عن البرهان الذي سنقدمه هذه الحقيقة ذلك لأنه يستخدم 
كثيرات الحدود الأمر الذي يبدو غريبا على ا موضوع المطروح . 


لنعتبر كثيرة الحدود في المتغيرات التي عددها « 

2) x") (وسر)11>‎ 

ولنعتير أن ,065 يؤثر على كثيرة الحدود (م×,...,ر×,×)م وفق القاعدة 
(روم» روجا جه ( )11 x)‏ )م0 
إن من الواضح أن: 
)...وى )م2 جح 0:p(XX2,...,Xq)‏ 
فعلى سبيل المثال» إن التبديل (6=)134()25 في ,5 ينقل 
-.-X$)=(x=X2)(X=X) (x, =X4)(X=Xs)(X2X3)(%2=X4) (K2-Xs)(%3=X4)(X3=Xs)(x4-Xs)‏ رام 
إلى: 
)(xg-x»)(x4-x)(x4-x2)(x =x)‏ | عو ) (عحوع) ( نحو ) ( (x-xs)(xx,) (xx‏ 


والتي يمكن التأكد هر أنه يساوي (و2.... «)م-. 


وبصفة خحاصة» إذا كان 0 مناقلة فإن : 
P(X, Ka)‏ جح 0:p(X5 9X)‏ 
(تحقق من ذلك) . 
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وهكذا إذا أمكن تمثيل التبديل × كحاصل ضرب مناقلات عددها زوجي , 
فإن × يجب أن يبقى (م*...,,*)م ثابتاء ولذلك فإن أي تمثيل ل :على هيئة حاصل ضرب 
مناقلات يجب أن يبقى (,*....,)م ثابتا وبعبارة أخرى» في أي تمثيل ل ”على هيئة 
حاصل ضرب مناقلات يجب أن يكون عدد المناقلات زوجيًا. إن هذا يوضح أن 
تعريف التبديل الزوجي ذو معنى . إن التبديل غير الزوجي يسمى تبديلا فرديا (009). 


إن الحقائق الآتية واضحة الآن: 
)١(‏ حاصل ضرب تبديلين زوجيين هو تبديل زوجي . 
(؟) حاصل ضرب تبديلين أحدهما زوجي والآخر فردي هو تبديل فردي . 
(۳) حاصل ضرب تبديلين فرديين هو تبديل زوجي . 


إن قاعدة تركيب تبديل زوجي مع فردي ممائلة لتركيب عدد زوجي مع عدد 
فردي بالنسبة لعملية الجمع . إن هذا ليس من قبيل المصادفة ذلك أن القاعدة الأخيرة 


لتكن ,هي مجموعة كل التبديلات الزوجية في ,5 وحيث إن حاصل ضرب 
تبديلين زوجيين هو زوجي لذلك فإنه يجب أن تكون ,4 زمرة جزئية من ,5. إننا نذّعي 
أنها ناظمية في ,5. إن أفضل طريقة لبرهان ذلك قد تكون الطريقة الآتية. 


لتكن ۷ هي الزمرة (1-,1) بالنسبة لعملية ضرب الأعداد الحقيقية 

ولنعرف '1ه,00:5 وفق القاعدة 1=(ء)ل إذا كان ء زوجيا و 1- =(ئ) ل » إذا كان 

5 فرديا. إن ل تشاكل من ,5على ۷ وذلك بناء على القواعد "١۲۰١‏ الواردة فيا سبق . 

كما أن نواة هي تماما ,4 وحيث إن ,4 هي نواة التشاكل لذا فإنها ناظمية في 
,5 واستنادا إلى مبرهنة (7-/ا-١)‏ فإن الادره/,5 وحيث إن 

(م5)ه 

0(A,) 


2=0(W)= 
= =0 A 


لذا فإن امتدزيم)ه. . إن و4 تدعى بالزمرة المتناوبة (ع«ناهم»)اة) من الدرجة «. 


۱۳۲۴ مواضيع في الجبر 
إن الملاحظات السابقة يمكن تلخيصها بالتمهيدية الآتية . 


تمهيدية )۳-٠١-۲(‏ 
إن ,5 نحتسوي على زمرة جزئية ناظمية دليلها 2 وهذه الزمرة هي الزمرة 
ا متناوبة ,4 ا مكونة من جيع التبديلات الزوجية . 


سنعود إلى ,5 مرة أخرى وذلك عند نهاية البند القادم . 


اتل 
-١‏ أوجد مدارات ودورات التبديلين الآتيين: 
1 
8 9 72 8 1ق 4 3 5 
6 3 #ه 8 98 1 
ب( 8 2 8 4 3 م 
۲ - اكتب التبديلين الواردين في المسألة السابقة كحاصل ضرب دورات منفصلة . 
۳ عير عن التبديلين الآتيين كحاصل ضرب دورات منفصلة : 
(أ) (1,2,3)(4,5)(1,6,7,8,9)(1,5( 
(ب) (1,2()1,2,3()1,2) 
٤‏ - برهن على أن 
(1,2,...,n" =(n,n-1,n-2,...,2,1)‏ 
© - أوجد البنية الدورية لجميع قوى التبديل (1,2,...,8). 
د ما هي رتبة الدورة التي طوطها «. 
(ب) ما هي رتبة حاصل ضرب الدورات المنفصلة التي أطواطا ...ررر ؟ 
(ج) كيف توجد رتبة تبديل معطى ؟ 
/ا- احسب 4ط ھ حيث: 
a=)1,2,5()1,2(, = )1,5,7,9( )1(‏ 
(ب) (1,2,3)=ط ,(5,7,9)=ھ 
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4-() إذا أعطيت التبديلين (5,001,3)-9 ,(1,2()3,4)-» فأوجد تبديلا 
۾ بحيث يكون ر=ھ×' ة. 
(ب) برهن على أنه لا يوجد تبديل ۾ بحيث يكون 
a (1,2,3)a=(1,3()5,7,8(‏ 
(ج) برهن على أنه لا يوجد تبديل ۾ بحيث يكون (3,4()1,5)=ھ(4)1,2. 
٩‏ - عين العدد ‏ الذي من أجله تكون الدورة التى طولها ‏ زوجية . 
-٠‏ عين أيا من التبديلات الآئية هي تبديل زوجي 
)ا( 1,2,3()1,2) 
(ب) (1,2,3,4,5()1,2,3()4,5) 
(ج) (1,2()1,3()1,4()2,5) 
-١‏ برهن على أن أصغر زمرة جزئية في م5 تحوي (1,2) و («...,1,2) هي ,5( بعبارة 
أخرى: أثبت أن هذين التبديلين يولدان ,5). 
7*- برهن عل أنه إذا كان 3<« فإن الزمرة الجزئية المولدة بالدورات التى طوها 
3هي وذ. ١‏ 
*٠‏ - برهن على أنه إذا كانت مه تحتوي على زمرة ناظمية بحيث تحوي هذه الزمرة 
الجزئية الناظمية دورة طوها 3 فإن هذه الزمرة الجزئية الناظمية هي نفسها ,ل. 
5* - برهن على أن ۽4 لا تحتوي على زمرة ناظمية × بحيث تكون () +411 
6*- مع افتراض نتيجة مسألة )١4(‏ برهن على أن رتبة أية زمرة جزئية من و4 هي 
على الأكثر 12. 
7 - أوجد جميع الزمر الجزئية الناظمية في ,5. 
۷ - إذا كان 5ه فبرهن على أن ,له هي الزمرة الجزئية الناظمية الوحيدة غير 
التافهة في ,5. 1 
تؤكد مبرهنة كيلي (مبرهنة )١-۹-۲‏ على أن كل زمرة تماثل زمرة 
جزئية في (۸)8 حيث 5 مجموعة ما. وبصفة خاصة» نقول إنه يمكن تمثيل 
كل زمرة منتهية على أنها زمرة تبديلات . دعنا نطلق على هذا التمثيل كما وارد 
في إثبات المبرهنة )١-۹-۲(‏ بالتمثيل التبديلي (Permutation Representation)‏ 
للزمرة 6. 


1 


مواضيع في احبر 


6 2 أفجة التمثيل التبديلي للزمرة الدورية من الرتبة 15 . 
3 الکن 6 هي الزمرة (طه,ط,ة,٠)‏ التى رتبتها 4 حيث »-*2-0ة 


۲١ 


a 


TT 


5 ا 


° 
ك 


.ab=ba gy 
.6 أوجد التمثيل التبديلي للزمرة‎ 
لتكن 6 هي الزمرة ,5 أوجد التمثيل التبديلي للزمرة ,5 (ملاحظة: إن هذا‎ 
.)5, يعطي تماثلا من ,5 إلى‎ 
لتكن 60 هي الزمرة (ء09,66,6,ء,5,ة,0,ع) حيث‎ 
a”=b”=c=0, =e, ab=0ba=c, bc=0cb=a, ca=0ac=b 

(ا) أثبت أن 0 ينتمي إلى مركز © أي 2 وأن (0,») -2. 
(ب) أوجد زمرة المبدلات الحزئية في 6. 
(ج) أثبت أن كل زمرة جزئية من 6 هي ناظمية . 
(د) أوجد التمثيل التبديلي للزمرة 6. 
(ملاحظة: تدعى 6 غالبا بزمرة الوحدات الرباعية (Quaternion Units)‏ 
کا أنها مع الأنظمة الحبرية المترتبة عليها ستظهر في هذا الكتاب) . 
لتكن 6 هي الزمرة الزوجية من الرتبة 20 (انظر مسألة ۱۷ بند ۲ -5). 

أوجد التمثيل التبديلي للزمرة 6. 
(دعنا نطلق على تمثيل زمرة © كمجموعة تبديلات والواردة في مسألة )١(‏ بند 
(۹-۲) بالتمثيل التبديلي الثاني) . 
أثبت أنه إذا كانت 6 زمرة إبدالية فإن التمثيل التبديلي للزمرة © يتطابق مع 
التمثيل التبديلى الثاني لها (أي أنه وفقا لاصطلاحات البند السابق» ي,>-ي لكل 
.(g€G‏ 1 
أوجد التمثيل التبديلي الثاني للزمرة و5. تحقق من أن التبديلات التي تحصل عليها 
هنا وتلك الواردة في المسألة )٠١(‏ تحقق العلاقة .ذ.>-ى5,< لكل 2 و اط في ,5. 
أوجد التمثيل التبديلى الثاني للزمرة 6 المعرفة في المسألة )7١(‏ . 
أوجد التمثيل التبديل الثاني للزمرة الزوجية التي رتبتها ه2. 
لتكن ١‏ زمرة جزئية من 6 ولنطلق على التطبيق ا حيث 6٤ع‏ وا معرف في المناقشة 
الواردة قبل مبرهنة (۲-۹-۲( التمثيل المشارك (Coset representation)‏ 


نظرية الزمر و١‏ 


للزمرة 6 بواسطة ]8. إن هذا يمثل 6 على أنها زمرة تبديلات بيد أنه ليس 
بالضرورة أن يكون هذا التطبيق تمائليا وإنم| تطبيقا تشاكليا فقط (انظر مبرهنة 
1( 

۷ - لتكن (ه) =6 الزمرة الدورية التي رتبتها 8 ولتكن )=1 زمرة جزئية من 6 والتي 
رتبتها 2. أوجد التمثيل المشارك للزمرة 6 بواسطة 6. 

۸ - لتكن 6 هي الزمرة الزوجية التى رتبتها 20 والمولدة بالعنصرين 6,ة بحيث 
يكون و ab=b"a y‏ لعن (د,ء) -8. أوجد التمثيل المشارك 
للزمرة 6 بواسطة 8. 

٩4‏ - لتكن 6 هي الزمرة الواردة في المسألة (١؟)‏ ولتكن (6,0) -81. أوجد التمثيل 
المشارك هذه الزمرة بواسطة 11. 

- لتكن 6 هي الزمرة ,5 » أي زمرة التناظر من الدرجة « . والتى باعتبارها 
تبديلات تؤثر على المجموعة (1,2,...,2) ولتكن («=هم:1=)0€6. ١‏ 

0 برمن على أن H‏ تمائل .Sn-‏ 

(ب) أوجد مجموعة العناصر 6 بحيث تكون ,۴,...,۴14 هي كل 
المجموعات المشاركة اليمنى ل 14 في 6. 

(ج) أوجد التمثيل المشارك للزمرة © بواسطة 11. 


© اقم هيدا اخير للعسد 

إن الرياضيات غنيّة بأساليب البرهان. ووفق هذا التنوع الكبير يبدو مبدأ 
العد أمراً سهلا ومع هذا فإن مبدأ العد من الأمور الأكثر صعوبة. بالطبع» إننا 
لا نقصد بالعد وضع جداول اللوغاريثمات أوجداول الجمع بل إنما نقصد به أنه عملية 
حسابية دقيقة لجميع الاحتالات في حالات معقدة جدا. إنه يمكن عمل ذلك بصورة 
قسرية بالتعامل مع كل حالة على انفراد ولكن هذه الطريقة غالبا ما تكون مملة ومعوقة 
للتفكير الرياضى. لذلكء فمن الأفضل أن نهون على أنفسنا عند معالجة هذا 
الموضوع . وني الحقيقة » أن اعتراضنا على التعامل مع كل حالة على انفراد هو أن هذه 
الطريقة لا تصلح إلا للنادر من عمليات العد. هذا فإننا نجد في مجالات متعددة في 


hk‏ مواضيع في الجبر 


ويفضل الرياضيون طريقة العد التي تحسب أمورا معينة بطريقتين مختلفتين وبمقارنة 
هاتين الطريقتين يحصلون على استنباطات محددة . 


وبصفة عامة» يكن تعريف علافة تكافق عل جموعة منتهية وساب عند 
عناصر فصول التكافؤ وفق هذه العلاقة ثم مساواة عدد العناصر في المجموعة بمجموع 
رتب فصول التكافؤ. إن هذه الطريقة ستتضح لنا في هذا البندء بمعنى أننا سنقدم 
علاقة ونثبت أنها علاقة تكافؤ ثم نوجد وصفا جبريا دقيقا لسعة كل فصل تكافؤ ومن 
هذا الوصف البسيط سنخرج بنتائج دقيقة وقوية للزمر المننهية . 
ریف 

إذا كان 5606,ة فإنه يقال إن العنصر ط مرافق (ع]تونازهم») للعنصر 2 إذا وجد 
عنصر 6٤ء‏ بحيث يكون ٥4ء=ط.‏ وهناء سنكتب 8-8 وسنشير إلى هذه العلاقة على 
ات علاقة الترافق (رءةعدز«هء). 


تمهيدية )١-١١-۲(‏ 
إن علاقة الترافق هي علاقة تكافؤ على 6. 


الرهان 

کا هو متبع » لكي نثبت أن هذه هي علاقة تكافؤ يجب أن نثبت ما يلي : 
(١)وحة.‏ 
(۲) اه يقتضى أن 5-8. 


(۳) طح وء-ط يقتضى أن ع-ة لكل عرطرة في 6. 


ونبدأ بإثبات كل واحدة على انفراد 
)١(‏ لما كان =e "ae‏ لذا فإن 2-8 » حيث يقوم © مقام » في تعريف الترافق . 


نظرية الزمر ۱۳۷ 


(۲) إذا كان ط-ه فإن × ×=ط حيث 6× ومن ثم فإن ( ×)ط' (×)=ھ وحيث 
إن ٤6‏ ×= رو وط" ر=ھ لذا فإنه ينتج أن a~ط.‏ 

(۳) لنفرض أن اه و ع-ط حیٹ 60ع,ط,ة عندئذ ×ھ' ×=ط و رط بودن حيث 
6. بالتعويض عن 8 بلتعبير ارد نحصل على 


ax()y=)xy (2))‏ ا ترح وحيث إن 66( لذا فإننا نستنتج أن مسق 


لیکن (-2ة|66<)-(0)© هو فصل التكافؤ للعنصر 7 وفق هذه العلاقة 
ويدعى عادة فصل الترافق للعنصر 66. إنه يتكون من مجموعة العناصر المختلفة من 
الصيغة لزه رحيث تمر على جميع عناصر 6. 


إن اهتمامنا يتركز, الآن. على الحالة التي تكون عندها 6 منتهية . لنفرض 
أن (0)© يحتوي على عناصر عددها ون ولنبحث عن وصف آخر للعدد و». ولكن قبل أن 
نفعل ذلك نلاحظ أن ٥)6(=‏ حيث يتم الجمع على المجموعة المكونة من ممثلي 
فصول الترافق . هذه الملاحظة » بالطبع. ما هي إل صياغة أخرى للحقيقة التي تنص 
على أن علاقة التكافؤ- الترافق ‏ تفرق 6 إلى فصول تكافؤ منفصلة هي فصول الترافق . 
من الأهمية العظمى إيجاد قيمة ,». ومن أجل عمل ذلك نسترجع مفهوما قدمناه في 
المسألة (۱۳) بند  7(‏ ه) ولا كان هذا المفهوم مهم جدا ‏ وهو من الأهمية بمكان بحيث 
إننا لا نترك الأمر لاحتمال حل المسألة من قبل الطالب - لذا فإننا نستعرض الآن ما قد 
يكون مألوفا للعديد من القراء . 
تعريف 

إذا كان 266 فإن N)(‏ منظم (Normalizer)‏ ۾ في 6» هو المجموعة 
.N(a)={x€G|xa=ax}‏ 


إن N)a(‏ يتكون تماما من تلك العناصر في 6 التي تتبادل مع 4. 


۱۳۸ مواضيع في الجير 


تمهيدية )۲-١١-۲(‏ 
(ة)N‏ زمرة جزئية من 6. 


الرهان 

اھ وكبة وس یت قامعا ارط دة ست بات اغ ق ن 
النتيجة. لذلك فإننا لن نضع أي قيود على رتبة 6. 

لتقرقن أن (N)a€ر,»x‏ عندئذ x×ه=هa×‏ و لج=ور وبالتالي 
(a(y=)a×(y=a)×y»)=(هy)×=(ر»)‏ وهذا يقتضي أن ×٤۸)a(‏ کا ينتج من کون 
ax‏ =هx‏ أن احبرود ا ')ax(× "=x ")xa(×‏ ×=ه' × لذلك فإن '٤۸)3(‏ ×ولکن هذا يثبت 


أن N)(‏ زمرة جزئية من 6. 
إننا الآن في وضع يسمح لنا بعرض مبدأ العد. 


مبرهنة (1-11-9) 


إذا كانت 6 زمرة منتهية فإن س اة شى ق حدق الا ر 
a‏ 0 
ا مرافقة للعنصر ه هو دليل منظم ج في 6. 


البرهان 
أولا: إن فصل الترافق للعنصر ه في 6 » (8)© يتكون من جميع العناصر من 
الصيغة ×ة' × لكل ×في 6. إن ,»بحسب عدد العناصر المختلفة من الصيغة «ه!. 


إن طريقتنا في البرهان تتلخص في إثبات أن عنصرين في نفس المجموعة المشاركة 
اليمنى للزمرة الحزئية ()1 يعطيان نفس الرافق للعنصر ه بين يعطى عنصران من 
مجموعتين مشاركتين يمنيين وغتلفتين للزمرة الحزئية () في © مرافقين مختلفين 
للعنصر ه وبهذه الطريقة يكون لدينا تقابل بين مجموعة العناصر المرافقة للعنصر 
ه والمجموعات المشاركة اليمنى للزمرة الجزئية (ة)۸. 


نظرية الزمر ١4‏ 


لنفرض أن العنصرين × و لا في 6 ينتميان إلى نفس المجموعة المشاركة اليمنى 
للزمرة الحزئية (2/)8 في 6 » عندئذ ×=ر حيث (2621)8 وبالتالي 03-28. وحيث إن 
=x‏ (nxہ)='‏ ر e‏ لذا فإن عرواعرد يروو الو ارد برواتر أي أن × ولا ينتجان نفس 


الفصل المرافق للعنصر ه في 6. 


ومن ناحية أخرى. إذا كان × و لا ينتميان إلى مجموعتين مشاركتين يمنيين 
مختلفتين للزمرة الحزئية (71)2 في 6 فإننا ندعي أن برها ر×ه" × فإذا لم تكن هذه هي 
الحالة فإننا ستيج من العلاقة برو برحيروات أن ابره ةر الأمر الذي 
يقتضي أن (30)0© 1 »ر والذي ببدوره يقتضى أن × وم يتتميان إلى تفس المجمرغة 
المشاركة اليمنى للزمرة الجزئية (۸)3 في Ee‏ هذا يناقض افتراضنا بأن × ول ينتميان 
إلى مجموعتين مشاركتين يمنيين مختلفتين وبهذا ينتهي البرهان . 


0 
o(N(a)) 


حيث يتم ا جمع على عنصر ة من كل فصل ترافق . 


البرهان 

حيث إن ,ع5-(0)6 . لذا فإنه فقا للميرهنة يتم برهان النتيجة . 
إن المعادلة في النتيجة السابقة يطلق عليها عادة معادلة الفصول (مهاهدوء دمهاك) 
للزمرة 6. 


الآن نفحص هذه المفاهيم من أجل زمرة معينة وذلك قبل المضي إلى تطبيقات 
هذه النتائج . إنه لا داعي للنظر إلى الزمر الإبدالية وذلك لأن كل عنصرين يكونان 
مترافقين إذا وفقط إذا كانا متساويين (بمعنى أن 1-ر,ء لكل 4) ولهذا نعود إلى مثالنا 
المألوف. الزمرة 8 » التي عناصرها (1,2(,)1,3(,)2,3(,)1,2,3(,)1,3,2),ء. إن فصول 
الترافق هي كا يلي : 


١‏ مواضيع في الجير 


, c(e)={e) 
c(1,2)={(1,2),(1,3)1(1,2)(1,3),(2,3)1(1,2)(2,3), 
(1,2,3) 1(1,2)(1,2,3), (1,3,2) 1(1,2)(1,3,2(} 

(تحقق من ذلك) ((1,2(,)1,3(,)2,3))- 
(تحقق من ذلك أيضا) ((1,2,3(21))1,2,3(,)1,3,2)» 
إن على الطالب التحقق من أن ((1,2(=),)1,2)× وأن ((6,)1,2,3(,)1,3,2) -(21)1,2,3 


6 is 1 
TS AF © وبناء عليه فإن‎ 


تطبيقات على مبرهنة )١-١١-۲(‏ 

إن للمبرهنة )١-١1-1(‏ تطبيقاً مباشراً وقوياً كما أننا لن نحتاج إلى توضيح 
استعمالاتها ذلك لأن النتائج الآتية التي توضح قوة المبرهنة هي نفسها مبرهنات لها 
مكانتها وأهميتها. 


دعنا نعيد إلى الذاكرة تعريف مركز الزمرة» أي (2)6 بأنه مجموعة كل 
العناصر ©26 بحيث يكون a×=×ه‏ لکل .x€G‏ 


تمهيدية جزئية 
2 إذا وفقط إذا كان 6=(ه)N‏ وإذا كانت © منتهية فإن 62 إذا وفقط إذا كان 
.o(N(a))=0(G)‏ 


الرهان 

إذا كان 362 فإن ×ه=ه× لكل 6 ومن ثم فإن .N)a(=6‏ وبالعكس. إذا كان 
N)4(=6‏ فإن ×ه=ه× لكل 66 وبالتالي فإن 262. إذا كانت ي منتهية فإن كون 
(©)0>-((01)3)ه مكاقء لكون 6-(21)8. 


نظرية الزمر 14١‏ 


التطبيق الأول 


مبرهنة (؟-١١-7)‏ 
إذا كانت ”م-(0)6 » حيث م عدد أولي فإن(ء)»(2)0. 


الرهان 
إذا كان 366 فإنه لكون (3) زمرة جزئية ولكون رتبة ة (ة) قاسم| لرتبة 6 التي 
تساوي "ملذا فإنرتبة (ة)۸. أي ((5)71)2 2 يجب أن تكون من الصيغة 
م7 =((N)2)ه.‏ وكذلك (362)6 إذا وفقط إذا كان «حيه. بكتابة معادلة الفصول للزمرة 
6 وبوضع ((0)2)6= نعل ا 2= p"=0(6)=‏ 
ومع ذلك» وحيث إنه يوجد عناص عددها 2 محققة للشرط «-,2 فإننا نجد أن 
م 
+2 
)2 . 0 
بالنظر إلى هذه المعادلة نجد أن العدد م قاسم للطرف الاير ولا كان >" وذلك في 
كل حد من المجموع في الطرف الأيمن. لذا فإن 
Pi‏ م 
ار 
وبناءً عليه فإن م قاسم لكل حد من هذا المجموع ومن ثم فإنه قاسم للمجموع كله 


وبالتالي 
“دم 


ولا كان (62)0ء و20 لذا فإن عدد صحيح موجب يقبل القسمة على العدد الأولي 
م. وعليه فإن 2<1 وهذا يدل على وجود عنصر خلاف ينتمي إلى (2)0 وهذا هو محتوى 
المرهنة. إنه يمكن صياغة المرهنة على على النحو التالي : «إن الزمرة التي رتبتها قوة لعدد 
اولي يجب أن يكون مركزها غير تافه» . 


الآن يمكن وبسهولة البرهان على نتيجة وردت سابقا في إحدى المسائل كنتيجة 


P 


هذه . 


14۲ مواضيع في الجر 


إذا كان ۶م=(6)ه حيث م عدد أولي فإن © إبدالية . 


الرهان 

إن هدفنا هو إثبات أن Z)6(=6‏ , على أية حال لقد أثبتنا أن ©)*(2)0 هى زمرة 
جزئية من © لذلك فإن رتبة (2)6 تساوي م أو *. فإذا كان *م-((2)6) فإن 
6-(2)6 وبذلك نكون قد انتهينا من البرهان. لذلك نفرض أن م=((2)6)ه وأن 
6 و (2642)6. عندئذ N)3(‏ زمرة جزئية من 6 و (2)لاء(2)6 كا أن (223)2. وهذا 
فإن م<((N)a)ه‏ ولكن استنادا إلى مبرهنة لاجر انج .o(N(a))|o(G)=p”‏ والمخرج الوحيد 
هذه الحالة هو أن يكون م=((ه)N ٥)‏ الأمر الذي يقتضى أن (2)6٤ه‏ وهذا مناقض 
للفرض بأن (262)6. وبناء عليه فإن کون =((2)6) أمر لا يمكن تحقیقه» ومن ثم 
فإن 6-(2)6. 


التطبيق الثاني 
سنستخدم الآن مبرهنة )١-١١-۲(‏ لإثبات مبرهنة مهمة جدا تنسب إلى العالم 
الرياضي كوشي ويمكن للقارىء أن يتذكر أن هذه المبرهنة قد أثبتت في حالة الزمر 
الإبدالية كتطبيق على التتائج التي توصلنا إليها في بند التشاكلات . وفي الحقيقة 
سنستخدم هذه الحالة. أي حالة الزمر:الإبداليةء في برهان الحالة العامة . لكنناء 
بصراحة» سنثبت في البند القادم نتيجة أقوى من ذلك بكثير وهي التي تنسب إلى 
الرياضي سيلو والتي تكون مبرهنة كوشي نتيجة مباشرة لما وذلك باتباع طريقة تتجنب 
تماما مبرهنة )١-١١-۲(‏ . وفي الواقع إنه لو كانت مبرهنة كوشي هي غايتنا الأساسية فإن 
بإمكاننا برهانها بالاستعانة بالمبادىء الأولية للزمر وذلك خلال سطور قليلة . (يجب أن 
ينظر القارىء إلى البرهان الجميل لبرهنة كوشي المنسوب إلى مك كي (yة)ءM)‏ 
والمنشور في مجحلة : 
American Mathematical monthly, 66 (1959), p.119.‏ 


وعلى أية حال فإننا نعرض هنا مبرهنة كوشي كتطبيق رائع لمبرهنة )١-١١-۲(‏ . 


نظرية الزمر ١4‏ 


ميرهنة )7-١١-7(‏ كوشي 
إذا كان م عددا أوليا وكان (0)0إم فن © نحوي عنصرا رتبته م. 


الرهان 

إننا نبحث عن عنصر 8*6 في 6 بحيث يكون ع-”2. ولكي نثبت وجود هذا 
العنصر نستخدم الاستقراء الرياضي على (5)6 . أي أننا نفرض صحة المبرهنة لجميع 
الزمر 7 التي يكون من أجلها (0)5(>5)06. إنه لا يوجد أي داع للقلق حول البدء 
بالاستقراء لأن النتيجة صحيحة تماما لجميع الزمر التي رتبتها تساوي الواحد الصحيح . 

إذا حدث وإن كانت W‏ زمرة جزئية من 6 و 8/26 وكان (W)ه|م‏ فإنه وفقا 
لفرضية الاستقراء يوجد عنصر رتبته م في ۷ » ومن باب أولى فإنه يوجد هذا العنصر 
في 6. لذلك فإن بإمكاننا أن نفرض أن م ليس قاسم لرتبة أية زمرة جزئية فعلية من 6. 

وبصورة خاصة, إذا كان (342)6. وحيث إن 2626د(ة)/2 فإن ((۸)a)ه|م.‏ 

لنكتب الآن معادلة الفصول 


لكات -o(Z(G‏ 
o(6G)=0(Z( e o(N(a))‏ 
لما كان (6 )هم و ((0)2)3/م. لذا فإنه يكون لدينا 
)0(6 
o(N(a))‏ 


ومن ثم فإن 
(0)ه_ > ام 
N(a)#G 0(N(a))‏ 


وحيث إن (6)ه|م لذا نستنتج أن 
)0(6 


(org =e) 


وهكذا فإن (2)0 زمرة جزئية من 6 رتبتها تقبل القسمة على م. 


P 


ولكننا قد افترضنا أن م ليس قاس لرتبة أية زمرة جزئية فعلية من 6 وهذا فإنه لا 
يمكن أن تكون (2)6 زمرة جزئية فعلية من 6. 
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وبذلك يتبقى لدينا الإمكانية الوحيدة التي لا مفر من قبولها وهي أن 
0-(2)6 وعندئذ تكون 6 إبدالية. والآن يمكن الاستعانة بالنتيجة المرهنة للزمر 
الإبدالية لإكال الاستقراء وهذا يشبت المرهنة. 


ونختم هذا البند بدراسة علاقة الترافق لنوع خاص من الزمر هي زمر 
التناظر ,8. 


إذا كان لدينا أي عدد صحيح ١‏ فإننا نقول إن المتتالية من الأعداد الصحيحة 
الموجبة .2ر حيث ,11ك. .. ك5 8ك رم تكون تجزئة )Partiti0(‏ للعدد ہ إذا كان 
=n, ++... +,‏ لنفرض أن (08)م ترمز إلى عدد تجزيئات العدد 2 ولنعين (0)م لقيم 
صغيرة للعدد 5. 
1 -(1)م لأن 1 هو التجزئة الوحيدة لنفسه . 
2-(2)م لأن 2-2 و 2=1+1. 
3-(3)م لأن 3=3و 3=1+2و 3=1+1+1. 
5-(4)م لأن 4-4 و 4=1+3و 4=1+1+2 و 4=1+1+1+1و 4=2+2. 
كذلك فإن 

p(5)=7, p(6)=11, p(61)=1,121,505 

كما أنه يوجد مراجع رياضية كثيرة حول (8)م. 
إننا نحصل على تجزئة للعدد « وذلك عندما نحلل تبديلا في ,5 إلى حاصل ضرب 
دورات منفصلة لأنه إذا كانت أطوال الدورات التي تظهر في التحليل هي ,3...رواارية » 


.n=n,+ny+...+n, ijn, SnyS...<n, 


سنقول إن للتبديل م65 تفريقا دوريا لعلو ووللوره) وذلك إذا أمكن كتابته 
على هيئة حاصل ضرب دورات منفصلة أطوالها متاو ووظررةة SRS, e‏ 
وهكذا فإن التفريق الدوري للتبديل 5 0€ حيث 
9 8 7 6 4.5 12-3 
= 
lS 2 SO 4 T7 9 8‏ 
هو (1,1,2,2,3). لاحظ أن 1+1+2+2+3=9. 


) =)1((2,3)(4,5,6((7((8,9( 
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ننتقل الآن إلى البرهان على أن أي تبديلين في ,5 يكونان مترافقين إذا وفقط 
إذا كان لما التفريق الدوري نفسه. وعندما يتم هذا فإننا نستنتج من ذلك أن عدد 
فصول الترافق في ,5 هو (0)م. 
لكي نصل إلى هذا المهدف نعرض قاعدة بسيطة لحساب مرافقات تبديل معطى . 
لنفرض أن ,665 وأن » يأخذ ا إلى ز. كيف نحسب 0306 ؟ لنفرض أن 0 يأخذ 1 
إلى 5 و[ إلى ؛ عندئذ 6206 يأخذ ه إلى ؛. بعبارة أخرى» لكي تحسب 0700 
استبدل أي رمز في © بصورته تحت تأثير 0. فمثلا لكي نحسب 6708 حيث 
(1,2,3()4,7)-9 و (5,6,7()3,4,2) >0 نتبع ما لي : 
بها أن 

3ج2 ,7ج4 ,1ج3 ,744 ,6ه6 ,0:55 

فإنه يمكن الحصول على 68266 من » بعد استبدال 5ب 5و6 ب 6 و7ب4 و3 باو4 ب7و2ب3 
وذلك فى التبديل 8 وبالتالى فإن: 

07100=)5,6,4()1,7,3( 1 ١ 


بهذا الخوارزم لحساب المرافقات يصبح واضحا أنه إذا كان هناك تبديلان لما 
التفريق الدوري نفسه فإنهم| مترافقان . ذلك أنه إذا كان 
(X1,X2--.*”)‏ -.(ووطى...روطووط) (رمة...بوقررة) -و 
وكان 
T= (a0...) (B15B2---Bn)--- r A)‏ 
فإن 8 0=> حيث يمكن استخدام التبديل 
X1...Xn, )‏ يكن ق اه )د 
Bı. --Bny-=- X1---Xn,‏ كن 
وهكذا على سبيل المثال. فإن التبديلين (1,2()3,4,5()6,7,8) و (7,5()1,3,6()2,4,8) 
مترافقان وذلك باستخدام التبديل : 
ل 7 5 4 3 2 
8 24 13-6 5 7 
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الآن لقد أصبح واضحا أن للتبديلين المترافقين التفريق الدوري نفسه لأنه 
باستخدام القاعدة التي رأيناها لحساب المرافق» نستبدل كل عنصر في الدورة المعطاة 
بصورته تحت تأثير التبديل الذي بواسطته تم الترافق . 


الآن نعيد كتابة نص النتيجة الواردة في المناقشة السابقة كا يلى. 


تمهيدية (۳-۱۱-۲) 
إن عدد فصول الترافق ف ,5 هو (7)م » حيث (7)م هو عدد تجزيئات العدد . 


إننا نستطيع إيجاد جميع العناصر المتبادلة مع تبديل معطى بعد وجود الوصف 
الصريح لفصول الترافق في 5. ولنوضح ذلك بالمثال الآتي: إذا كان لدينا التبديل 
,65 1,2) فا هي العناصر التي تتبادل معه؟ 


بالتأكيد إن كل تبديل يبقي كلا من 1 و 2 ثابتا يتبادل مع (1,2) ويوجد عناصر 
عددها !(2-2) من هذا النوع . 
كذلك فإن (1,2) يتبادل مع نفسه وبهذه الطريقة نحصل على !(2)0-2 عنصرا في الزمرة 
المولدة بالعنصر (1,2) والتبديلات التي عددها )١-2(!‏ والتي تبقي كلا من 1و2 ثابتاً. 
هل يوجد عناصر أخرى؟ 


ل" وهي جميعها مرافقات ل (1,2) وبالتالي 


1 
فإن فصل الترافق للعنصر (1,2) يحوي لحل ءنسرا. 
فإذا كانت رتبة منظّم (1,2) هي فإنه استنادا إلى مبدأ العد 


n(n-1) o(S,) _ n! 


2 r 1 


إن عدد المناقلات في ,5 هو 


وهكذا فإن !(2-م)2-:. أي أن رتبة منظّم (1,2) هي !(2)۸-2. 


الو ال ۱4۷ 


ولكننا رأينا أن عدد العناصر التي تتبادل مع (1,2) هو !(2)3-2 وعليه فإن العنصر العام 
الذي يتبادل مع (1,2) هو من الصيغة (1,2)-0 حيث 1 يساوي صفرا أو 1 كما أن > هو 
التبديل الذي يبقى كلا من 1 و2 ثابتاً . 


وفي محال اخرء لنعتبر التبديل م1,2,3,...,5(65). إننا ندعي أن هذا التبديل 
يتبادل فقط مع قواه . بالتأكيد إنه يتبادل مع جميع قواه التي تعطينا ‏ عنصرا . الآن إن 
أية دورة طوها ١‏ هي بالتأكيد مترافقة مع (1,2,...,0). إن عدد الدورات التي من هذا 
النوع ف م5 هو !(2-1). فإذا كانت رتبة منظم n)‏ 55 2) في ,5 هي الا. 
سیت إن عدد مرافقات (1,2,...,2) في داچ إ(1-م). لذا فإن 
ا م > أي أن رتبة منظم (1,2.....8) في ,5 هي «. وبا أن قوی (1,2,...2) 
aE‏ » فإنه لا يوجد أي عناصر أخرى وبهذا نكون قد برهنا على المطلوب . 


مسائل 
ب أوجد جميع فصول الترافق في ,5 ثم أوجد ,ع لكل ه ثم تحقق من معادلة الفصول . 
ت أوجد جميع فصول الترافق في ,5 ثم أوجد , لكل ه وتحقق من معادلة الفصول. 
۴ - أوجد جميع فصول الترافق في زمرة الوحدات الرباعية (انظر مسألة ١؟‏ بند 
؟ - )٠١‏ كذلك أوجد , لكل ه وتحقق من معادلة الفصول. 
4 - أوجد جميع فصول الترافق في الزمرة الزوجية التي رتبتها 20 ثم أوجد وء لكل 
3 وتحقق من معادلة الفصل . (لاحظ كيف أن الجواب يعتمد على نوعية «) . 
مت راج ات ثبت أن.عدد الدورات المختلفة التي طوفا ع هو لل 1 . 
(ب) أوجد باستخدام )١(‏ عدد مرافقات الدورة (....,1,2) التي طوها في ,5 
(ج) امن على أن 8 ل ب کی r)‏ 5-85 موسق الصيغة 


)١( - 5‏ أوجد عدد و 57 „n>4‏ 
(ب) أوجد صيغة لجميع العناصر التي تتبادل مع (1,2()3,4) في ,5 . 
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۷ - إذا کان معددا أوليا. فأثبت أن عدد العناصر في ,8 والتي تحقق العلاقة »=× هو 
1+!(1-م) حيث ,€8 × 3 
۸ - إذا كان يوجد في زمرة 6 عنصر 8 له مرافقان فقط» فأثبت أن 6 تحتوي على زمرة 
ناظمية × بحيث إن ©)#لاع6 . 
4 15م ارجد عضر نن في ١ «Aş‏ الزبية للخايية من النوجبة اقاسة: نحيث 
(ب) سك جميع شرل التاق ف ars‏ الا اق قل فصل . 
I) 8‏ إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 و3631 فأثبت ت أن كل مرافق 
للعنصر 266 هو في ١‏ . 
(ب) أثبت أن 38 N(=‏ )0 حيث ‏ عنصر ما في ۸ 
(ج) باستخدام الفقرة (ب) ونتيجة المسألة 4 (ب) أثبت أنه لا يوجد في 
وذ زمرة ناظمية × غير ©) , يه . 
-١‏ بالاستعانة بمبرهنة (؟-١١7-1)‏ أثبت أنه إذا كان ”م-(0)6 حيث م عدد أولي 
فإن © تحتوي على زمرة جزئية رتبتها "م حيث «ك»>ه 
۲- إذا كانت "م-(6)ه . معددا أولياء فأثبت أنه يوجد زمر جزئية ١,‏ 
1 حيث ۲ عدد ما بحيث يكون 6=۸,2۸,2۸,2...2۸,=)e(‏ 
حيث × زمرة جزئية ناظمية في ,و ٨٨;‏ .× إبدالية . 
-١*‏ إذا كانت ”م-(5)6 . م عددا أولياء وكانت 11 زمرة جزئية من 6 و 1120 
فأثبت أنه يوجد عنصر 66× و411» بحيث يكون 1×=81 1× 
-٤‏ برهن على أن أية زمرة جزئية رتبتها "م في الزمرة 6 التي رتبتها "م » حيث م 
عدد أولي. هي زمرة ناظمية في 6 . 
6 إذا كانت "م-(6)ه » م عددا أولياء وكانت N+)(‏ هى زمرة جزئية ناظمية 
في 6 فأثبت ت أن ©) :7102 حيث 2 مركز 6 . ١‏ 
5- إذا كانت 6 زمرة مركزها 2 وكانت 6/2دورية فأثبت أن 6 يجب أن تكون إبدالية . 
۷- أثبت أن أية زمرة رتبتها 15 هي زمرة دورية . 
۸- برهن على أن الزمرة التي رتبتها 28 تحتوي على زمرة جزئية ناظمية رتبتها 7 . 
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۹- أثبت آنه إذا كانت 6 زمرة رتبتها 28 وتحتوي على زمرة جزئية ناظمية رتبتها 4 
فإن © إبدالية . 


(؟-1١)‏ مبرهنة سيلو 
تفيد مبرهنة لاجرانج بأن رتبة الزمرة الحزئية في الزمرة المنتهية قاسم لرتبة تلك 
الزمرة. إن العكس عموماً غير صحيح . إنه يوجد مبرهنات قليلة جدًا تؤكد وجود زمر 
جزئية ذات رتب معينة في زمر منتهية . إن المبرهنة الأساسية والمستخدمة على نطاق واسع 
هي تلك المبرهنة التقليدية المنسوبة إلى الرياضي النرويجي سيلو. 
نقدم هنا ثلاثة براهين لمبرهنة سيلو هذه. البرهان الأول منها هو برهان ممتع 
وأولي في الوقت نفسه منسوب إلى فيلانت (/74هاءة/1آ) حيث ظهر في المجلة العلمية : 
Archiv der Matematik, Vol 10, (1959), pp. 401-402‏ 


إن العنصرين الأساسيين في برهان فيلانت هما نظرية الأعداد ونظرية 
التركيبات» وهذا البرهان ميزة أخرى إلى جانب جودته وبساطته» هي الحصول على 
الزمرة الجزئية التي نبحث عنها. 


إن البرهان الثاني مبني على استخدام الاستقراء الرياضي ومعادلة الفصول . 
وهو أحد البراهين القياسية التقليدية» كما أنه توظيف جيد لمجموعة الأفكار المطوّرة 
إلى هذا الحد في هذا الكتاب والتي نستفيد منها لاشتقاق هذه النتيجة الأساسية 
للعالم سيلو. 


أما البرهان الثالث فإن له فلسفة مختلفة تمامًا حيث إن الفكرة الأساسية فيه هى 
إثبات أنه إذا كانت هناك زمرة أكبر من تلك التي ندرسها تحقق استنتاج مبرهنة سيلو 
فإن الزمرة التي ندرسها يجب أن تحقق الاستنتاج نفسه. إن هذا يفرض علينا إثبات 
مبرهنة سيلو لنوع خاص من الزمر هو زمر التناظرء وبالاستعانة بمبرهنة كيلي 
(مبرهنة ۲ )١-4-‏ يكون باستطاعتنا استنتاج مبرهنة سيلو لحميع الزمر المنتهية . 


نل مواضيع في الجبر 


وبغض النظر عن هذا الأسلوب الغريب وهو برهان شيىء لزمرة كبيرة ثم ببرهان ذات 
الثىء للزمرة المعطاة فإن للرهان الثالث ميزاته أيضا وهي باستغلال الأفكار المستخدمة 


قل يتساءل القارىء ولماذا إيراد هذه البراهين الثلاثة للمرهنة نفسها مع أنه من 
الواضح أن واحدًا منها يكفي ؟ 


إن الجواب على ذلك بسيط هو أن مبرهنة سيلو من الأهمية بمكان بحيث إا 
تستحق هذا الأسلوب المتعدد الطرق. أضف إلى ذلك الطبيعة المتباعدة تماما للراهين 
الثلاثة وكذلك التطبيق الجيد الذي يعطيه كل واحد منها للمواضيع التي تعلمناها إن 
هذه التبريرات مقنعة (على الأقل بالنسبة للمؤلف) والآن تذكر نص مبرهنة سيلو ونبدأ 


ببرهان فيلانت. 
مبرهئة )1١-1١17-17(‏ سيلو: 
إذا كان معددًا أوليا وكان (0)6/"م فإن 6 تحتوي على زمرة جزئية رتيتها 
0 
2 . 


قبل الدخول في البرهان الأول لمرهنة سيلو نحيد قليلا إلى مناقشة في نظرية 
الأعداد ونظرية التركيبات . إنه يمكن بسهولة إثبات أن عدد طرق اختيار جموعة جزئية 
مكونة من » عنصر في مجموعة مكونة من ۸ عنصر هو: 


n!‏ ار 
k | k!(n—k)!‏ 


فإذا كان "م =۸ حيث م عدد أولي وإذا كان ص | "م ولكن دم] !+ آم فلنعتير 
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rm) 5 (pm)!‏ ( 
إكمحمكم اكلم كم 


p“m(p m-1)... (m=) ... (p*m-p*+1) 
p-1... (pp #1) 


إن السزال الطروح هو: ما هي قوة م التي تقسم ( رم ) ؟ 


بالنظر إلى هذا العدد بالصيغة التي كتبناه بها يمكن لأي منا أن يرى أنه باستثناء 
الحد ” في البسط فإن قوة م التي تقسم (:_يم"م) هي نفسها التي تقسم (1-“م) ومن 
ثم فإن جميع قوى م تختصر ما عدى تلك القوى التي تقسم " وهكذا فإن 


(eg)‏ | "م ولکن (ep)‏ م 


البرهان الأول للمبرهنة : 
لتكن 8/.. هي مجموعة جميع المجموعات الجزئية في 6 التي تحوي “م عنصرا 
a‏ 
وعليه فإن 44.. تحوي اي عنصرًا. إذا كان لدينا4/.. € M.M,‏ 
(,1! مجموعة جزئية من 6 تحوي “م عنصرا وكذلك الحال بالنسبة ل )M,‏ نقول إن 


M, 3,‏ إذا وجد عنصر 6 © ع بحيث يكون عرM‏ = M,‏ . إن من السهل التحقق من 
أن هذه هى علاقة تكافؤ على 4⁄.. . 


إننا ندعي وجودء على الأقل» فصل تكافؤ من العناصر في 6⁄.. بحيث تكون 
عدد العناصر في هذا الفصل ليس مضاعفًا للعدد 1+”م ذلك أنه إذا كان 
1م قاسمًا لعدد العناصر في كل فصل تكافؤ فإن 1+”م سيكون قاسماً لعدد 
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العناصر في 4 . ولا كانت /.. تحوي (73) عنصرًا و (۶8) [1+كم فإن هذه 
لوكين أن تكون هي الحالة. ليكن )M,, ..., M,(‏ فصل تكافؤ في 
. حيث ]1+ 'م . من تعريفنا للتكافؤفي /. إذا كان 6عع فإنه 
لكل م...,1,2 = ايكون 84 = هزاة لقيمة ما للعدد ز» > ز >1 . لتكن 
M,g = 2(‏ | 6عع) 11 من الواضح أن 11 زمرة جزئية من 6 لأنه إذا كان 
M,a = M,‏ و jag M,b = M,‏ ثم فإن .M,ab = (M,a) b = Mb = M,‏ 


ستكون مهمتنا الآن إيجاد رتبة 53 . إننا ندعي أن (6)ه = (11)ه ه ونترك برهان 
ذلك للقارىء ولكننا نقترح عليه أن يستخدم المناقشة الواردة في مبدأ العد وذلك في بند 
4-8 : 


الآن "م = (ن)ه = (11)مم وللا كان p“+r|p“m=no(H) y p'*1[n‏ . 
لذلك فإنه يجب أن ينتج أن (4)ه | “مومن ثم فإن “م < (0)81 . بالإضافة إلى ذلك» 
إذا كان M,‏ © ,« فإنه لكل 8# © ط يكون M,‏ ع( ,مس ومكذا فإن 
,۷ توي على الأقل (5)11 عنصرًا مختلفا. ولكن ,۷ جموعة جزئية من © تحوي “م 
عنصرًا وهكذا نجد أن (0)53 < “م وبالجمع ما بين هذه النتيجة مع كون 
“م < (11)ه نحصل على “م = (0)11. بهذا نكون قد حصلنا على زمرة جزئية من 
6 تحوي تماما »م عنصرا ألا وهي 1. وهذا يثبت المبرهنة . إن هذا في الواقع قد أثبت 
أكثر من ذلك إذ أنه قد كوّن الزمرة الجزئية المطلوبة . 


إناما عرف عادة بمبرهنة سيلو ليس إلا خالة خاضة من هبرهنة (* - 8؟ -.4) 
ألا وهي : 


إذا كان (6)ه | ”م و (0)6 / '*"م فإن © تحتوي على زمرة جزئية رتبتها ”م . 
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إن الزمرة الجزئية من 6 التي رتبتها "م حيث (0)6 | "م ولكن (0)6 ] '*”م تدعى 
زمرة سيلو الحزئية من نوع (p-Sylow subgroup)‏ م . 


إن النتيجة السابقة تؤكد أن أية زمرة منتهية تحتوي على زمرة سيلو الجزئية من نوع 
م وذلك لكل عدد أولي م يقسم رتبتها. وبالطبع فإن مرافقة زمرة سيلو من نوع مهي 
زمرة سيلو من نوع م أيضا. بعد قليل سنرى كيف أن زمرت سيلو الحزئيتين من نوع م 
في 6 بالنسبة للعدد الأولي م نفسه مرتبطتان ببعضههم| وسنحصل على بعض المعلومات 
حول عدد زمر سيلو الحزئية من نوع في 6 بالنسبة للعدد الأولي م . لكن قبل الانتقال 
إلى هذا نريد إعطاء برهانين آخرين لمبرهنة سيلو. وقبل البدء في البرهان الثاني نود إيراد 
الملاحظة الآتية التي رأيناها قبل النتيجة أعلاه مباشرة وهى أن تلك النتيجة حالة خاصة 
من المبرهنة . ورغم ذلك فإننا ندعي أله یمن اقنقاق المرهنة بسهولة من النتيجةء 
أي أنه إذا علمنا أن 6 تحتوي على زمرة جزئية رتبتها "م حيث (6)ه | "م ولكن | '*”م 
(6)ه فإننا نعلم أن 6 تحتوي على زمرة جزئية رتبتها “م وذلك لأي عدد » بحيث يكون 
(©)0 | “م . إن هذا ينتج من مسألة ١١‏ بند (۲ - )١١‏ التي تنص على أن أية زمرة 
رتبتها "م» حيث م عدد أولي» تحتوي على زمرة جزئية رتبتها “م لأي عدد » . ۾ > 0 
> . وکا سنشرع مرة أخرى, في إثبات مبرهنة (۲ - )١ - ٠١‏ وبطريقتين مختلفتين 
يكفي أن نبرهن على وجود زمرة سيلو الجزئية من نوع م في 6 لكل عدد أولي ميقسم 


رتبة 6 . 
البرهان الثاني لمبرهئة سيلو 


سنبرهن بالاستقراء الرياضي على رتبة 6 أن © تحتوي على زمرة سيلو الجزئية من 
نوع موذلك لكل عدد أولي م يقسم رتبة 6 . 


إذا كانت 2 = (6) ه فإن العدد الأولي المناسب هو 2 والزمرة 6 تحتوي . بالتأكيد» 
على زمرة جزئية رتبتها 2 هي 6 نفسها. 
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لذلك نفرض أن المبرهنة صحيحة لكل الزمر التي رتبتها تقل عن رتبة 6 ومن 
هذا نثبت أن المبرهنة سارية المفعول بالنسبة للزمرة 6 . 


لذلك نفرض أن (6)ه | "م وأن (6)ه/ '*”م. حيث معدد أولي. 1<" . 
فإذا كان (0)51 | "م حيث 11 هي أية زمرة جزئية من 6 » 6 + 1 فإنه من فرضية 
الاستقراء نجد أن 11 تحتوي على زمرة جزئية ۲ رتبتها "م. لما كانت 1 زمرة جزئية من 11 
و زمرة جزئية من 6 فإن 1 زمرة جزئية من 6 . عندئذ تكون 1 هي الزمرة الجحزئية 


المطلوبة والتي رتبتها "م . 


لذلك يمكن أن نفرض أن (8)ه | "م » لأية زمرة جزئية 11 من 6 » 6 + 1 وهنا 
نقصر اهتامنا على مجموعة محدودة من هذه الزمر الجزئية . نعيد إلى الذاكرة أنه إذا كان 
6 © ة فإن (×ه = 3 | 26©6) = N)a(‏ زمرة جزئية من 6 » وفضلا عن ذلك إذا كان 
27 » حيث 2 هو مركز 6 فإن 71)3(226 » كذلك نعيد إلى الذاكرة أن معادلة الفصول 
للزمرة 6 تنص على أن 
)0(6 
o (N(2))‏ 
حيث يتم الجمع على عنصر واحد من كل فصل ترافق . وبفصل هذا المجموع 
إلى حدين أوهم| تلك العناصر التي تنتمي إلى المركز وثانيهه| تلك العناصر التي لا تنتمي 
إليه نجد أن 


(( - (6)ه 


0(6) -2+1 ISD 
a# Z (oN(a)) 


حيث (2-0)2 

الآن نستعين بالتخصيص الذي أوردناه وهو أن (0)11 /”م لأية زمرة جزئية 8 من 
© بحيث 6 112 وذلك يجعل (21)3 = 11 حيث 2 © 3 ولا كان في هذه الحالة (0)©6 | ”م 
و ((0)80)2 | '*”م لذا فإنه يجب أن يكون لدينا 
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0(6) 
o(N(a)) 


وبكتابة هذه النتيجة أي . 
)0(6 
o(N(a))‏ 


مرة أخرى لكل 6 ع 2 . 2 © 3 . ومن معادلة الفصول. والمعلومات الى بين أيدينا 
من ضمنها أن (0)6 | "7 فإنه لابد أن يكون (6)ه | م كذلك نجد أن 


وهكذا نجد من معادلة الفصول أن 2إم . الآن بها أن (2-0)2إم واستنادا إلى 
مبرهنة كوشي (مبرهنة )#-1١-17‏ نجد أن 2 تحوي عنصراً © * د رتبته م . 
لتكن (0) = 8 هي الزمرة الحزئية من 6 المولدة بالعنصرط . إن رتبة 8 هي م . وفضلا 
عن ذلك بها أن 2 © ط فإن 8 يجب أن تكون ناظمية في 6 ولذلك نستطيع تكوين 
الزمرة الخارجة 6/8 = 6 . وبالنظر إلى 6 . نجد أولاً أن رتبتها هي 
(0)ه _ (0)ه 
م (6)8 
وبالتالي فإن رتبتها تقل عن (6)ه » ثانياء إن (6)ه | ”م ولكن (0)6 / "7 ومن 
فرضية الاستقراء نجد أن 6 تحتوي على زمرة جزئية ۴ رتبتها '-"م. لتكن 
P=)x€G |xBEP}‏ . إن م هي زمرة جزئية من 6 وفقا لتمهيدية (۲ -/1- 8) وزيادة 
على ذلك ج/1--5 (برهن ذلك) . وهكذا فإن 
اا ا 
o(B) ۳‏ 


وبالتالي فإن ”م = (۴)ه . وبناءًا عليه فإن ‏ هي زمرة سيلو الجزئية من نوع م 
المطلوبة . وبمذا ينتهي الاستقراء ومن ثم ينتهي البرهان. 


ل مواضيع في الجبر 


هذا نكون قد انتهينا من البرهان الثاني لمبرهنة سيلو. لاحظ أنه يمكن تكييف 
البرهان الثاني بسهولة لإثبات أنه إذا كان (0)6 | م فإن 6 تحتوي على زمرة جزئية رتبتها 
“م مباشرة دون الاستعانة ببرهان وجود زمرة سيلو الحزئية من نوع ۶ (إن هذه هي 
المسألة الأولى من المسائل الواردة في نهاية هذا البند) . 


الآن ننتقل إلى البرهان الثالث لمبرهنة سيلو. 


الرهان الثالث لرهنة سيلو 

قبل الُْضى قدما في تفاصيل البرهان: يجدر بنا أن نلخص الخطة الأساسية 
سنثبت أولا أن جميع زمر التناظر ,5 » حيث معدد أولي تحتوي على زمر سيلو الحزئية 
من نوع م . وستكون الخطوة الثانية هي إثبات أنه إذا كانت 6 محتواة في 04 
وكانت ۷1 تحتوي على زمرة سيلو الجزئية من نوع م فإن 6 تحتوي على زمرة سيلو الحزئية 
من نوع م . وأخيرا سنثبت بالاستعانة بمبرهنة كيلى أننا نستطيع استخدام .5 
حيث » عدد كبير بشكل كاف» لتكون هي ۸ . ويهذا تكون لدينا جميع أجزاء البرهان 
وينتهي بذلك إثبات المبرهنة . 


لتنفيذ هذا البرنامج بالتفصيل» يجب علينا معرفة درجة كبر زمرة سيلو الجزئية 
من نوع في ,5 . إن هذا سيجعل من الضروري معرفة قوى م التي تقسم ! (©) . 
إن هذا سيكون سهلا بيد أن الحصول على زمرة سيلو الحزئية من نوع مني ,, 5. سيكون 


اد 


لتنفيذ خطوة أخرى أساسية في هذا المخطط المبدئي سيكون من الضروري 
تقديم علاقة تكافؤ جديدة في الزمر بحيث تكون فصول التكافؤ المقابلة هذه العلاقة 
هي تلك المجموعات المعروفة بالمجموعات المشاركة المزدوجة وسيكون هذا فوائد 
عديدة ليست فقط في مواصلة برهان مبرهنة سيلو فحسب بل في حصولنا أيضا على 
الجزئين الثاني والثالث من مبرهنة سيلو الشاملة . 
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الآن نبدأ بمهمتنا الأولى وهي إيجاد قوى العدد الأولي م التي تقسم ! (م) . 
وفي الواقع فإن من السهل إيجاد ذلك من أجل ! « لأي عدد صحيح © (أنظر 
مسألة ۲) . ولكنه سيكون واضحا وكافيا أن نوجد ذلك فقط من أجل ! ("م) . 

لنعرف (2)6 بأنه ذلك العدد الذي يكون من أجله ! (١م)|‏ "م ولكن 
| )م( اوور 1 


)١- 117 ۲( تمهيدية‎ 
n(k)= I+p+...+p* 


البرهان 
إذا كان 1-! » ونظرا لأن م.(1-م)....×1×2= ! م فإن من الواضح أن 
! مام ولكن ! مام لذلك فإن 1-(0)1 ىا هو مطلوب . 


ما هي الحدود في مفكوك ! (*م) التي يمكن أن تسهم في قوى م والتي تقسم 
! زم ؟ 


من الواضح أنبا فقط مضاعفات م أي م “م ,.... ,م2,م ويعبارة أخرى 
() يجب أن يكون قوة للعدد م التي تقسم 
! رحني ' “مم زم ا-ام) ... (صة)(م2)م . 


ولکن» عندئذ. (1-)م+ ١-“م‏ -(1)م. 
وبالمئل م + (2-)م-(5)6-1 وهكذا. . . وبكتابة هذه المقادير على الصيغة : 
لامع nk—n(k—1)‏ 
امك n(k-1)—n(k—2)‏ 


n(2) - م - (1)م‎ 
n(1) =1 


10۸ مواضيع في الجر 


ثم الجمع نحصل في النهاية على : 
n(k) = 1+p +p? + ....+p'‏ 
وهذا هو المطلوب إثباته وبذلك ينتهي برهان التمهيدية . 
نحن الآن على استعداد لإثبات أن بر5 تحتوي على زمرة سيلو الحزئية من نوع 
م أي سنعرض (بل» في الواقع سنحصل على) زمرة جزئية رتبتها "م في ,5 . 


تمهيدية (۲ - ۱۲ ۲): 
إن »ر5 . تحتوي على زمرة سيلو ا جزئية من نوع م . 


البرهان : 
بالاستقراء على . إذا كان 1=« فإن رتبة العنصر (12...0) في ,5هي 
م . ولذلك فإن هذا العنصر يولد زمرة جزئية رتبتها م . ولا كان ۸)1(=1 لذا فإن النتيجة 


صحيحة عندما 1-1[ 5 


لنفرض أن النتيجة صحيحة من أجل 1- ونثبت صحتها من أجل » . 


لنقسم الأعداد الصحيحة *م,...2 إلى مجموعات عددها م بحيث تحتوي كل 
مجموعة على “م عنصرًا وذلك كا يلي : 

Asp Fp Epa, اروم‎ REDE les) 
: إن التبديل ه المعرف كما يلي‎ 
“م(1سم),..., 1و2 اام 1) 2ن‎ +1)... (jp اجا “م (1حم),.. .ىز و2 زج‎ 
ep ppp) 
: يتمتع بالخواص الآتية‎ 

)١(‏ 26م 

(۲) إذا كان > هو التبديل الذي يبقى كل ذثابتا. حيث !١-“م<ا‏ . 

(ولذلك فهو يؤثر فقط على '*م,...,1,2) فإن 0>'-ويحرك فقط عناصر في 


المجموعة (-'م2 .... ,2+' “م ,1+ “م) . 


نظرية الزمر 14 


وبصورة عامةء. فإن 0-0 يحرك فقط عناصر ف الملجموعة 
“مزاج ز) ,... ,1+2 jp*‏ ,1+1 “وز لنعتبر (1-(1): إذا كان “م<ذ|ر5) ده 


إن ۸ زمرة جزئية من ,5 . كا أن عناصر ۸ تستطيع إجراء أي تبديل على 
العناصر '-"م,... ,1,2 ومن هنا ينتج بسهولة أن »,۸5 واستنادًا إلى فرضية الاستقراء 
فإن ۸ تحتوي على زمرة جزئية ,رتبتها "م . 


لتكن 
Bes P‏ لمكي وسيم ..... =P )0'P0( )0 7 PO)‏ 1 حیث أو 0^۴ = P‏ . 
إن ٣,‏ متماثلة مع ,© لكل اوهذا فإن رتبة 8 هي ”"“"م كا أن العناصر في 
۴ المختلفة تؤثر على المجموعات غير المتداخلة من الأعداد الصحيحة ولذلك فإن هذه 
العناصر تتبادل مع بعضها وهكذا فإن 1زمرة جزئية من 2ر5 . 


ما هي رتبة ۲؟ لما كان (»)- ص8 وذلك عندما 1-م > زع > 0 لذلك نجد أن 
م = ٥)۴‏ = (1)ه . إننا لى نحصل» بعد على ما نريد تماما ذلك لأن 7 ليست 
هي زمرة سيلو الجزئية من نوع م التي نحن بصدد البحث عنها. 


لما كان e‏ = ^ و۴ = أن 8 وفإنه يكون لدينا 7 - 0316 لنكن 
P = {ot |tET, osjsp—1}‏ 
لما كان 1ه 0150-1 فإنه يكون لدينا أمران. أوههما هو أن ۲ زمرة 


جزئية من ,5 وثانيهما هو أن 7+1ا-“ا"م = "م م = (0)1.م = (5)و . 


أخيراً لقد وجدنا ضالتناء حيث إن هي زمرة سيلو الجزئية من نوع م والتي كنا 
نبحث عتها ف Sx‏ . لتد السب عحستاة إن يها هي ا+مذا-»"و ولكن 
+“ ام+... +م+1 = u n)k-1(‏ لذلك. )م = '*صp+....+p+1= pn(k-1)+1‏ « ونا 


كان "م = (م)0 لذا فإن ۴ هي » بالفعل» زمرة سيلو الحزئية من نوع في ,8 . 


۱1۰ مواضيع في الجر 


ملاحظة حول البرهان 

إن هذا البرهان لا يثبت التمهيدية فقط بل إنه في الواقع يسمح لنا بتكوين زمر 
سيلو الجزئية من نوع م استقرائيا. ونتبع طريقة البرهان لتكوين زمر سيلو الجزئية من 
نوع 2 في ,5. 


لنقسم 1,2,3,4 إلى مجموعتين هما (1,2) » (3,4) ولتكن ((۴,=))1,2 و (13)-0 
(4 2) عندئذ ((3,4))-0 5 وديم . 


وعليه فإن زمرة سيلو الجزئية من نوع 2 هي الزمرة المولدة بالتبديل (2,4) (1,3) 
و1. حيث 
T= PP, = {(1,2), (3,4), (1,2) (3,4), e}‏ 
لكي ننفذ برنامج البرهان الثالث الذي أوجزناه سابقا نقدم الآن علاقة تكافؤ 
جديدة في الزمر (أنظر مسألة ۳۹ بند ۲-ه) . 


تعريف 
لتكن © زمرة» ۸ و8 زمرتين جزئيتين من © . إذا كان 66 ز,* فلنعرف أن برسسهر 
إذا كان ا×ھ=ر حیث 4عه. 568 . 


نترك للقارىء برهان التمهيدية الآتية نظرًا لسهولتها . 


تمهيدية (۲ - ۱۲ ۳) 
إن العلاقة ا معرفة أنفا هي علاقة تكافؤ على © كبا أن فصل تكافؤ العنصر €6× 
هو المجموعة (68ط ,264 | AxB = ({axb‏ 


يطلق على المجموعة 8 المجموعة المشاركة المزدوجة للزمرتين الحزئيتين وق 
ي . 


إذا كانت كل من ۸ و8 زمرتين جزئيتين منتهيتين في 6 فا هو عدد عناصر 
المجموعة المشاركة المزدوجة؟ 
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أو لا : إن التطبيق 7 » حيث, '-*8#»ام + 1:4×8والمعرف بالقاعدة '-#«طيبه = (axb)T‏ 
هو تطبيق أحادي وغامر (تحقق من ذلك) وبالتالي فإن (' ×8 »0)4 = 0)A×8(‏ 


ولا كانت احير 8× زمرة جزئية من 6 رتبتها هي نفس رتبة 8 ووفقا لميرهنة 
5 -1-8) نجد أن: 
o(A)o(xBx')_ o(A) o(B)‏ 


سل س 
o(AxB) = o(AxBx7') o(ANxBx7) o(ANxBx7)‏ 


بهذا نكون قد أثبتنا التمهيدية الآتية : 


تمهيدية (۲ )4-1١17-‏ 
إذا كانت 4 و8 زمرتين جزئيتين منتهيتين من © فإن : 
008 
Jo(B)‏ اك رود 
o(AN xBx 7)‏ 


الآن نأي إلى الخطوة المهمة من البرهان الثالث لمبرهنة سيلو. 


تمهيدية (۲ -0-11) 

لتكن © زمرة منتهية ولنفرض أن 6 هي زمرة جزئية من الزمرة ا منتهية 14 
ولنفرض» أيضاء أن 04 نحتوي على زمرة سيلو ا جزئية © من نوع م . عندئذ © تحتوي 
على زمرة سيلو ا جزئية من نوع م . في ا حقيقة. 000:7 0-0[ , 604+ . 


البرهان 
يجدر بنا قبل البدء في البرهان بالتفصيل أن نوضح الفرضية أكثر قليلا. 
لنفرض أن (0)81|"م وأن (0)0]'*”م وأن © زمرة جزئية من ۸1 رتبتها "م 
ولنفرض أن "م = (0)6 حيث؛ / وونريد الحصول على زمرة جزئية من 6 رتبتها ”م . 
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لنعتبر تفريق 34 إلى المجموعات المشاركة المزدوجة للزمرتين الحزئيتين © و © أي 
أن ©:6نا = M‏ . ومن تمهيدية (۲ - 17 -4) نجد أن: 


G n" m 
زورون‎ 4 ED MRE 
o(GNxQx7') o(GNxQx7) 

ولا كانت '-00102 زمرة جزئية من ا“برهير. لذا فإن رتبتها هى را نحن 
ندعى أن م = ,ص وذلك لعنصر ما ×€M‏ , فإذا لم يكن الأمر كذلك. فإن 


"tp" 
8 7 م‎ tp m+n—mx 


ج = o(GxQ)‏ 
ولذلك فإنه يقبل القسمة على '*" . ولا كانت 6×0 ل = 84 وحيث إن هذا 
إتحاد منفصلء. لذا فإن (2.0)6:0 = ٥)M(‏ حيث يتم الجمع على عنصر من كل 
مجموعة مشاركة مزدوجة . ولكن (6×0)ه | '*"م لذلك فإن (M)ه‏ | '*"م ولكن هذا 
يناقض كون (0)81 | '*”م ولهذا نجد أن « - ,ص لعنصر ما 684 » وعندئذ 
"م = (1-<0)600 . وحيث إن !000«7 زمرة جزئية من 6 رتبتها "مء لذا فإن برهان 


التمهيدية يكون قد انتهى . 


الآن نستطيع ‏ وبسهولة» إثبات مبرهنة سيلو. وفقا مبرهنة كيلي (مبرهنة ALY‏ 
فإننا نستطيع إدخال الزمرة المنتهية 6 تمائليا في زمرة التناظر 5 من الدرجة ١‏ . 


لنختار » بحيث يكون *م>7 . عندئذ نستطيع إدخال ,5 تمائليا في ,8 (وذلك 
بالتأثير على الأعداد «,...,1,2 في المجموعة *م.....1,2,...,2) لذا فإن 6 مدخلة تمائليا في 
.5 . واستنادًا إلى تمهيدية )7-١1-7(‏ نجد أن , ,5 تحتوي على زمرة سيلو الحزئية من نوع 
م واستنادًاء كذلك, إلى تمهيدية (5-17-1) فإن 6 يجب أن تحتوي على زمرة سيلو 
الجزئية من نوع م . وبذلك ينتهي البرهان الثالث لمرهنة سيلو. 


لقد أمدنا البرهان الثالث بأكثر ما نريد ألا وهو أننا نستطيع الحصول منه على 
الجزئين الآخرين من مبرهنة سيلو. 
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مبرهنة )۲-٠۲-۲(‏ (الجزء الثاني من مبرهنة سيلو) 
إذا كانت 6 زمرة منتهية وكان (6)ه | "م ولكن (0)6 | "م٠‏ حيث «عدد أولي 
فإن أي زمرتين جزئيتين من © رتبتاهما هي "م مترافقتان . 


الرهان 
لتكن ۸ و8 زمرتين جزئيتين من 6 » " م = (0)8 = (۸)هونرید إثبات أن = ۸ 
'-ع8ع لعنصر ماع من 6 . 


الآن نفرق 6 إلى المجموعات المشاركة المزدوجة ل 4 و8., أي 8ينهلنا - 6 . 


استنادًا إلى تمهيدية )4-١7-7(‏ يكون لدينا 
(8(0)8)ه 


0(AXB) = (A NXBx-) 


فإذا كانت “عه لكل x6‏ فإن "م = ('o)ANx8x7حیٹ m<n‏ . 


وبالتالي فإن: 


o(AxB)=—-_-_- "كمرح سدس‎ 2n-mzn+1 


ولا كان (ظعره)ه | +" م لكل × » وحيث إن (8ه)ه ( = (6)ه لذا فإننا نحصل 
على تناقض وهو أن (6)ه | '*"مء لذلك فإن '-ع8ع = 4 لعنصر ما 66ع . وهذا هو 


إن معرفتنا بأنه لعدد أولي م تكون جميع زمر سيلو الحزئية من نوع م مترافقة يتيح 
لنا أن نحسب وبدقة عدد هذه الزمر الجزئية من 6 . إن السبيل إلى ذلك هو نفسه الذي 
ورد في إثبات مبرهنة (؟-1١1-1).‏ 
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لقد ناقشنا في مسائل سابقة (أنظر مثلا مسألة ١5‏ بند ؟-0) منظم الزمرة الحزئية 
H‏ المعرف كما يلي (11 = ×1× | 66×) = N)(‏ » عندئذء كا في برهان مبرهنة 
(1-11-1) نجد أن عدد ا مرافقات المختلفة ل11 » أي “×1× » في © هو دليل (۸)1 
في © ولا كانت جميع زمر سيلو الجزئية من نوع م مترافقة فإنه يكون لدينا: 


تمهيدية (5-17-5) 
rG 5558 55‏ : 
إن عدد زمر سيلو ا جزئية من نوع يساوي سر حيث هي إحدى زمر 


سيلو ا جزئية من نوع م وبصورة خاصة إن هذا العدد قاسم لرتبة 6 5 


ومع ذلك يستطيع الواحد منا أن يقول الشيء الكثير حول عدد زمر سيلو الجزئية 
من نوع مء لعدد أولي مام . وهذا ما سنناقشه الآن ى) أن الطريقة ستتضمن استخدام 
المجموعات المشاركة المزدوجة . 


مبرهنة "1١17-١‏ (الجزء الثالث من مبرهنة سيلو) 
إن عدد زمر سيلو ا لجزئية من نوع م » حيث #عدد أولي» في 6 هو من 
الصيغة يا + 1 . 


البرهان 
لتكن ۲ هي زمرة سيلو الجزئية من نوع م في 6 . ولنفرق 6 إلى المجموعات 
المشاركة المزدوجة ل۴ و۴ وهكذا <انا = 6 . الآن ما هو عدد عناصر ۲×۴ ؟ 
من تمهيدية )٤-١۲-۲(‏ نعلم أن الجواب هو: 
o(P)‏ 
o(PNxXPx7')‏ 
فإذا كان ۴ عد '×۴۸×۴ فإن ٥)۴×۴(‏ | '*"م. حيث (5)ه = "م . وبعبارۃ 
أخعرىء إذا كان ×(۸N)۴(‏ فإن ٥)۴×۴(‏ | '*”م . أيضا إذا كان (۸)۲)× فإن 
Px» P=P)Px×)=P x= Px‏ . لذلك فإنه ف هذه الحالة يكون "مع-(ط«0)ه . 


o(PxP) = 
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الآن 


0(6) = X o(PxP) + J. o(PxP) 
x€N(P) xÊN(P) 


حيث يتم كل مجموع على عنصر من كل مجموعة مشاركة مزدوجة» لاحظ أن 
P×P= ۴×‏ وذلك عندما (620)5خ . وبناءً عليه فإن المججمموع الأول يصبح 


(«3:0)5 وذلك على المجموعات المشاركة المختلفة للزمرة الجزئية ۲۴ في (2)5 وبالتالي 
x€N(P)‏ 


فإن المجموع الأول يكون ((۸)۲)ه . ماذا يمكن أن نقول عن المجموع الثاني؟ لقد 
رأينا أن كل حد من الحدود المكونة له قابل للقسمة على '*"مولذلك فإن 
p"* | o(PxP)‏ 
xÉ N (P)‏ 
وهكذا فباستطاعتنا كتابة المجموع الثاني على الصيغة 
Xo(PxP) = p"*'u‏ 
x¢ N(P)‏ 
ولذلك فإن 
o(G) = o(N(P)) + p"""u‏ 


وبالتالي فإن 
2 8 )0(6 


o(N(P))  o(N(P)) 


لاحظ أن: (N)P((|)6)ه‏ لأن N)۴(‏ زمرة جزئية من 6 » كذلك نام 
o(N(P))‏ 
عدد صحيح قلا كان [o(6)‏ نخسم » لذا فإن o(N(P))‏ لفو ولكن ادم نابر 
o(N(P))‏ 
يجب أن يقبل القسمة على م ولذلك يمكن كتابة اا على الصيغة مه حيث عا 
0 
عدد صحيح . وبالتعويض في المعادلة الواردة أعلاه يكون لدينا: 
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0)6( 0 
o(N(P)) 


)0(6 
o(N(P))‏ 
لهذا فإننا بذلك نكون قد أعبينا ات المرهنة. 


وحيث إن 


هو عدد زمر سيلو الجزئية من نوع م في 6 . 


لأسلوب اخر لبرهان الحزئين الثاني والثالث من مبرهنة سيلو. 


ونختتم هذا البند بتوضيح لكيفية استخدام أجزاء مبرهنة سيلو وذلك من أجل 
الحصول على معلومات كثيرة عن الزمر المنتهية . 


لتكن 6 هي الزمرة التي رتبتها *11*.13 . نريد تعيين عدد زمر سيلو الحزئية من 
نوع 1 في 6 وكذلك الحال بالنسبة لعدد زمر سيلو الجزئية من نوع 5 


إن عدد زمر سيلو الجزئية من نوع 11 هو 1+11 وذلك وفقا لمبرهنة (۲ - ۱۲ - ۳) 
وأيضا وفقا لتمهيدية (؟ - ٠١‏ - ه) فإن هذا العدد يجب أن يقسم 117.13 وحيث 
إن 1+111 أولي بالنسبة للعدد 11 لذلك فإنه يجب أن يقسم 13 . هل يوجد عامل 
للعدد 137 من الصيغة )1+11؟ 


من الواضح أنه لا يمكن أن يوجد له عامل غير العدد 1 نفسه وهكذا 
فإن 1+11۸=1 وبالتالي فإن عدد زمر سيلو الجزئية من نوع 11 في 6 يجب أن يكون زمرة 
واحدة. ولا كانت جميع زمر سيلو الحزئية من نوع 11 مترافقة (مبرهنة )۲-٠۲-۲‏ لذلك 
نستنتج أن زمرة سيلو الجزئية من نوع 11 ناظمية في 6 . ماذا يمكن أن نقول عن زمر 
سيلو الجزئية من نوع 13 ؟ إن عددها هو من الصيغة 1+13 ويجب أن يقسم 
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ومن ثم فإنه يجب أن يقسم 117 وهناء أيضاء نستنتج أن عدد زمر سيلو الجزئية 
من نوع 13 هو زمرة واحدة ويجب أن تكون ناظمية في 6 . 


الآن نعلم أن © تحتوي على زمرتين جزئيتين ناظميتين هما ,8 ورتبتاهما 
,1قغل التزقيت:. ومن نتيجة مبرهنة (1-11-7) فإن أية زمرة رتبتها ”مهي زمرة 
إبدالية» حيث معدد أولي . وبالتالي فإن 8,4 إبداليتان . ولا كان (6)-408 فإننا نجد 
بسهولة أن 18م-6 . 


أخيرا إذا كان ٤4‏ و 68ط فإن ىمع(-16-وم)ه -1-م-ومة وذلك لأن 
ه ناظمية كذلك فإن €8"( 4طa)=‏ '-36-16 لأن 8 ناظمية وبالتالي فإن 
(©) 6808 همه وهذا يقتضي أن ع--2-16ه وبالتالي فإن 0-68 حيث 
4 . إن هذا مع کون G=AB‏ > ۸ و 8 إبداليتين يسمح لنا أن نستنتج 
أن 6 إبدالية . وبناءً عليه فإن أية زمرة رتبتها 112.132 يجب أن تكون إبدالية . 


الآن نورد توضيحًا آخر لاستخدام أجزاء مبرهنة سيلو المختلفة. لتكن 6 
هي الزمرة التي رتبتها 2 . إذن ”27 -(0)0 . كم عدد زمر سيلو الحزثية من نوع 
دفي 6؟ 


لنفرض أن هذا العدد هو؛ » عندئذ من مبرهنة )-1١7-7(‏ نجد أن ۲هو من 
الصيغة 1+3 . وأيضا وفقا لتمهيدية (؟7-1١-0)‏ فإن ۲|72 وبما أن ۲ أولي بالنسبة 
للعدد 3 لذلك فإنه يجب أن يكون لدينا ۲|8 . إن العوامل الوحيدة للعدد 8 من 
الصيغة 1+3 هي 1 و 4ولذا فإن 1-: أو 4-: هما الاحتمالان الوحيدان. وبعبارة 
أخرى» إن عدد زمر سيلو الجزئية من نوع 3 هو إما زمرة واحدة أو 4 زمر جزئية . 


فإذا كان عدد زمر سيلو الجزئية من نوع 3 هو زمرة واحدة فقط وحيث إن جميع 
زمر سيلو الحزئية من نوع 3 مترافقة فإن زمرة سيلو الجزئية من نوع 3 يجب أن تكون 
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ناظمية في 6 وفي هذه الحالة تحتوي 6 . بالتأكيد. على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة . 
ومن ناحية أخحرى» إذا كان مدد زسر سيلو اجرد مق توج 3 في 6 هو 4 فإنه وفقا 
لتمهيدية ١17-1(‏ -6) يكون دليل × في © هو 4 حيث N‏ هو مُنظم زمرة سيلو الجزئية من 
نوع 3 . ولكن !(4!=)۸ ]72 ووفقا لتمهيدية )١-۹-۲(‏ يجب أن تحتوي N‏ على زمرة 
جزئية ناظمية غير تافهة في 6 (رتبتها على الأقل هي 3) وهكذاء مرة أخرى» نستطيع 
أن نستنتج أن 6 تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة . وخلاصة القول. أن أية 
زمرة رتبتها 72 يجب أن تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة ولهذا فإنها لا يمكن أن 
تكون زمرة بسيطة 
ميال 
-١‏ كيّف البرهان الثاني لمبرهئة سيلو لتثبت مباشرة أنه إذا كان م عددًا أوليا وكان 
(0)6|*م» فإن © تحتوي على زمرة جزئية رتبتها "م . 
۲ - إذا كان 0< عددًا حقيقيا فإننا نعرف [»] بأنه العدد الصحيح " بحيث يكون 
n >×>m +1‏ فإذا كان معددًا أوليا. فأثبت ت أن قوى م التي تقسم !۸ تعطى بالآتي: 


HEINE : +t... 


کے استخدم طريقة تكوين زمرة سيلو الجزئية من نوع مفي »,5 لإيجاد مولدات الزمرتين 
الاش 
)١(‏ زمرة سيلو الجزئية من نوع 2 في ,5 . 
(ب) زمرة سيلو الحزئية من نوع 3 في ,5 . 

٤‏ - استعمل الطريقة المستخدمة في مسألة ‏ لإيجاد مولدات الزمرتين الآتيتين: 
)١(‏ زمرة سيلو الجزئية من نوع 2 في ,$ . 
(ب) زمرة سيلو الجزئية من نوع 3 في ,5 . 

6> إذا كان معددًا أوليا فأوجد صيغة مولدات زمرة سيلو الحرئية من نوع 2 
في مر5 . 

> - ناقش عدد وطبيعة زمر سيلو الجزئية من نوع 3 ومن نوع 5 في الزمرة التي 
زا35 . 
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30 لتكن 6 هي الزمرة التي رتبتها‎ - ٠ 
أثبت أن زمرة سيلو الجزثية من نوع 3 أو من نوع 5 في © يجب أن تكون‎ )١( 
. ناظمية‎ 
(ب) من الفقرة (1) أثبت أن أية زمرة من زمر سيلو الحزئية من نوع 3 ومن نوع‎ 
. 6 في 6 يجب أن تكون ناظمية في‎ 5 
. 15 (ج) أثبت أن 6 تحتوي على زمرة جزئية ناظمية رتبتها‎ 
. 30 (د) باستخدام الفقرة (ج) صنف جميع الزمر التي رتبها‎ 
. 30 (ه) كم عدد الزمر غير المتماثلة والمختلفة التي رتبها‎ 
إذا كانت 6 زمرة رتبتها 231 فأثبت أن زمرة سيلو الجزئية من نوع 11 محتواة في‎ -۸ 
. 6 مركز‎ 
إذا كانت 6 زمرة رتبتها 385 فأثبت أن زمرة سيلو الجزئية من نوع 11 ناظمية‎ -4 
. 6 في 6 كما أن زمرة سيلو الجزئية من نوع 7 محتواة في مركز‎ 
إذا كانت 6 زمرة رتبتها 108 فأثبت أن 6 تحتوي على زمرة جزئية ناظمية‎ -٠ 
. 122 رتبتها '3 حيث‎ 
: إذا كانت ومع (0)ه, حيث 7 و عددان أوليان غتلفان و>م فأثبت ما يلي‎ -١١ 
. إذا كان (1-و) إمفإن 6 دورية‎ ) ١١ 
. (ب)* إذا كان (1)0-1م فإنه يوجد زمرة غير إبدالية وحيدة رتبتها وم‎ 
, لتكن 6 هى الزمرة التي رتبتها :وم » حيث م » و. : أعداد أولية و >۹>م‎ -۲ 
١ : أثبت ما يل‎ 
. 6 ناظمية في‎ ٣ إن زمرة سيلو الجزئية من نوع‎ )١( 
. (ب) إن 6 تحتوي على زمرة ناظمية رتبتها بو‎ 
فإن زمرة سيلو الجزئية من نوع و في 6 هي‎ ٩ (ج إذا كان (1-م)‎ 
. 6 ناظمية في‎ 
إذا كانت 6 زمرة رتبتها وم » حيث إن م » و عددان أوليان فأثبت أن 6 تحتوي‎ - ۳ 
. على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة‎ 
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١4‏ - إذا كانت رتبة 6 تساوي ”م » حيث م » ۾ عددان أوليان فأثبت أن زمرة سيلو 
الجزئية من نوع م أو زمرة سيلو الحزئية من نوع في 6 يجب أن تكون ناظمية في 
8 
9 - لتكن 6 زمرة منتهية بحيث يكون لكل 4,ط في 6 7=”(ط4) حيث معدد أولي 
يقسم رتبة 6 . أثبت أن 
)١(‏ زمرة سيلو الحزئية من نوع م في 6 ناظمية في 6 . 
(ب)* إذا كانت 7 هي زمرة سيلو الجزئية من نوع م في 6 فإنه يوجد زمرة جزئية 
ناظمية لا في 6 بحيث إن (»)-2071 و 0-للط . 
(ج) مركز الزمرة 6 غير تافه . 
٦ے‏ إذا كانت 6 زمرة منتهية بحيث إن زمرة سيلو الحزئية © من نوع م محتواة في 
مركز 6 فأثبت أنه يوجد زمرة جزئية ناظمية × في 6 بحيث يكون ()-071م 
و6حلام , 
-*١١/‏ إذا كانت 84 زمرة جزئية من 6 وكان N)1(=)×)6 | :122-١-13(‏ وإذا كانت م 
هي زمرة سيلو الحزئية من نوع م . فأثبت أن (0)ل1-((71)21)5 . 
۸- لتكن ١‏ هي زمرة سيلو الجزئية من نوع م في 6 وبفرض أن ط,ه عنصران من 
مركز ۴ وأن '×ط×=4لعنصر ما »في 6 . أثبت أنه يوجد عنصر (م)671 لا بحيث 
يكون '“تزالاحة , 
84**- لتكن 6 زمرة منتهية. وليكن 4 تماثلا ذاتيا على 6 بحيث إن "+ هو التماثل 


0 


الذاتي المحايد. إفرض الآن أن ×=(»)م يقتضي أن يكون =× . أثبت أن 
زمرة سيلو الحزئية من نوع مهي ناظمية في 6 وذلك لكل عدد أولي م قاسم 
لرتبة 6 . 
3١+‏ - لتكن 6 هي زمرة المصفوفات غير الشاذة من النوع كاه على مجموعة الأعداد 
الصحيحة قياس العدد الأولي م . أوجد زمرة سيلو الحزئية من نوع م . 
-١‏ أوجد العدد الممكن لزمر سيلو الجزئية من نوع 11 » من نوع 7ومن نوع 5 الممكنة 
في الزمرة التي رتبتها 57.11 . 


نظرية الزمر ۱۷۱1 


۲ - إذا كانت ,6-5 و ((۸=))1,2 زمرة جزئية من 6 فأوجد جميع المجموعات 
المشاركة المزدوجة ۸×۸ للزمرة الجزئية ۸ في 6 . 

۴ - إذا كانت ,0-5 و ((۸=))1,2,3,4 و ((8=))1,2 فأوجد جميع الملجموعات 
المشاركة المزدوجة ۸×8 للزمرتين الحزئيتين ۸ و 8 في 6 . 

£ ع إذا كانت 6 هي الزمرة الزوجية التي رتبتها 18 والمولدة بالعنصرين 2 
و ا بحيث إن 6-”ط عه و جا-0-6ة فأوجد جميع المجموعات المشاركة المزدوجة 
للزمرتين الجزئيتين (3) -11 و (07)-ني 6 . 


(-17) الضرب المباشر 

لقد احتجنا في مناسبات عديدة في هذا الفصل إلى إنشاء زمرة جديدة من بعض 
زمر معروفة لديناء فعلى سبيل ال مثال لقد أنشأنا زمرة جديدة باستخدام زمرة معلومة 
وأحد تمائلاتها الذاتية وذلك في نهاية البند (۲ -8). أيضا لقد رأينا سابقا حالة خاصة 
من هذا النوع من الإنشاء في المثال المتكرر والمتعلق بالزمرة الزوجية . 

ورغم ذلك. فإنه لم تحدث أية محاولة بعد لإيجاد وسيلة منظمة لبناء زمر جديدة 
من زمر معطاة . وسنفعل ذلك الآن. إن الطريقة التي سنتبعها هي أبسط طريقة مباشرة 
لتركيب الزمر للحصول على زمر أخرى . 


5 أو بزمرتين مع أنه ليس للعدد اثنين أية خصوصية . ومع ذلك ومن 
الخبرة التي لدينا سنتمكن من معالجة الحالة لأي عدد منته من الزمر بسهولة وسرعة . 
وهنا نكرر أنه ليست لذلك العدد المنتهى من الزمر أية خصوصية . إننا نستطيع إعادة 
المناقشة وذلك على نطاق واسع لأي عدد من الزمر على حد سواء بيد أننا لسنا بحاجة 
2-7 

لتكن ه و 8 زمرتین» ولنعتبر الضرب الديكارتي (الذي ناقشناه ف الفصل 


الأول) 6-8 للزمرتين ۸ و8 . إن 6 تتكون من جميع الأزواج المرتبة (ط,ه) 
حيث ذه)عهةو2»8ط.,. 


يفن مواضيع في الجبر 


هل نستطيع توظيف العمليتين المعرفتين على ۸ و 8لتزويد 6 بضرب يجعل منها 
زمرة؟ لماذا لا نحاول الطريقة الواضحة وهي ضرب المركبات المتقابلة؟ 


دعنا نعرف حاصل ضرب(,ط,,8)و (رط ,)في 6 كا يلي : 

(رطرط ريةب8) > (رط بية) (ط ,,ة) . إن حاصل الضرب رهه في المركبة الأولى هو حاصل 
ضرب العنصرين ,3 ,ره في الزمرة 4 كا أن حاصل الضرب رط ,طا في المركبة الثانية هو 
حاصل ضرب العنصرين ,ط ,رطفي الزمرة 8 . بهذا التعريف يكون لديناء على الأقل. 
حاصل ضرب معرف على © . 


هل يمكن أن تكون 6 زمرة بالنسبة لهذا الضرب؟ 

إن الجواب على ذلك نعم ومن السهل التحقق منه كا يلي : نبدأ بالتحقق 
من قانون التجميع ولتكن (رط ,ة) و (رط رية) و (رط ررة) ثلاثة عناصر من 
6 عندئذ 


((a,, b,) بية)‎ b,))(a,, (يط‎ = (a,a,, b,b,) (a,, b,) > ((a,a,)a,. (b,b,)b,) 
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(a, bı) بية))‎ b,) (a, (لرط‎ > (a,, b,) (a,a,, bb) = ((وطيط)رط «ل(يقية)رة)‎ 


وحيث إن قانون التجميع محقق في كل من ه ,8 لذا فإن هذا يثبت لنا أن 


نأتي الآن إلى العنصر المحايد. ليس غريبا أن نجرب العنصر #,©) 
ليكون العنصر المحايد في © حيث ء هو العنصر المحايد في ٤,4‏ هو العنصر 
المحايد في 8 . 
لدينا 

(a,b) (e,f) = (ae,bf) = (a,b) 


(e,f) (a,b) = (ea,fb) = (a,b) 


نظرية الزمر يفنا 
أي أن 9,©) هو العنصر المحايد في 6 . 


لا نحاول العنصر ('37',57) ليكون معكوس (ط,ه) ؟ الآن 


(a7',b7') (a,b) = (a7'a,b7'b) = (e,f) 


(a,b) (a7',b7') = (aa7',bb7') = (e,f) 
وبالتالي فإن العنصر ('2,6) هو بالفعل. معكوس العنصر (ط,3) . بهذا نكون‎ 
قد تحققنا من أن 8 ×۸- 6© هي زمرة . وندعو هذه الزمرة زمرة حاص لالضرب‎ 
. و8‎ A للزمرتين‎ (External Direct Product) المباشر الخار جي‎ 


ولا كانت 0-48 قد بُنيت من ه و8 بمثل هذه الطريقة البسيطةء فإننا 
نتوقع أن بنية كل من ۸ و8 سينعكس كليا على بنية 6 . وهذا هو ما حصل فعلاء 
فإن معرفة ۸ و8 تعطيناء تماماء معلومات كاملة حول بنية ۸×8 5 


إن إنشاء 8م كان من الخارج ونريد الآن أن نعكس الوضع ونحاول 
إنشاء 6 من الداخل . 


لعفي 68 = 46| 2,066)) = ۸ حيث ؛ هو العنصر 

المحايد في 8 . ماذا نتوقع من ؟ والإجابة على ذلك هو أن ۸ زمرة جزئية من 

6 كا أن محم . لكي نثبت هذا التماثلء لنعرف 8+ ة: » بالقاعدة 

9)=() حيث 268 . إن من البساطة بمكان إثبات أن ۾ تاثل من ه على ۸ وأن 

۸ زمرة جزئية من 6 . وفضلا عن ذلك فإن ۸ ناظمية في 6 لأنه إذا كان 
3,9), 66 (,طررة) فإن 

(a,0 (ab) "= (a,b) (a, (ab)‏ (طبية) 

= (a,aa',b fb) = (aaa € 4 


75 مواضيع في الجبر 


وبالتالي يكون لدينا صورة ممائلة للزمرة ‏ في 6 هي 8 والتي هي زمرة جزئية 
ناظمية في 6 . 


إن ما عملناه بالنسبة إلى 4 يمكن عمله أيضا من أجل 8 . فإذا كانت 
(0(66|568,ع)) = 8 فإن 8 متماثئلة مع 8 كما أنها زمرة جزئية ناظمية 
ا 


إننا ندعي أكثر من ذلك وهو أن 6-88 كا أن كل عنصر 6٤ع‏ يحلل 
بطريقة وحيدة على الصيغة 30-ع . حيث 364 , 568 لأنه إذا كان 
(طرع) ©,8) = (طربه)عع .2 وحيث إن 68(,ة) , 68ل(طرع) فإننا 
نجد أن 36 دع . هنا 3,8)- 3 , (طرع) = ا . لماذا يكون هذا التحليل وحيدا؟ 


لأنه إذا كان 53-(طرة) حيث 564 , 8 5€ فإن y€B,J = (ey) ,x€A ,* = (x)‏ 
وهكذا فإن (,) -((,ء)2,») =× وبالتالي فإن ه-« و ط=ر ولهذا فإن 
b, 2- 5‏ دل 

وهكذا نكون قد تحققنا من أن © هی حاصل ضرب داخلى ۸8 لزمرتين 
جزئیتین ناظميتين هما ۸ التى تماثل م و8 التى تماثل 8 رة ھی أن لكل 
سس کک کل ويد طل اھک یك 222 . 88 مجقل 
الآن إلى مناقشة حاصل ضرب زمر عددها 7 حيث 1<1 عدد صحيح . 


لتكن ,6,.....6,, © مجموعة من الزمر عددها ه ولتكن : 
(©6 بع | ل(رق:.. بوك5 G=G,XG,X...XG,=‏ 


للزمر ,6,6,..,6. نعرف الضرب على © وفق ما يلي : 
(ز8م5 (B8, B284:‏ = (و5 ...و8 )85١‏ (م5:...دو5 (B1‏ 


نظرية الزمر و1 


وذلك بضرب المركبات المتقابلة ببعضها. إن حاصل الضرب في المركبة قد تم 
إجراءه في الزمرة ,6 . إن 6 زمرة عنصرها المحايد هو( ء,...,,ع,) حيث ,هو العنصر 
المحايد في الزمرة :6 كما أن(مع.....'2ع,!7ع) - 8,(7.....دع,,ع) ندعو هذه الزمرة 
زمرة حاصل الضرب المباشر الخارجي للزمرم6,,62.....6 . لتكن 

6 EÊ me قسن‎ | 860( 

عندئذ © زمرة جزئية ناظمية في 6 كيا أن ,6 :< 6 . وفضلا عن ذلك 
,6... ,6,6 = 6 كا يوجد لكل عنصر 6٤ع‏ تحليل وحيد ,8... رقع = ع حيث 
,6 > ,8...., ,6 ,8 ونترك التحقق من هذه الأمور للقارىء. 


هناء أيضاء كا في حالة 8 × 4 . لقد حصلنا على الزمرة 6 كحاصل ضرب 
داخلي لزمر جزئية ناظمية ,6 ... ,,6 © بحيث إن كل عنصر ممثل بطريقة وحيدة 
كحاصل ضرب العناصر ,8 ... ,8 حيث ,6 6 8 . وبالتالي نعطي التعريف الآ : 
تعريف 
إذا كانت 6 زمرة» وكانت N,‏ ,... ,۷,۸ زمرًا جزئية ناظمية في 6 بحيث إن : 
G=N,N,...N, (1)‏ . 
(۲) كل عنصر 66ع يمكن كتابته بطريقة وحيدة على الصيغة ,”...,۳,” =8 » 
۸ ,7. فعندئذ نقول إن © هى حاصل الضرب ال مباشر الداخلى -/2 ۵1 71e‏ 
rect produc‏ للزمر 110000 1 


قبل الاستمرار في الموضوع » دعنا نرى مثالا لزمرة هي عبارة عن حاصل الضرب 
المباشر الداخلى لبعض زمرها الحزئية . 

لتكن 6 هي الزمرة الإبدالية المنتهية التي رتبتها “.رم٠‏ م » حيث ,...ديم,رم 
أعداد أولية مختلفة و0<» لكل ¡ . وإذا كانت ,#,...,8,,5هى زمر سيلو الحزئية من 
الأنواع »...رم« على الترتيب في 6 » فإن © هي حاصل الضرب المباشر الداخلي 
للزمر لك (أنظر مسألة 6). 


5 مواضيع في الجبر 


والآن نستأنف المناقشة العامة . لنفرض أن 6 هي حاصل الضرب المباشر 
الداخلى للزمر الجزئية الناظمية ...× . إن ...هى زمر بحد ذاتها ‏ 
لنتغاضی » في الوقت الخاضرء عن كونها زمر جزئية ناظمية. بإمكاننا تكوين الزمرة 
N, × N2 ×...‏ = ۲ التي هي حاصل الضرب المباشر الخارجي للرمز ,ل ومو رامن 
المتوقع أن 6, 1مرتبطين نوعا ما . في الواقع» إن هدفنا هو إثبات أن 6 متماثلة مع 1. فإذا 
استطعنا برهان ذلك فإنه من الممكن استبعاد كلمة خارجي وداخلي من العبارتين 
حاصل الضرب المباشر الخارجى » حاصل الضرب الباشر الداخل . بعد هذا كله فإن 
هاتين الزمرتين ستكونان نفس الزمرة ان حل التاثل وبالتالي فإننا نتحدث فقط عن 
الضرب المباشر. 
ونبدأ بالتمهيدية الآتية . 


تمهيدية (1-17-1) 

لنفرض أن © هي حاصل الضرب ال مباشر الداخلي للزمر ,اا,.... ,17 عندئذ إذا 
كان ن*ذ فإن (ء)- ,×0× وإذا كان [(6 2و € طفإن وحمت . 
البرهان 

لنفرض أن »×٤۸,0۸,‏ عندئذ يمكن كتابة × على الصيغة 


X=e,. e e 


حيث ٠ =٥‏ وذلك باعتبار × عنصرًا من ,31 . وبالمثل يمكن كتابة ×على الصيغة 
وبر كر رعرع تعر 

حيث 6< وذلك باعتبار × عنصرًا من ۸. بيد أن لكل عنصر» وخاصة × » تمثيل وحيد 

على الصيغة ,2...ر«ة ,1ااحيث ,1( ,20,,...,53) رم وحيث إن هذين التفريقين للعنصر × 

يجب أن يتطابقاء لذا فإنه يجب تساوي المركبة من ,× في كل من التفريقين» وبالتالي» 

فإن المركبة في التفريق الأول هي × وفي الثانية هى ء وعليه فإن =× » وهكذا فإن 

(©) - لاملا عندما ¥¡ . 1 1 


لنفرض الآن أن ùİgbEN;, a€N,‏ ز# » عندئذ 202-1621 لأن ,لاناظمية وبالتالي 
فإن 08-16-62 . وبالمشل. لا كان :2-68 فإن 0-16-1621 ومن ثم فإن 


نظرية الزمر بغنا 


1ع '-6-همة. بيد أنه عندئذ يكون (6)- 30م 30-16-18 وبالتالي فإن aba" =e‏ 
الأمر الذي يترتب عليه أن وط-طة . 


تجدر الإشارة هنا إلى أنه إذا كانت ,ك5,.... >1 زمرًا جزئية ناظمية في 6 بحيث إن 
...ك1 6-1 وإن (6)- 1216 عندما ز#فإنه ليس ضر وريا أن تكون 6 هي حاصل 
الضرب المباشر الداخلي للزمر ,كا,....,16» لذلك فإننا بحاجة إلى شرط إضاني (أنظر 
مسألتي ۰۸ )٩‏ . 


بإمكاننا الآن برهان التماثل المطلوب بين حاصل الضرب المباشر الداخلي 
وحاصل الضرب المباشر الخارجي الذي ذكرناه سابقا. 


مبرهئة (۱-۱۳-۲) 
لتكن 6 زمرة ولنفرض أن 6 هي حاصل الضرب الباشر الداخلي للزمر 


. 7 عندئذ فإن 6 تمائل‎ 1-1, ×N,×...× N, تكن‎ N... 


الرهان 
لنعرف التطبيق 6+١:ل‏ بالقاعذة 
Y((b,b,,...,b,)) = bb,...b,‏ 
حيث ,6۸ء «,...,1=1,2 . إننا ندعي أن ب تماثل من على 6 . 


أولاء إن ب تطبيق غامر ذلك أنه لما كانت 6 هي حاصل الضرب المباشر 
الداخلي للزمر N...‏ فإن ,ه...,ة4=×» حيث ,62/,,...,3,62رة وعندئذ فإن 
((a,,a,...a,)) = a, a... = ×‏ 
إن التطبيق ل أحادي وذلك وفقا لوحدانية تمثيل كل عنصر كحاصل ضرب عناصر من 
NNN,‏ أي أنه إذا كان 
((©....برعررء))للة = Y((3,,a,,...,4,))‏ 


۱۷۸ مواضيع في الجير 


حيث ,6۸ 4 ,€ ,1-1,2,..,2فإنه وفقا لتعريف ل نجد أن .= ...ر ولكن 
وفقا لشرط الوحدانية الوارد في تعريف حاصل الضرب الباشر الداخلي ينتج أن: 
a=‏ لور تيه ¢ أي أن ب أحادي / 


كل ما بقي لدينا هو إثبات أن ب تشاکل من على 6 . فإذا کان ۷۲٤7‏ ,× حيث 
(,,... ,)=× و b,(‏ 55 


1 


(XY) = W((a ,....,4,) (b bJ) = (a,b a,b...) 
- 8: 8 عد قا‎ ab 


112 2 na 


واستنادا إلى تمهيدية )١-١۳-۲(‏ فإن ,قرط رمه عندما ز#¡ وبالتالي فإن 
bı b,...b,‏ بق.. عي a,b, a,b,...a,b, =a,‏ 
وهكذا فإن 
y(XY)=a,a,...a,b,b,...P,‏ 
لكن. 
مقعيقرة = Y((a,,8a..-.,4,))‏ > (26)للة b,b,.-.b,,‏ = (يط,...ررط, ط)س = Y(Y)‏ 
ولذلك فإن (۷)۷(×)» = (۷×)ص ما ينبي البرهان . 


لاحظ أمرًا معيناً تثبته المبرهنة أعلاه أنه إذا كانت زمرة 6 تمائل حاصل الضرب 
المباشر الخارجى لزمر معينة ‏ 6 فإن «G‏ في الواقع » هي حاصل الضرب المباشر الداخلي 
للزمر ,6 التي تمائل 6 ونقول. ببساطة» إن 6 هي حاصل الضرب المباشر للزمر 6 
(أو,©). 


سنرى في البند القادم أن كل زمرة إبدالية منتهية هي عبارة عن حاصل ضرب 
مباشر لزمر دورية. وعندما يكون هذا لدينا سنكون ملمين تماماً ببنية جميع الزمر 
الإبدالية المنتهية . 


نظرية الزمر 1١/4‏ 


وتجدر الإشارة هنا إلى أن ما يشبه حاصل الضرب المباشر للزمر موجود في دراسة 
جميع البنى الجيرية وسنرى هذا فيها بعد عند دراسة فضاءات المتجهات والحلقات 
والفضاءات الحلقية . إن المبرهنات التي تصف بنية جبرية بدلالة حاصل الضرب المباشر 
لبنى جبرية من النوع نفسه لكنها أبسط وصفا (وعلى سبيل المثال كا في حالة الزمر 
الإبدالية) لمي مبرهنات مهمة بصورة عامة. من خلال مثل هذه المبرهنات نستطيع 
اختزال بنى جبرية معقدة إلى دراسة بنى أسهل منها . 


مسائل 

-١‏ إذا كانت 8,4 زمرتين فأثبت أن 8×۸ 8م 

" - إذا كانت ,6 ,ر6 ,6 ثلاث زمر فأثبت أن ڕ6×, 6×6 = ,6×( 6× 6). حاول 
تعميم هذه المسألة . 

- إذا كانت ...كار ©كا, 7-0 فأثبت أنه لكل 1". «...,1-1,2 يوجد تشاكل ,هومن 
على 6 . أوجد نواة 0 . 

. 75-0160 لتكن 6 زمرة»‎ - ٤ 
. 6 أثبت أن (66ع|(ع,ع)) =0 زمرة متاثلة مع‎ )١( 
. (ب) أثبت أن ناظمية في ۲ إذا وفقط إذا كانت 6 إبدالية‎ 

٥‏ - لتكن 6 زمرة إبدالية منتهية . أثبت أن 6 متماثلة مع حاصل الضرب الباشر لزمر 
سيلو الجزئية فيها. 

5 - لتكن 8,4 زمرتين دوريتين رتبتيهما ۸,۳ على الترتيب. أثبت أن 4×8 دورية إذا 
وفقط إذا كان 2,2 أوليين نسبيا . 

۷- استخدم نتيجة المسألة )١(‏ لإثبات مبرهنة الباقي الصينية وهي أنه إذا كان ",۸ 
عددين صحيحين وأوليين نسبيا وكان ٠,‏ أي عددين صحيحين فإننا نستطيع إيجاد 
عدد صحيح × بحيث يكون 200120 نات و 7 mod‏ نادير , 

4- أورد مثالا لزمرة 6 وزمر جزئية ناظمية ,۸...۸ بحيث تكون ,0ى...بال 0-11 
و () 012لا حيث ز#¡ ورغم ذلك فإن 6 لا تساوي حاصل الضرب المباشر 
الداخلي للزمر الجزئية الناظمية ,لل,..., بلا . 
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4- أثبت أن 6 هى عبارة عن حاصل الضرب المباشر الداخلى للزمر الجزئية الناظمية 

۰ : وفقط إذا كان‎ NN... 

G=NN,...N, (|) 

)ب( N) = (e),i=1,2,...0‏ ارال لمكم 

-٠‏ لتكن 6 زمرة و ,K,...۸زمر‏ ناظمية جزئية في 6 . لنفرض أن 
(ك) > KK...‏ . لیکن 77-6/16 . برهن وجود تماثل من 6 إلى 
VXV,...XV,‏ . 

-١‏ لتكن 6 زمرة إبدالية منتهية بحيث تحتوي على زمرة جزئية ,1 و (©) ,11 كا 
أن ٨,‏ محتواة في كل زمرة جزئية 8 . ()*11 . أثبت أن 6 يجب أن تكون 
دورية . ماذا تستطيع أن تقول عن (0)6؟ 

7 - لتكن 6 زمرة إبدالية منتهية. أثبت» باستخدام المسألة ١١ء‏ أن 6 متماثلة مع 
زمرة جزئية من حاصل الضرب المباشر لعدد منته من الزمر الدورية المنتهية . 

» 4 أورد مثالا على زمرة 6 منتهية وغير إبدالية بحيث تحتوي 6 على زمرة جزئية‎ - ١ 
. 6 ني‎ 11*)»( » ٨ كما أن 1,۴ لكل الزمر الجزئية‎ 11,2) 

٤‏ - أثبت أن أية زمرة رتبتها ”م » معدد أولي. إما أنها دورية أوأنها متماثلة مع حاصل 
الضرب المباشر لزمرتين دوريتين رتبة كل منهما م . 

-*٠6‏ لتكن ام-0 حيث ‏ زمرة دورية رتبتها م. معدد أولي . ما هو عدد 
التماثلات الذاتية للزمرة © ؟ 

5- صف مركز الزمرة 6 » حيث ,۸×...× 6-16 بدلالة مركز >1 لكل 1 . 

۷ - إذا كانت ×...× )0-1 وكان 66ع . فصف. 

. N(g) = {x€G|xg=gx} 

۸ - إذا كانت © زمرة منتهية وكانت ,١,...,,زمرًا‏ جزئية ناظمية في © بحيث أن 
G=NN,.«<N,‏ و o)N,) 0 )N,)...0)N,)‏ = (0)6 . فأثبت أن 6 هى عبارة عن 
حاصل الضرب آلباقر للزمر ابلؤقية الناظبية ا ` 
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)٠١ - ۲(‏ الزمر الإبدالية المنتهية 

نختتم هذا الفصل بمناقشة ووصف لبنية الزمر الإبدالية المنتهية . إن النتيجة 
التي سنتوصل إليها هي مبرهنة تقليدية مشهورة غالبا ما يشار إليها بالمبرهنة الأساسية 
للزسر الإبدالية التتهية كنا اا نتيجة واقية فاا ولك يسبب قطعيتهاء كنا تان النادر 
جدًا أن نحصل على نتيجة محكمة مثل هذه. وبهذه النتيجة يكشف النقاب عن بنية 
الزمر الإبدالية المنتهية وبواسطتها تكون لدينا وسيلة لدراسة أية مسألة حول الزمر 
الإبدالية المنتهية كا أن ها بعض النتائج الحسابية. فعلى سبيل المثال. إن أحد نتائجها 
هو ذلك الإحصاء الدقيق لعدد الزمر الإبدالية غير المتماثلة الموجودة من رتبة معينة . 


إن من الواجب أن نضيف هنا أن هذا الوصف للزمر الإبدالية المنتهية ليس بذلك 
القدر من العمومية ومع ذلك. فإننا نحصل على مبرهنة ذات نتائج ملموسة. وكا سنرى 
في البند (0-4) فإننا سنصف تماما جميع الزمر الإبدالية المولدة بمجموعة منتهية من 
العناصر ‏ إن هذا الوضع لن يغطي فقط حالة الزمر الإبدالية المنتهية ولكن أكثر من 
ذلك بكثير. 
الآن نذكر نص هذه المرهنة الأساسية : 


)١- ٠٤ - ۲( مبرهنة‎ 

كل زمرة إبدالية منتهية هي حاصل ضرب مباشر لزمر دورية . 
الرهان 

إن الخطوة الأولى هي تقليص المسألة إلى مسألة أسهل قليلا. لقد نوهنا في البند 
السابق (أنظر مسألة ٠‏ بند. )٠١-۲‏ بأن أية زمرة إبدالية منتهية هي عبارة عن حاصل 
الضرب المباشر لزمر سيلو الجزئية فيها. فإذا عرفنا أن كل واحدة من زمر سيلو الحزئية 
هي عبارة عن حاصل ضرب مباشر لزمر دورية فإننا نستطيع ضم هذه النتائج لزمر سيلو 
الجزئية مع بعضها لنجد أن 6 عبارة عن حاصل ضرب مباشر لزمر دورية وهذا فإنه 
يكفي إثبات المبرهنة للزمر الإبدالية التي رتبها "م » حيث م عدد أولي . 


1۸۲ مواضيع في ال حبر 


لذلك نفرض أن 6 زمرة إبدالية رتبتها "م . إن غايتنا هي إيجاد عناصر 
© م.....رة,رة بحيث يمكن كتابة كل عنصر 266 بطريقة وحيدة على الصيغة 
...=× . لاحظ أنه إذا كان هذا صحيحا وكانت رتبة كل من 2.....,3 هي 
الو لزه على ال بے .مه وت i‏ فإن الرتبة العظمى لأي عنصر في 6 
ستکوں "م (برهن ذلك) . إن هذا يعطينا إشارة لكيفية البدء بإيجاد العناصر 3,,...,4 
التي نحن بصدد البحث عنها عنها. إن الطريقة المقترحة وَفَْا هذا هي أننا نفرض أن ,ه 
عنصر من أعلى رتبة في 6 . كيف نختار ره؟ حسنًا > إذا كانت (,)-8 زمرة جزئية 
مولدة بالعنصر ,2 . عندئذ فإن ي#يُصور إلى عنصر من أعلى رتبة في ,6/4 » فإذا استطعنا بنجاح 
استغلال هذا لإيمجاد ره المناسب وإذا كانت (رة)=ر4 فإن به يُصور إلى عنصر من 
زه غ في ,6/۸۸ وهكذاء باستخدام هذا كدليل لنا نستطيع تركيز التفكير في 
الرهان. 


لیکن , عنصرًا من 6 بحيث يكون من أعلى رتبة ممكنة هي "م. ولتكن 
.4,=)a(‏ الآن نختار رذني 6 بحيث تكون رتبة صوزة را (التي هي 
ره ) كبر ما يمكن في 6/4 ولتكن ”م . لما كانت رتبة رط تقسم رتبة 
,ط» ولا كانت رتبة ب عظمى لذا فإنه يجب أن يكون لدينا ,«<,م . لكي نحصل على 
الضرب المباشر للزمرتين ,4 و (رط) يجب علينا إثبات أن (ع)-(,0)6,ى وقد لا يكون هذا 
صحيحا بسبب الاختيار المبدئي للعنصر ,طولهذا قد نكون بجيرين على 
العنصر رط. لنفرض الآن أن ©)*#((ط)مره . با أن 
€A,‏ ”وبا أنه هو القوة الأولى للعنصر رط التي تجعله يقع في ,۸ 
(وذلك وَفْقَا لطريقة اختيارنا للعنصر رط ) فإنه يكون لدينا :ه-*"؟ناولذلك فإن 


p17 


2 n2 2 n 
a) =f)  =bf =e 


وبالتالي فإن ء = ” "3 ولا كانت رتبة ,هى "مء لذا فإنه يجب أن يكون لدينا 
" "مإ ”م ولذلك فإن | "م وهكذا وبتذكر ما هو العدد ايكون لدينا 
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۴و د و ك ع . إن هذا يفيك يانه إذآ کان * a‏ = ل 
فإن ع = a”‏ , إن العنصر رة هو ذلك العنصر الذي نبحث عنه بالفعل . 
لسكن (ية)<ره . إننا ندعى أن A,ٍ^A4,=(e)‏ لأنه إذا كان 
a4,‏ ولا كان رطارة-رة لذا فإننا نجد أن 45 '(رطارَة) وبناءً عليه فإن ,64ط . إن 
هذه العلاقة الأخيرة تحتم أن يقسم *مالعدد ا وذلك وف لاختيار b,‏ . ولا كان 
a =e‏ فإنه يجب أن يكون لدينا عدية أي أن (©) > يشااره . 

ونتقدم خطوة أخرى في برنامجنا الذي أوجزناه سابقا. ليكن 66,ط 
بحيث يُصوّر إلى عنصر ذي رتبة عظمى في ,ه,6/8 . فإذا كانت رتبة صورة ,ني 
يها هي ""مفإننا ندعي أن n,sn,sn,‏ . لماذا؟ 

اسعنادًا إلى احتيار تنجد أن ,5*64 . ولذلك بالعأاكيد أن 
به مع *"؟ط وهكذا فإِن ,ہک1 . 


ولا كان ,۸۸٤۲ء‏ لذا فإن هالو ”يم إننا ندعي أن 1| "م وأن 
li‏ اة الحا كان A,‏ ”تنا تجد 
p3, P273‏ 273م 


p2‏ 3 أ 
بهم (aa) = (b7) =b,‏ 


وهذا يفيد بأن ٤4,‏ ” له ومن ثم فإن "مرإ "م أي أن رثإ ”م كما أن 


عد 11 اكةد اد لله ۴ وس اعيا 
©) د ,۸ a" " eA,‏ وبالتالي فإن مح ”"" نه » أي أن» ن "م 

ليكن "م أك و[ اعد وه ود 61 لش أن 
ا ل الان - 4 .إنناندعيأن 
©) = (يخ بة) ١‏ وھ لأنه إذاکان ے4 ٤۸,‏ يه فإن : ر4 ,4> (وة ليه البه) 
وهذا يقتضى أن ر۸ ,۸ ٤‏ وط ولكن» عندئذ» :| *"م وبالتالي فإن لدينا ٠‏ = وه وذلك 
لأنء = ”85 وبعبارة أخرى يكون لدينا(©) = (يه ,۱)۸) وى . 
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وتالاستمراراغل هذا النحونحصل على زمر جزئية دورية 
(ية)تيه .... ,(رة)=ر4 ,()=,4 التي رتبها هي”0”2.....05. "«على الترتيب 
حيث ,8<...<رة< 0ه بحيث تكون ,ش...يه 6-4 كا أنه لكل ايكون 


. ز_ى...يفره)مه‎ = (e) 


إن هذا يجعل لكل عنصر 66 تنيادٌ وحيدًا على الصيغة 4/4/...4=× 
حيث ,)6 /2,...رره 36 ,3/64 . وبعبارة أخرىء. تكون 6 هى حاصل 
الضرب المباشر للزمر الحزئية الدورية »4,...,ر4, ره . ومبذا ينتهى البرهان . 


تعريف 

إذا كانت © زمرة إبدالية رتبتها "م حيث م عدد أولي» وكانت 
,4×... ×4× له-0 حيث كل من ,۸ زمرة دورية رتبتها "م » ,«<...< رمح «عندئذ 
يطلق على الأعداد الصحيحة Yap‏ متغيرات الزمرة © (عاصونعة18) . 


إن جرد تسميتنا للأعداد الصحيحة أعلاه لا متغيرات الزمرة © لا يعني على 
الإطلاق أن هذه هي فقط اللامتغيرات للزمرة 6 » بمعنى أنه من الممكن أن ننسب 
جموعات غتلقة من اللامتقيرات إلى الزمرة 6 وسطبت حال أن لا متغرات © وحيدة 
اتف الرمرة 6 بصو تامة. 


لاحظ أمرًا اخر حول لا متغيرات 6 ذلك هو أنه إذا كانت ,6=۸×...×۸4 
حيث ۸ زمرة دورية رتبتها "م ,۸<... << ۸ فعندئذ (0)۸,(...0)۸( ٥)6(=0)۸‏ 
لذلك نجد أن 


nı n2 nk n tnt... +n 


p="صp"...p'"مp‏ = "م 
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وبالتالي فإن ,«+...+رهم+,ه-د وبعبارة أخرى» ,2,...,ره,,2 تزودنا بتجزىء للعدد ه 
ولقد تطرقنا إلى هذا المفهوم سابقا عند دراستنا لفصول ترافق زمر التناظر. 


قبل دراسة وحدانية لا متغيرات الزمرة 6 » يجب علينا أن نوضح أن العناصر 
و8 ق ال ۋر الحزئية ...ر4 4 المولدة مهه العناصر والتي وردت سابقا لتعطي 
تفريقا للزمرة 6 إلى حاصل الضرب المباشر للزمر الدورية ليست وحيدة . دعنا نوضح 
ذلك بالمثال البسيط الآتي . 


لتكن (36,ط,2,ء) -0 هي الزمرة الإبدالية التي رتبتها 4 » حيث 2-0-6 و 
ab=ba‏ „ عتدئذ 8كام -0 » يق الاسدى زر دوي الزمرتان الدوريتان التى رتبة 
كل من 2 » بيد أن لدينا تفريقا آخر للزمرة 6 إلى حاصل الضرب المباشر وهو 
08 -0 » حيث (30)-0 ,(ط)=8 وهكذا فإنه حتى في هذه الزمرة التي رتبتها صغيرة 
جدًا نستطيع الحصول على تفريقين مختلفين لها كضرب مباشر لزمرتين دوريتين. إن 
إدعائنا ‏ الذي سئثبته الآن ‏ هو أنه بين تكون هذه الزمر الجزئية الدورية غير وحيدة 
فإن رتبها» بخلاف ذلك» هي وحيدة . 


تعريف 

إذا كانت 6 زمرة إبدالية وكان 5 ه و أي عدد صحيح فإننا نعرف 
{(x€G|x=e}‏ = (0)5 . 
وحيث إن 6 زمرة إبدالية لذا فإن من الواضح أن (6)5 زمرة جزئية من 6 . 


تمهيدية (؟-4١-1)‏ 
إذا كانت 6 ,'6 زمرتين إبداليتين متيائلتين فإن (ء)6 ,(:)'6 متوائثلتان » 
لا عدد جوج ا 
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البرهان 

ليكن + اثلا من 6 على '6 . إننا ندعى أن + يطبق (6)3 تمائليا على 
G(s)‏ . اول حت أن (0)6)5((6')5 فإذا كان x€G(6)‏ فإن عحثل ا ولذلك 
فإن =( )4=(×) ولكن “(×)4=(×)ض . لذا فإن 'ع-(«)م وبالتالي فإن 
(5)' 066+ أي أن (ئ)0)6)s((C6‏ . 

ومن ناحية أخرىء, إذا كان (66')5 'نا فإن 'ع-"('نا) » ولكن» با أن ۵ تطبيق 
غامر فإن ( )4= 'ں حيث 66( وبالتالي فإننا نجد )= (ر) = '=)u'(‏ ولا كان بي 
أحاديا لذلك يكون لدينا "=٠‏ وبالتالي فإن (5) 766 . وهكذا فإن ۾ يطبق (6)5 على 
(5)'© . وحيث إن ض أحادي وغامر وهو تشاكل من (ء)6 و (6')5 لذلك فإن (ئ)6 
و(6')5 متاثلتان. 


الآن ننتقل إلى التمهيدية الآتية: 


تمهيدية )۲-۱٤-۲(‏ 
لتكن 6 زمرة إبدالية رتبتها "ممرحيث معدد أولي ولنفرض أن 
,4 ×... ×4× 0-4 حيث كل من (8)-.,ه زمرة دورية» 1-1,2,..6رتبتها 
"۶ » 0< «<...<رو< ,م فإذا كان ٣‏ عددًا صحيحا بحيث أن < <۸ 
فعتلكدك: 
G(p")=B, X...XB,XA,,, X...XA,‏ 


حيث 8زمرة دورية مولدة بالعنصر #دورتبتها هي "لكل ¡>t‏ كا أن 


رتبة (”م)© هي "م حیٹ 
k‏ 
u=mt+)} n,‏ 
i=t+1‏ 
الرهان 
أولاء وقبل كل شيء, إننا ندعي أن ,4,..... ۸ جميعها محتواة في ("م)6 لأنه 


لما كان 0<,م<...< n<,‏ وإذا كان 1+غ<ز فإن 
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mnj 


a7" =a) 5‏ ولاك فإن ل حيث jzt+1‏ محتواة في G(p")‏ 5 


ثانياء إذا كان :>ذفإن < كم أن =١‏ "۶= ”(”") ولذلك فإن كل 
عنصر من الصيغة ” "2 ينتمي 1 ("م) 6 ومن ثم فإن الزمرة 8 التي يولدها هذا العنصر 
هي أيضا محتواة في ("م)6 ولا كانت يهر...., به.,8,....,8 جميعها محتواة في 
(”م)6 لذلك فإن حاصل ضربها (الذي هو مباشر. لأن حاصل الضرب ۸,۸,...4 
مباشر أيضًا) يكون في (”م) وبالتالي فإن 4 ×... × 8×۸ ...× 218(”م)6. 


وَمَن اناحية أخرئى إذا كان *4..., - -»«عنصرا في (”م)6 ونظرًا لأنه 
بحقق العلاقة »-”” لذا فإننا نضع “لله x7" =a"...‏ ق حاضل ضرب 
الزمر الحرئية ...ى اعباشر وَهذا فإثنا تحصل عل ع- م هر...,م= ره 


وهكذا فإن رتبة ,دوالتي هي "م يجب أن تقسم "م ۸» حيث علر...,1,2-ز 
فإذا كانت 1+]<: فإن هذا يكون صحيحا من تلقاء ذاته مها كان اختيار 
يفن 1 لأن ال سان ولهذا فان "م| "م izt+1‏ + وقح ذلك فإننا 


كد نت 
تاچ من أجل ist‏ ومن كون م1 |”معلى ۸|" "موبالتالي نجد أن 
up‏ = ۸ حيث ,اعدد صحيح ما . وبالتعويض عن الكل افي السعيير 


E‏ 2-2 نجد أن 


3 


کے ا 


vim 
3 5 
1 اج‎ 0 


إن هذا يعني أن XA, X*...XA,‏ 8كا ...ا 8 » 


الآذء لما كانت رتبة ,8 هي "م لكل اوا كانت "م=(4)هوأيضا لا كانت 
...< شلا ظكا...كا 8-("م)0 . لذا فإن 
,)....0(A,)‏ ذاه( o(G(p"))=o(B,)0(B,)...0(B‏ 
Pk‏ 


.1 برض a‏ 
لبخ 


ا من المرات 
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فإذا كانت "م ((”م)6)ه فإن 


ويهذا يتم برهان التمهيدية . 


نتيجة 


إذا كانت © ك) وردت في التمهيدية السابقة فإن *م=(( ٥)6)‏ . 


الرهان 

بتطبيق التمهيدية السابقة وذلك عندما 5-1 وعندئذ =۲ ومن ثم فإن 
11-1 نا وبناء عليه نجد أن “*م-((م)0)6 . 

إن لدينا الآن المعلومات اللازمة لإثبات وحدانية اللامتغيرات للزمرة الإبدالية 
التي رتبتها "م . 


مبرهنة (۲ - )١-154‏ 
تكون الزمرتان إلابداليتان من الرتبة "ممتيائلتين إذا وفقط إذا كان هيا نفس 
اللامتغيرات . وبعبارة أخرى» إذا كانت رتبة كل من الزمرتين إلابداليتين هي "موكانت 
دكا ...»ا ,0-4 » حيث كل من 4 زمرة دورية رتبتها "كي أن 0< <... n<‏ < م وإذا 
نت أظها... »زد 6 حيث كل من 8زم ذورية رت بها دكا أن 
0<بط<...<رة<رط » فإن © و '6 متاثلتان إذا وفقط إذا كان ء=) و ط- م 


الحا 


البرهان 

إن برهان أحد اتجاهي المبرهنة بسيط جدًا ذلك هو أنه إذا كان للزمرتين 
6 و '0 نفس اللامتغيرات فإنه| متاثلتان لأنه عندئذ يه »...ام-6 » حيث (4)= ۸ 
زمرة دورية رتبتها "مكما أن ).../8-'6 حيث (/6)-/8 زمرة دورية رتبتها "م ثم 


أرسل 6 على '6 بواسطة التطبيق 
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$a"... = (b)"...(b)* 
. 6' سنترك للقارىء التحقق من أن ۾ هوء بالفعل» تماثل من 6 على‎ 


ولبرهان الاتجاه المعاكس» لنفرض ,هدلا...ا ‏ همح 6 وأن /8ا...*«/8-/6, 
حيث ۸و 8 کا وردتا أعلاه؛ کا انا زمرتان دوريتان مولدتان بالعنصرين 
ذو /طورتبتاها ”مو “م 0ح1<...<,« <۸ و0<,اد...درط<رط ونريد إثبات 
أنه إذا كانت 6 و '6 متماثلتين فإن = و بط ,دلكل 1 . 


لنفرض الآن أن 6 و '6 متاثلتان. عندئذ. استنادًا إلى تمهيدية (۲ - )١- 1١4‏ 
فإن ("م)6 و ("م)'6 يجب أن تكونا متماثلتين لأي عدد صحيح 0<« . ولذلك يجب 
أن تتساوى رتبتاهما. لنرى الآن ماذا يحدث, في الحالة الخاصة» عندما 5-1 . أي ما 
هي المعلومات التي يمكن الحصول عليها عندما ((م)0)6=((م)6)٥‏ . استنادًا إلى 
نتيجة التمهيدية (۲ - ١4‏ - ۲) نجد أن "*م-((م)6)هو *م-((م)6)هلذلك فإن *مع“م 
ومن ثم فإن 5- . وبالتالي فإننا نعرف» على الأقل» أن عدد اللامتغيرات للزمرتين 6 
و '0) هو نفسه. 


لنفرض الآن أن ,ط١‏ وذلك لعدد ما : وليكن ؛ هو أول الأعداد التي يكون من 
أجلها ,2,20 . هنا يمكن أن نفرض أن ,ط<,ه . ليكن ,1=" ولنعتبر الزمرتين الحزئيتين 
H= x" | 6©(‏ و (6» "|x‏ 'H'=))xمن‏ 6 و '6 على الترتيب. 


إن 8 ,'11 متماثلتان وذلك لأن 6 ,'6 كذلك . ندرس الآن لامتغيرات 11 ,“11 . لما 
كانت ,6=4,×...×4» حيث (4)= ۸ زمرة دورية رتبتها "مفإننا نجد أن 
...11-0 
حيث (”8)-0© زمرة دورية رتبتها ””مكا أن + يخضع للشرط 
بخ n < m=h‏ ومكذا فإن لا متغيرات 11 هي تتح ...بلقت ,8-1 


كا أن عددها هوى. )<: . 
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أيضا لا كانت 6'=8×...×8» حيث (/0)-/8 زمرة دورية رتبتها 
"ور لذا فإننا نجد أن ,_/2/“...5-'114حيث (0/0(75))-'2 زمرة دورية رتبتها 
حرم 
7 


وبالتالي فإن لا متغيرات '۸ هي ۳, ...طط كما أن عددها هو ۲-1 . 


ولكن 11 و '11 متماثلتان» وكا رأينا أعلاه. فإنه لابد أن يكون ما العدد نفسه 
من اللامتغيرات» وهكذا فإن افتراضنا بأن ,<ه لعدد ما ذ قادنا إلى اختلاف في عدد 
اللامتغيرات هاتين الزمرتين وعليه فإن بطر لكل i‏ > ومهذا يتم برهان المبرهنة . 


يتضح لنا وذلك كنتيجة مباشرة من المبرهنة الأخيرة أنه يمكن تفريق الزمرة 
الإبدالية التي رتبتها "موذلك بطريقة وحيدة ‏ كحاصل ضرب مباشر لزمر جزئية دورية 
(إن المقصود هنا هو وحدانية رتب الزمر الجزئية الدورية فقط) ولذلك فإن اللامتغيرات 
هي . بالفعل» لا متغيرات الزمرة 6 كما أنها تعين 6 تماما . 


إذا كانت 0<يه<...<رم2بم وكان ۸+... ++ رمدم هو أي تجرىء 
للعدد ۸ فإنناء عندئذء نستطيع وبسهولة تكوين الزمرة الإبدالية التي رتبتها "موالتي 
تكون لا متغيراتها هي 2,<0<...<رهح,ه ولإنجاز هذاء لتكن إل هي الزمرة الدورية 
التي رتبتها "م ولتكن ,۸,×...×۸-=6 كحاصل الضرب المباشر الخارجي للزمر 
...ره . عندئذ فإن لا متغيرات الزمرة 6 هي 8,<0<...<ره<,د وذلك استنادًا إلى 
تعريفها. وأخيراً إذا كان هناك تجزيئان متلفان للعدد « فإنه ينشأ عن ذلك زمرتان 
إبداليتان غير متماٹلتین رتبة كل منهم| ”م . إن هذا يتضح من مبرهنة )۲-۱٤-۲(‏ ومن ثم 
يكون لدينا امرهنة الآتية . 


مبرهنة )۳-۱٤-۲(‏ 
إن عدد الزمر إلا بدالية غير ا متمائلة والتي رتبة كل منها "م » حيث م عدد أولي» 
يساوي عدد تجزيئات العدد 5 . 
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إن نتيجة المبرهنة (؟-4١-”)‏ لا تعتمد على العدد الأولي م » بل إنها تعتمد فقط 
على العدد ه ولذلك, وعلى سبيل المثال. فإن عدد الزمر الإبدالية غير المتماثلة والتي رتبة 
كل منها *2هو نفسه ذلك العدد لتلك الزمر التي رتبة كل منها “3 أو “5 . . الخ . 
ولا كان يوجد 5 تجزيئات للعدد 4 هى : 
1+1+1+1 ,2+1+1 ,2+2 ,3+1 ,4-4 
لذلك فإنه يوجد 5 زمرا إبدالية غير متماثلة رتبة كل منها “م » لأي عدد أولي م . 


وحيث إن أية زمرة إبدالية منتهية هي عبارة عن حاصل الضرب المباشر لزمر سيلو 
الحزئية فيها وحيث إن أي زمرتين إبداليتين تكونان متماثلتين إذا وفقط إذا كانت زمر سيلو 
الجزئية فيهما متماثلات لهذا تكون لدينا النتيجة الآتية . 


اة 

إن عدد الزمر إلابدالية غير ا متبائلة التي رتبة كل منبا هي ”م...م» حيث 
مأعداد أولية حتلفة» 0<» هو (,2)0,(...2)0(,©)م حيث (u)م‏ هو عدد تجزیئات 
العدد ن . 


مسائل 

١‏ - إذا كانت 6 زمرة إبدالية رتبتها "م . معدد أولي وكانت 0<:<...<رم<,ه هي لا 
متغيرات الزمرة 6 فأثبت أن الرتبة العظمى لأي عنصر في © هي "م . 

۲- إذا كانت 6 زمرة وكانت يث,....,ه زمرًا جزئية ناظمية من 6 بحيث إن 
(©)>(_يك...رهره)0ه لكل خذ . فأثبت أن 6 هي حاصل الضرب المباشر 

لسك ...له إذا كانت يلل.. .ره ره -6 . 1 

۴ باستخدام مبرهنة .)١-٠١-۲(‏ أثبت أنه إذا كانت 6 زمرة إبدالية منتهية تحتوي 
على زمرتين جزئيتين رتبتاهما «دوه فإنها تحتوي على زمرة جزئية رتبتها. على الأقل» 
هي المضاعف المشترك للعددين «دوه . 

4 - صف جميع الزمر الإبدالية المنتهية التي رتبتها 


() *2(ب) “11 (ج) 7(د) “24.3 
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ه- وضح كيف تحصل على جميع الزمر الإبدالية التي رتبة كل منها 2:.3*.5 

5- إذا كانت 6 زمرة إبدالية رتبتها "روكانت لا متغيراتهاهي 
<n... <0‏ ,م وكانت 181 زمرة جزئية من 6 و (81#)6 . فأثبت أنه إذا 
كانت 0< و8 <...< وط < رط هي لا متغیرات ۸ فإن < )» كماأنه 
لكل ١‏ يكون :2 > ;۸ حيث 1,....5- 1 . 
إذا كانت 6 زمرة إبدالية وكانت 6 هى مجموعة كل التشاكلات من الزمرة 6 إلى 
مجموعة الأعداد المركبة غير الصفرية 2 لعملية الضرب وإذا كان 4,,0,66 
فإننا نعرف,©.,هكما يل (ع)ر4(ع),g(=4ع)(ر4,.4)‏ لكل 66ع. 

۷- أثبت أن 6 زمرة إبدالية بالنسبة للعملية المعرفة . 

8- إذا كان 066 وكانت 6 منتهية . فأثبت أن (ع)0 هو جذر وحدة لكل 66ع . 

4- إذا كانت 6 زمرة دورية منتهية . فأثبت أن 6 دورية وأن (0)6-(0)6 ومن ثم فإن 
6 متائلتان. 

٠‏ - إذا كان ,عع » حيث بع . ,8عنصران من زمرة إبدالية منتهية 6 . فأثبت أنه 

يوجد 066 بحيث يكون (يع)9 + ((ع)0 . 

. 6 إذا كانت 6 زمرة إبدالية منتهية . فأثبت أن (0)6-(6) وأن 6 متاثلة مع‎ -١ 

۲ - إذا كان 466 و #1 حيث 6 زمرة إبدالية . فأثبت أن 2000-0 . 

مسائل إضافية 

لا يوجد علاقة بين ترتيب هذه المسائل وبين ترتيب البنود في هذا الفصل وذلك 
في يتعلق بحلول المسائل . كا أنه لم يرد أي تلميح إلى صعوبة أية مسألة . 
)١(- ١‏ إذا كانت 6 زمرة إبدالية منتهية عناصرها ,3,..., 
عنصر مربعه هو العنصر المحايد. 
(ب) في الفقرة (ا) إذا كانت 6 لا تحتوي على أي عنصر رتبته تساوي 2 أو أكثر 
من عنصر واحد رتبته تساوي 2 . فأثبت أن ©تيق:..يقرة . 
(ج) إذا كانت 6 تحتوي على عنصر واحد» لاء رتبته تساوي 2 . فأثبت 


أن وك ن : 


a,‏ . فألبت أن و نيقرة 
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(د) (مبرهلة ويلسون Wilson‏ 4 إذا كان معددًا أوليا. EE‏ أن 
(mod p)‏ 1--!(1حم) . 
۲ إذا كان معدداً أوليا فرديا وإذا كان 


حيث 3 ,طا عددان صحيحان . فأثبت أن | م وإذا كان 3<م فأثبت أن 2|3م . 
۳- إذا كان معددًا أوليا فرديا و (م ٥)٥۵‏ #هفإنه يقال عن العدد 2 إنه راسب تر بيعي 
residue)‏ 120:1 0) للعدد م إذا كان يوجد عدد صحيح × بحيث يكون 
(م =a)‏ ”× . برهن ما يلى: 
(ا) إن الرواسب آل للعدد م تكون زمرة جزئية © من زمرة الأعداد 
الصحيحة غير الصفرية قياس م وذلك بالنسبة لعملية الضرب . 
(ب) کے -(0)0 


(ج) إذا كان ٩٤۵‏ وکان 240 (ہ يدعى غير راسب عدالأوء: ههم) فإن ۸4 غير 
راسب . 

(د) إذا كان كل من ,۸ غير راسب فإن ہ۸ راسب تربيعي . 
(ه) إذا كان ۾ راسبا تربيعيا للعدد م . فإن (م 2+1)000 3 2 

٤‏ - أثبت أنه يوجد في مجموعة الأعداد الصحيحة قياس م» حيث معدد أولي» حلول 
عددها على الأكثر هوه للمعادلة (م 1)504>"< وذلك لكل عدد صحيح 7 . 

ه - أثبت أن مجموعة الأعداد الصحيحة غير الصفرية قياس مهي زمرة دورية بالنسبة 
لعملية الضرب وذلك عندما يكون معددًا أوليا. : 

5 - أورد مثالا لزمرة غير إبدالية يكون فيها ”رآ×="(و×) وذلك لجميع العناصر لخ . 

۷- إذا كانت 6 زمرة إبدالية منتهية . فأثبت أن عدد حلول المعادلة »-": في 6 » حيث 
(210)0 » هو مضاعف للعدد ١‏ . 

۸ - أثبت ما ورد في المسألة (۷) ولكن بدون أن نفرض أن 6 إبدالية . 

4 - أوجد التماثلات الذاتية لزمرتي التناظر ,5,,5 من الدرجتين 3 و4على الترتيب . 
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تعريف 
يقال إن الزمرة © قابلة للحل (ء901201) إذا كان يوجد زمر جزئية 
=)e(‏ 1 ...201,2 ,درلا 0 بحيث تكون N‏ ناظمية في ,_ و ,_Nإبدالية‏ . 


٠‏ - برهن على أن الزمرة الجزئية من زمرة قابلة للحل وكذلك الصورة التشاكلية لزمرة 
قابلة للحل يجب أن تكونا قابلتين للحل . 
-١‏ إذا كانت 6 زمرة و زمرة جزئية ناظمية في 6 . بحيث إن كلا من ١‏ 
و 6N‏ قابلة للحل . فأثبت أن 6 قابلة للحل . 
2 إذا كانت 6 زمرة وكانت ۸ زمرة جزئية من 6 و زمرة جزئية ناظمية في 6 . 
فأثبت أنه إذا كانت كل من ۸ و قابلة للحل فإن 671 قابلة للحل كذلك . 
الات لفرضى أن 6 زمرة ولنعرف المتتابعة 6 من الزمر الجزئية في 6 كما يلي : 
)١(‏ "6هي زمرة المبدلات الجزئية في 6 » أي الزمرة الجزئية في 6 المولدة 
چ العناصر ”ط4ط حيث 8,560 . 
(ب) "6هي زمرة المبدلات الحزئية في “6 عندما 1<¡ . برهن ما يى : 
(1) 6 زمرة جزئية ناظمية في © لكل 1 . 1 
(۲) © قابلة للحل إذا وفقط إذا كانت (ع)="“(6) وذلك لعدد ما مء 1< . 
٤‏ - برهن على أن الزمرة القابلة للحل تحتوي دائما على زمرة جزئية ناظمية 
إبدالية 16 و (ء) +14 . 
لنفرض أن 6 زمرة ولنعرف المتتابعة »6 من الزمر الجزئية في 6 كما يلي : 
)١(‏ ,© هي زمرة المبدلات الجحزئية في 6 . 
(ب) 6 هي التهيرة الجزئية من 6 المولدة بجميع العناصر '"ط'4طه 
O‏ 
يقال إن الزمرة 6 معدومة القوى (۲١ء۲٠م1١)‏ إذا كان =)١(‏ 6 وذلك 
لعدد ماعا. k<1‏ . 
)١( - ١8‏ أثبت أن 6 زمرة جزئية ناظمية في 6 لكل اكا أن 626 . 
(ب) إذا كانت 6 معدومة القوى. فأثبت أنها يجب أن تكون قابلة للحل. 
(ج) أورد مثالا لزمرة قابلة للحل لكنها ليست معدومة القوى. 


حيث 360 
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7 - أثبت أن أية زمرة جزئية من زمرة معدومة القوى هي معدومة القوى كذلك . وأن 
أية صورة تشاكلية لزمرة معدومة القوى هي معدومة القوى كذلك . 
۷ - أثبت أن أية صورة تشاكلية لا تساوي (ء) لزمرة معدومة القوى تحتوي على مركز 
غير تافه . 
۸ - () أثبت أن أية زمرة رتبتها "م » م عدد أولي. يجب أن تكون معدومة القوى . 
(ب) إذا كانت 6 معدومة القوى وكانت 11 زمرة جزئية من 6 بحيث 
أن 11+26 . فأثبت أن 11د(77)13 حيث إن N(H)=({x€6 |xHx7'=H}‏ . 
۹ - إذا كانت 6 زمرة منتهية . فأثبت أن 6 تكون معدومة القوى إذا وفقط إذا كانت 
6 هي حاصل الضرب المباشر لزمر سيلو الجزئية فيها. 
-١‏ لنفرض أن 6 زمرة منتهية و8 زمرة جزئية من 6 . ولنعرف على 6 العلاقة 
الآتية «إذا كانت 8,۸ زمرتين جزئيتين فإن ۸ ترافق 8 نسبة إلى ٤1‏ إذا 
كانت ينها »-8 « x€H‏ «. 
برهن على ما يلي : 
)١(‏ إن هذه العلاقة هي علاقة تكافؤ على مجموعة الزمر الحزئية في © 
(ب) إن عدد الزمر الجزئية في ت المرافقة للزمرة الحزئية 4 نسبة إلى 11 يساوي 
دليل ١)5(011‏ في H‏ . 
-١‏ (ا) إذا كانت 6 زمرة منتهية وكانت 7 هي زمرة سيلو الحزئية من نوع م . 
فأثبت أن ۶ هي زمرة سيلو الحزئية الوحيدة من نوع م في ()/2 . 
(ب) إذا كانت 5 هي زمرة سيلو الحزئية من نوع في 6 وكان ©- ”2 » فعندئذ 
إذا كان (6۸)۴ه فأثبت أن ۾ يجب أن يكون في م . 
(ج) أثبت أن (5)ل2-((2101)8 . 
)١( - 31‏ إذا كانت 6 زمرة منتهية و۴ هي زمرة سيلو الجزئية من نوع مفي 6 . 
فأثبت أن عدد الزمر الجزئية المرافقة للزمرة الجزئية ۴ في 6 ليس مضاعفا 
للعدد م . 
(ب) بتجزىء فصل ترافق الزمرة الحزئية ۴ وذلك باستعمال الترافق نسبة إلى ۴ . 
برهن على أن فصل ترافق ۲ يحتوي على زمر جزئية مختلفة عددها 
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1+۴ . (إرشاد: استخدم فقرة (ب) من مسألة )٠١(‏ ومسألة .)1١(‏ 
لاحظ أن هذا مع مسألة )1١5(‏ يزودنا بيرهان بديل لبرهنة (۳-۱۲-۲) 
والجزء الثالث من مبرهنة سيلو . 
“الاب )١2‏ إذا كانت هي زمرة سيلو الحزئية من نوع م في 6 وكانت 8 زمرة جزئية 
من 6 رتبتها *موکانت 8 ليست محتواة في إحدى مرافقات ‏ . فأثبت أن 
عدد مرافقات ۴ في 6 هو مضاعف للعدد م . 
(ب) باستخدام فقرة (أ) ومسألة (۲۲). أثبت أن 8 يجب أن تكون محتواة في 
إحدى مرافقات ۲ . 
(ج) برهن على أن أي زمرتين جزئيتين من زمر سيلو من نوع في 6 يجب أن 
تكونا مترافقتين في 6 (إن هذا برهان آخر لمبرهنة )1-١1-1(‏ والجزء الثاني 
من مبرهنة سيلو) . 
4- ضم المسألتين (۲۲)» (۲۴) لتحصل على برهان آخر لجميع أجزاء مبرهنة 
سيلو. 
٥‏ - باستخدام النتائج التي حصلنا عليها في هذا الفصل . أثبت أن أية زمرة رتبتها 
أقل من 60 هي إما زمرة رتبتها عدد أولي أو أنها تحتوي على زمرة جزئية ناظمية 
غير تافهة وذلك بمناقشتك لكل حالة على انفراد. 
5 - باستخدام نتيجة المسألة .)١8(‏ أثبت أن أية زمرة رتبتها أقل من 60 قابلة للحل . 
۷ - أثبت أن المعادلة '2-مة*< قابلة للحل بالنسبة إلى × في الزمرة 6 إذا وفقط إذا 
كان مكعبا لعنصر ما في 6 . 
۸ - برهن على أن (123) ليس مكعبا لأي عنصر في ,5 . 
a‏ أثبت أن طا=«ه× قابلة للحل بالنسبة إلى × في 6 إذا وفقط إذا كان اة مربعا 
لعنصر ما في 6 . 
-١‏ إذا كانت 6 زمرة وكانت رتبة العنصر 6 منتهية وكان عدد العناصر المرافقة 
للعنصر a‏ في 6 منته أيضا. فأثبت مرافقات العنصر ه تولد زمرة جزئية ناظمية 
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١‏ - أثبت أن أية زمرة لا يمكن كتابتها على هيئة اتحاد عناصر زمرتين جزئيتين فعليتين 
فيها. 
۷ أثبت أن أية زمرة © هي اتحاد ثلاث زمر جزئية فعلية فيها إذا وفقط إذا كانت 
للزمرة 6 صورة تشاكلية هي زمرة غير دورية رتبتها 4 . 
۳۳٣#‏ لیکن معدداً أوليا و ,2هي مجموعة الأعداد الصحيحة قياس م 
بالقسعة لعمليتي الجمع والضرب قياس م . ولتكن 0 هي الزّمحرة 
8 سيق ,4€ a,b,‏ » 1-ءم-30 ولتكن 
(9- ).9 0 سه ولتكن ©/6-(م,15)2 . 
)١١(‏ أوجد رتبة نت 
E‏ برهن على أن (م,1۴)2) زمرة بسيطة وذلك إذا كان 5<م . 
#۴ آئنت أن ۽1۴,)2,5(*۸ » حيث ,له هي زمرة التناوب من الدرجة 5 . 
وم ل سبق =6 . استناذا | إلى مسألة (") فإن 6 زمرة بسيطة رتبتها 168 . 
عين تماما كم عدد زمر سيلو الحزئية من نوع 2 » نوع ۰3 نوع 7في 6 . 
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نظرية الحلقات 

ه تعاريف وأمثلة على الحلقات ٠‏ بعض الأصناف 
الخاصة من الحلقات ه التشاكلات م المثاليات 
والحلقات الخارجة © مزيد من المثاليات والحلقات 
الخارجة ه حقل خوارج القسمة للحلقة التامة 
ه الحلقات الإقليدية ه حلقة إقليدية خاصة 
ه حلقات كثيرات الحدود ۾ كثيرات الحدود على 
حقل الأعداد النسبية ه حلقات كثيرات الحدود 
على الحلقات الإبدالية 


(-1) تعاريف وأمثلة على الحلقات 

كما بينا في الفصل الثاني هناك بعض النظم الجبرية التي تعتبر حجر الأساس 
لموضوع يدعى اليوم بالجبر الحديث . في هذه المرحلة من تطور دراستنا نكون قد تعلمنا 
بعض الشيء عن واحد من هذه النظم ألا وهي الزمر. 

وفي هذا الفصل سندرس نظامًا آخر هو الحلقات . كا عرفنا سابًا فإن الفكرة 
المجردة للزمرة يرجع أصلها إلى مجموعة تطبيقات أو تبديلات عناصر مجموعة . وبالمقارنة 
فإن الحلقات تنبثق هن مصدر آخخر أكثر ألم لنا هو مجموعة الأعداد الصحيحة . 

كا سنرى فإن الحلقات مصممة لتكون حالة عامة للأوجه الجبرية للأعداد 
الصحيحة المعتادة. سيتضح لنا في الفقرة القادمة أن الحلقة تختلف تامًا عن الزمرة في 
أنها نظام ذو عمليتين هما عمليتا الجمع والضرب . وبالرغم من ذلك فإن دراستنا 
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للحلقات ستتبع نفس النمط الذي اتبعناه في الزمر فستحتاج لما يقابل التشاكل» الزمر 
الجزئية الناظمية والزمر الخارجة الخ . . 


ومع الخيرة التي اكتسبناها أثناء دراستنا للزمر سنتمكن من تقديم التعاريف 
الضرورية مع مبرهنات منتهين برهنة نتائج مشوقة ومهمة حول مواضيع رياضية ألفناها 
من قبل . وكي نضرب مثلا على ذلك سنبرهن لاحمًا في هذا الكتاب وباستعمال المادة 
المعطاة عفنا اله هرج المستحيل تقسيم زاوية مقدارها 0" إلى ثلاثة أقسام متساوية 
باستعمال المسطرة والفرجار فقط . 


تعريف 
تسمى المجموعة غير ا خالية 1 حلقة تجميعية (28ذ: ء0ذاة8550) إذا كان 
بإلامكان تعريف عمليتين على +1 نرمز هيا ب + و . على الترتيب بحيث أنه جميع 
العناصر ,3,5 ي HR‏ 
a+b - ۱‏ يكون ف R‏ 
b+a=a+b_ ۲‏ 
a+(b+c)=(a+b)tc _ *‏ 
٤‏ - يوجد عنصر 0 في ۸ بحيث أن 2-3+0 (لكل عنصر a‏ في ۸ ) 
© - يوجد عنصر ه- ف +1 بحيث 8+(2-)-0 
a. - *‏ يكون في F‏ 
(a.b).c=a.(b.c) _ V‏ 
.=a.)b+( - ۸‏ و م.ج وa.+c(.a=b.a+()‏ (قانونا التوزيع) 
ه ال مسليات من ١‏ إلى ه تنص على أن ۸ زمسرة إبسدالية بالنسبة إلى:العملية + 
والتي ندعوها الجمع 5 
ه السات 5 إلى ۷ تبين أن ۸ جموعة مغلقة بالنسبة إل العملية التجميعية.. والتى 
نسميها الضرب . 1 
« أما المسلمة ۸ فتعمل على ربط تلك العمليتين المعرفتين على 8 . 
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عندما نتحدث عن الحلقات فإننا نعني الحلقات التجميعيةء أما الحلقات غير 
التجميعية أي الحلقات التي لا تحقق المسلمة رقم ۷ فإنها درس في الرياضيات ولكننا 
لن نتمكن من التطرق إليها. 


من الملمكن أن يوجد أو لايوجد عنصر في ۸ نرمز له ب1 بحيث 
a=1.a=a.1‏ لجميع العناصر 2 في R‏ وفي حالة وجود مشل هذا العنصر تطلق 
على ۸ حلقة بعنصر الوحدة (ring with unit element)‏ . 


إذا كانت عملية الضرب في ۸ تحقق 5.4-8.0 لجميع 0,ة في ۸ تسمى ۸ حلقة 


„ (commutative ring) إبدالية‎ 


قبل أن نستمر في التعرف على بعض خواص الحلقات. نتوقف لاستعراض 
بعض الأمثلة والتي من خلالها سوف نعرف أنواعًا مختلفةً ومهمة من الحلقات . 


)1-1١-( مثال‎ 

لتكن ۸ هى مجموعة الأعداد الصحيحة (655ع1016) الموجبة والسالبة والصفر» + 
هي عملية اا الاعتيادية و. هي عملية الضرب المألوفة للأعداد الصحيحة. 
عندئذ ۴ هي حلقة إبدالية بعنصر وحدة. 


مثال (۳۔۱۔۲) 

لتكن ۸ هى مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية (كإععءا« معلاهء) بالنسبة 
لعملیتی الجمع والضرب الاعتياديتين . عندئذ 1 هي حلقة إبدالية ولكن بدون عنصر 
وحدة. 


مثال (۳-۱-۳) 
لتكن ۸ هى مجموعة الأعداد النسبية (النطقة) (rational numbers)‏ 
بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب الاعتياديتين. عندئذ ۸ هي حلقة إبدالية بعنصر 


۲ مواضيع في الجر 


وحدة. ولكن بالإضافة إلى ذلك لاحظ أن عناصر 8 المختلفة عن الصفر تكون زمرة 
إبدالية بالنسبة لعملية الضرب. الحلقة التى تحقق هذه الخاصة الآنفة الذكر تسمى 
حقلاً (19ء5) . 


مثال )٤-۱-۳(‏ 
لتكن ۸R‏ مجموعة الأعداد الصحيحة قياس 7 (7 500 121686575) بالنسبة لعمليتي 
المع والضرب قياس 7 يبمعنى أن عناصر ۴ هي الرموز السا 

0 حيت إن : 
١‏ += حيث 8 هو باقى قسمة 1+[ عند تقسيمه على 7 (مثالا على ذلك 
2-5+4 لأن 9=5+4 والذي عند تقسيمه على 7 يكون باقي القسمة 2). 


؟ ‏ آ.[=" حيث " هو باقى قسمة ازعند تقسيمه على 7 (وبالتالي فإن 
1 


على الطالب أن يتحقق من أن ۸ هي حلقة إبدالية بعنصر وحدة. بل يمكننا 


لذلك فإن عناصر ۸ غير المساوية للصفر تكون زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الضرب 
وبالتالي فإن ۴ هي حقل» وبا أنه يحوي على عدد مُنته من العناصر لذلك يسمى 
حقلاً منتهياً (ا5 عنمة) 


مثال (-١1-ه)‏ 


لتكن ۸ هي مجموعة الأعداد الصحيحة قياس 6 بالنسبة لعمليتي الجمع 
والضرب قياس 6 . إذا رمزنا لعناصر ۸ بالرموز 0,1,...,5 يمكننا أن نلاحظ أن 


نظرية الحلقات ۳ 


0-2 مع أن 0722 و03 . لذلك فإنه من الممكن في حلقة 
+1 أن يكون «.0-3 دون أن يكون 2-0 أو 65-0 . إن هذا لا يمكن أن يحدث في الحقل 
(أنظر مسألة ١‏ في نهاية بند 7-7). ولذلك فمن المؤكد أن ۸ في هذا الال ليست حقلا . 

جميع الأمثلة التي وردت حتى الآن كانت لحلقات إبدالية. الآن نورد مثالا على 
حلقة غير إبدالية . 


مثال (”-5-1) 
لتكن ۸ مجموعة جميع الرموز 


2 


r811 %282 +a برع ييا" + رع‎ > 2; 
j= 


حيث إن جميع هي أعداد نسبية (منطقة) ا أن 


2 2 
6 عقارق حرعرب» 
ij=1 ij=1‏ 
إذا وإذا فقط لجميع 1,2=ز,ذ ,8= ر» 
2 2 2 
ê = 3 (a, +B); 6‏ يم 
2 2 2 
ZBijeij) > Z Yij®ij 2‏ ) (ززعرنه 395 ) 
1=ز.1 ا=ز,1 ادزا 
حيث 


2 
حر‎ Lf, =P + 


عملية الضرب هذه تبدو لأول وهلة معقدة . ولكنها مبنية على قواعد بسيطة نسييًا 
وبالتحديد » إنك تضرب 2 5 ,28 شكليًا وذلك بضرب الحدود بعضها ببعض 


٤‏ مواضيع في الجبر 


ثم تجمع الحدود المتشابهة على أن تأخذ في نظر الاعتبار العلاقات 0-يع.ر» 
عندما عاغ*ز و يع سرع ءرء (طبعًا أولئك القراء الذين سبق وأن درسوا بعض مواضيع ا 
الخطي سيعرفون هذا المثال على أنه حلقة جميع المصفوفات من النوع 2×2 


على حقل الأعداد النسبية) . 
لتوضيح عملية الضرب. لتكن ريء+ عع دةويءع3+ يعدم 
)ع3 +يية).(ررء+ a.b=(e, ~e,‏ 
6ر6 3و6 ,”€ =e ey F36,‏ 


و6 +e: ê F3:‏ 
=0+3e ,-0-3e, +e +0‏ 
و26 و 36خ +e‏ 3¬ 3= 
لاحظ أن ۴= e.۴‏ بيلها 0= ٠.٠٠‏ . لذلك فإن عملية الضرب في 
8 ليست إبدالية . كذلك من الممكن أن تكون ۷=0. مع أن ۷۶0 و 0ن . 


على الطالب أن يتحقق من أن ۸ هي حلقة حقا. وهي تدعى حلقة المصفوفات 
النسبية من نوع 2*2 . وسوف تحتل هذه الحلقة حيزا غير قليل ما سوف يأتي من هذا 
الكتاب . 


مثال (۷-۱-۳) 
لتكن © مجموعة كل الرموز (8 ,») حيث ‏ ,» أعداد حقيقية . نعرف المساواة 
)1( (ة,) = (a,8)‏ 
إذا وإذا فقط إذا كان += وة-م8 
في © نعرف عملية الجمع بالطريقة التالية : لتكن (0,8)=× و (7,8) -لاعندئذ 
X+Y=(a,86)+(Y,8)=(a+¥,8+8) (2‏ 
لاحظ أن ++× موجود في © . تؤكد هنا أن © هي زمرة إبدالية بالنسبة لهذه العملية 
عنصرها المحايد هو (0,0) و(8-,»-) هو المعكوس الجمعي للعنصر (86,©) . 
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والآن وبعد أن زودنا © بعملية جمع فإننا نحتاج إلى عملية ضرب لنجعل منها 
حلقة. وتحقق ذلك بالتعريف التالي: ليكن (8)=× و (۲=)۲,8 عنصرين في © 


عتدكل: 

X.Y=(a,8).(y,8)=(ay—Bê ق»,‎ + 8:( (3) 
X.Y = Y.X لاحظ أن‎ 

كذلك 


X.(1,0) = )1,0( . X= X 
. © لذا فإن (1,0) هو عنصر الوحدة في‎ 


ومرة أخرى نلاحظ أن ©64ل9. . كذلك إذا كان (0,0) # (8,»)- × فإنه 
نظرًا لكون 8 عددين حقيقيين غير مساويين للصفرء فإن 8720 +02 


وهكذا فإن 
8- 2 ( ةم 
o2+8?‏ +0 
هو عنصر في © . 
أخيرا نرى أن : 


8).) 28 ) =0 


وهكذا نكون قد أثبتنا أن © حقل . إذا كتبنا (۵,8) على الصيغة 81+» فإنه 
يمكن للقارىء أن يتحقق من أن © هي مجرد صيغة مخفية للأعداد المركبة 
(Complex numbers)‏ التي تألفها. ّ 


مثال (۸-۱-۳) 

هذا المثال الأخير غالبا ما يطلق عليه إسم حلقة الرباعيات الحقيقية 
uaternions(‏ اrea)‏ . أول من وصف هذه الحلقة هو الرياضي الإيرلندي هاملتون 
(10انسهةة) . في البداية استعملت هذه الحلقة بصورة موسعة في دراسة الميكانيكاء 


۲٦‏ مواضيع في الجبر 


أما اليوم فإن فائدتها الرئيسة تكمن في كونها مثالا مهما بالرغم من أنها مازالت تلعب 
دورًا فعالاً في الهندسة ونظرية الأعداد. 


لتڪن 0 هي مجموعة جميع الرموز طيه+»0+نز»+ىه حيث إن جميع 
الأعداد ي».رهرر»ه,ر» أعداد حقيقية. نقول إن الرمزين »+ زره + »+ 
وزي8+ز81+8+,8 متساويان إذا وفقط إذا كان,8-» لجميع قيم ؛ وهي 
0 . لكي نجعل من 0 حلقة يجب أن نعرف عملية جمع + وعملية ضرب . لجميع 
عناصرها. ومن أجل ذلك نعرف 


أولا: 
لكل عنصرين × ,۲ في © حيث 
عاب + يق + ف B +B‏ = لاو عليه + يه + ارو ره = X‏ 
يكون 
X + Y = (a tai+aj+a,k) + (B,+Bi+B,j+B,K)‏ 
(a, +B, +(a, +B Jit (a,+8,)j+(a,+8,)k‏ = 
وثانيًا : 


X.Y = (atai+aj+a,k). (8B FPi+B,j+B,k) 
= (Bo E) + (af, +a,B, +a,8,—~a,B,)i 
+ (a, + قيه- يناه ريه + وقيه) + و6 بهت فيه ,يه‎ Jk. 


والحق يقال إن صيغة الضرب هذه تبدو صعبة ولكنها في الحقيقة ليست بهذا 
التعقيد إنها تأي من ضرب مشل هذين الرمزين شكليًا وتجميع الحدود باستعمال 
العلاقات 
زدعلات حلا رداك حال ادنك ?=j* =k =ijk = -1, j=‏ 
الجزء الأخير من هذه العلاقات يسمى جدول الضرب للوحدات الرباعية» ويمكننا 
تذكره باستعمال الشكل 
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فعندما تذور باتجاهعقازب الساعة يمكنك استباط حاضل الضرب: مثل: 

ij=k, jk=i, ki=j 
بينم إذا درت عكس عقارب الساعة تحصل على سالب حواصل الضرب أعلاه.‎ 
لاحظ أن العناصر 1+,1+,[+,/+ تكون زمرة غير إبدالية رتبتها 8 نسبة لعملية‎ 
الضرب هذه. في الحقيقة هذه هى الزمرة التى أطلقنا عليها زمرة الوحدات الرباعية‎ 
. في القغبل الثاني‎ (group of quaternion units) 


يمكن للقارىء أن يثبت أن © هي حلقة غير إبدالية والتي فيها 
0=0+0i+0j +01‏ و 01+ ز0 +01 +1 >1 1 1 
يعملان عمل الصفر وعنصر الوحدة على التوالي. والآن إذا كان 
X=a ta i+a,j+a,k#0‏ 
© ليست كلها أصفاراء ولأن هذه الأعداد حقيقية فإن 


و00 


فإن الأعداد 
عجو دتو جتو بثو = B‏ 
وهكذا فإن 


وبإجراء حسابات بسيطة يمكننا أن نبين أن 1-لآ.< . لذلك فإن عناصر 
© غير الصفرية تكون زمرة غير إبدالية بالنسبة لعملية الضرب. الحلقة التي تكوّن 
عناصرها غير الصفرية زمرة تسمى حلقة قسمة (ومة: دو1:ة:01) أو حقلاً تخالفياً 
(619,-«»!5) بالطبع إن حلقة القسمة الإبدالية هي حقل . في هذا المثال أوردنا 
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© كحلقة قسمة ولكنها ليست حقللً. يوجد الكثير من الأمثلة على حلقات القسمة غير 
الإبدالية. ولكننا كي نقدم مثالا آخر على ذلك سنبتعد كثيرا عن مسار عرض المادة 
وأخيرا نقول إن دراسة طبيعة حلقات القسمة وحاولات تصنيفها تكون جزءاً مهما من 
علم الجبر. 
(۲-۳) بعض الأصناف الخاصة من الحلقات 

تبين الأمثلة التي وقشت في البند )١-۴(‏ وبوضوح أنه بالرغم من أن الحلقات 
هي تعميم مباشر للأعداد الصحيحة إلا أن بعض الحقائق الحسابية التي ألفْنَاها في 
الأعداد الصحيحة قد لا تتحقق في الحلقات عامة. مثلا رأينا أنه يمكن أن يكون 
حاصل الضرب 6. صفرًا دون أن يكون أي من هة أو طا مساويا للصفر. كذلك 
هناك أمثلة كثيرة 0.3 2.036 . كل هذه الحالات لا تتفق مع خبرتنا السابقة . 

ولسهولة الكتابة فإننا من الآن فصاعدًا سوف نلغي النقطة قي 2.0 ونكتفى بكتابة 
حاصل الضرب على الصيغة اة 1 ١‏ 
تعريف 

إذا كانت ۸ حلقة إبدالية و » عنصرًا في ۸ لا يساوي صفراًء فإنه يقال إن ۾ 

قاسم للصفر (0-01:1506]ع2) إذا جد نور ا لا يساوي صفرًا في ۸ بحيث أن 


ab=0 

تعريف 
تسمى ا حلقة الابدالية حلقة تامة (صذةد:00 131و1716) إذا كانت لا تحوي قواسً 
إن الأعداد الصحيحة هي مثال على ا حلقة العامة . 

يريك 


حلقة القسمة (7178 01/15:00) هي ا حلقة التي تكون عناصرها غير الصفرية زمرة 
بالنسبة لعملية الضرب . 


نظرية الحلقات ۹ 


سوف نرمز لعنصر الوحدة بالنسبة لعملية الضرب بالرمز 1 ولعكوس 
العنصر ه تحت عملية الضرب بالرمز !2-7 

والآن نعرف شيئًا ذا أهمية عظمى » ألا وهو الحقل . 
تعريف 

ا حقل (0ا:1) هو حلقة قسمة إبدالية . 

في أمثلتنا في البند )١-۳(‏ عرضنا مثالا على حلقة قسمة غير إبدالية وهى حلقة 
الرباعيات الحقيقية والحقول التالية: الأعداد النسبيةء الأعداد المركبة والأعداد 
الصحيحة قياس 7 . الفصل الخامس من هذا الكتاب سيخصص لدراسة الحقول 
وخصائصها. 


نود أن نكون قادرين على إجراء الحسابات في الحلقات بطريقة مشابهة لما نجريه 
في الأعداد الحقيقية واضعين في أذهاننا دائها أن هناك فروقات ‏ قد يحصل أن 
098 أو أننا لا نستطيع إجراء عملية القسمة. ومن أجل ما ذكرناه نبرهن على 
التمهيدية التالية التي تؤكد بأن بعض الأمور التي ترغب أن تكون صحيحة في الحلقات 


تمهيدية (1-7-7) 
إذا كانت 1 حلقة » فإنه لجميع ط,ة في *1 يكون 
a0 = 02-0‏ )1( 
a(-b) = (~a)b = —(ab)‏ )2( 
(~a) (~b) = ab‏ )3( 


(4) (-1)a = ه-‎ 
a 


1۰ مواضيع في «الجبر 


الرهان 
أولا: إذا كان في ۸ فإن 
a0 = a(0+0) = a0+a0‏ 
(باستخدام قانون التوزيع الأيمن) وحيث إن R‏ هي زمرة بالنسبة لعملية الجمع فإن 
هذه المعادلة تقتضى أن يكون 20-0 . 
وبطريقة مشابهة 
0a = (0+0)a = 02+00‏ 
وذلك باس ستخدام قانون التوزيع الأيسر وبذلك نحصل على أن 0a=0‏ 


انیا من أجل .أن نین آن 
a()-b) = —(ab)‏ 
يجب أن نبرهن على أن 
0 ع ab+a(—b)‏ 
ولكن 
ab+a(—b) = a(b+(—b)) = 20-0‏ 


باستعمال قانون التوزيع ونتيجة القسم الأول من هذه التمهيدية . وبالطريقة ذاتها 


تحصل على أن 
—(ab)‏ = مله-) 
ثالعًا : المساواة 
(=a) (=b) = ab‏ 


هي في الحقيقة حالة خاصة من الجزء الثاني. وهنا نركز عليها لأن نظيرها في الأعداد 
الحقيقية قد سبق التأكيد عليه في تعلّمنا في المراحل المبكرة . لذا فلنبرهنها 
(من الجزء الثاني) (=a) (=b) = -(a(-b))‏ 
(من الجزء الثاني) ((مه)-)- = 
ab‏ = 


نظرية الحلقات ١۱‏ 


لأن × = («-)- وهي حقيقة نستنتجها من أنه في أية زمرة 


(a) ا“‎ =a 


رابعًا: لنفرض أن 2 تمتلك عنصر الوحدة 1 عندئذ 
a+(-1)a=1a+(—-1)a=(1+(—-1))a=0a=0‏ 
لذا نحصل على 
-a‏ = (1-) 
وني الحالة الخاصة إذا كانت 1- =ه فإن 
1 اراب حت ررح ررح 
وبذلك نكون قد برهنا على الجزء الخامس من التمهيدية . 


بعد أن برهنا على هذه التمهيدية ستصبح لنا الحرية من الآن فصاعدًا في التعامل 
مع السوالب والصفر في حساباتنا كا اعتدنا عليها سابقًا . إن نتيجة التمهيدية )١-۲-۳(‏ 
تسمح لنا بذلك . للسهولة سنكتب (6-)+2 على الصيغة 8-0 . 


التمهيدية التي انتهينا من برهنتها لا شك في أنها مفيدة ومهمة إلا أنها ليست 
مثيرة . لذا دعنا نستمر لنقدم نتائج أكثر أهمية . وقبل أن نفعل ذلك نذكر مبدأ. على 
الرغم من كونه تافها كليا ولكنه يعطينا سلاحا قويا إذا استّحْدم بمهارة. هذا المبدأ لا 
يتعدى التالي: إذا وزع ساعي البريد ٠١١‏ رسالة على ٠٠١‏ صندوق بريد فإن أحد 
صناديق البريد يجب أن يستلم رسالتين على الأقل. إن هذا لا يبدو أنه أداة فعالة» 
أليس كذلك؟ ولكنه سيفاجئنا ! بأن الأفكار الرياضية, غالبا ما تكون غامضة وصعبة 
جدا ولكن هذا لا ينطبق على هذا المبدأ البسيط الآنف الذكر. والآن نعطيه الصفة 
الرسمية ونخصص له إسا هو: 
مبداً تو زيسع الأماكن The Pigeonhole Principle‏ 

إذا وزعنا « من الأشياء على 1 من الأماكن وكانت ”< فإن أحد الأماكن 
سيستلم شيئين على الأقل . 
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هناك صياغة مكافئة غالبًا ما سستعملهاء وهي : إذا وزعنا ١‏ من الأشياء 
على ٣‏ من الأماكن بحيث إن أيّا من الأماكن لا يستلم أكثر من شىء واحد فإن كل مكان 
يستلم شيئًا واحدًا بالضبط . 


الآن نستعمل هذه الفكرة في برهنة التمهيدية التالية. 


تمهيدية (۲-۲-۳) 
أية حلقة تامة منتهية هي حقل 


البرهان 

كما نتذكر أن الحلقة التامة هى حلقة إبدالية بحيث 30-0 إذا وفقط إذا كان أحد 
العنصرين على الأقل ه أو ا يساوي صفرًا . ومن ناحية أخرى الحقل هو حلقة إبدالية 
بعنصر الوحدة والتي يوجد فيها لكل عنصر غير صفري معكوس ضربي في الحلقة . 


لتكن 1 حلقة تامة منتهية لكي نبرهن على أن 2 هي حقل يجب علينا 
ألا : أن نجد عنصرًا 1 في 1 بحيث 41-2 لجميع العناصر في 8 
ثانيًا: لكل عنصر 0ة في 2 نجد عنصرأًط في 2 بحيث 20-1 . 
لکن ...× هي جميع عناصر 2 وافرض أن جه في 2 . لنعتير العناصر 
۵× »...× إنها جميعاً في 2 . ندعى أن هذه العناصر جميعها ختلفة . فلو فرضنا أن 
ه«دة« في حالة (#«ذ بج عن ذلك أن (xx )a=0‏ 
ولأن 2 حلقة تامة و2*0لذا نحصل على أن 0-«-* ومن ثم ×=×وهذا يناقض 
كون ز1 . لذلك فإن ,×ه,ر×ه,...,×ة هي ١‏ من العناصر المختلفة في 2 . باستخدام 
مبدأ توزيع الأماكن فإن هذه العناصر هي جميع عناصر 7 أو بعبارة أخرى. كل عنصر 
و فق 8 تسكن أن اهب عل شكل × حيث ×هو أحد 
عتاصر 5 


نظرية الحلقات 1۳ 


وبصورة خاصة., لأن 262 فإن a=x a‏ حيث *هو عنصر في 2 . 
لأن 2 حلقة إبدالية» نحصل على 


32-5 a=ax 
0 0 


الآن نسعى لنبرهن على أن ,×تعمل عمل عنصر الوحدة لجميع عناصر 
5 لیکن عنصرا في 2 فک رأينا من قبل ×= لعنصر ما في 2 . ولذلك 


yx, =(xa)x, =x (ax, )=x a=y 
0 0 0 


ومن ذلك نستنتج أن ×هو عنصر الوحدة في 2 ونكتبه على شكل 1 . 
الآن بها أن 162 فإنه باستخدام المناقشة السابقة يمكننا أن نكتبه أيضا كمضاعف 
للعنصر ة › أي أنه يوجد عنصر طا في 2 بحيث أن 1-08 : وهذا نكون قد أتمنا برهنة 
التمهيدية . 


إذا كان معدا أوزيا فإن ,2 حلقة الأعداد الصحيحة قياس «تكون حقلا . 


الرهان 

باستخدام التمهيدية يكفينا أن نبرهن على أن ,هي حلقة تامة ذلك لأنها تحوي 
على عدد منته من العناصر. إذا كان ا,ة عنصرين في ,2 و 6-0 فإن على م أن يقسم 
العدد الصحيح اة ولكون معددًا أوليا فإن م يجب أن يقسم إما ه أو طا . ولكن عندئذ 
إما أن 0ه قياس م أو 0<0 قياس «وبناء عليه فإن أحد العنصرين يساوي صفرًا في 2 . 


النتيجة أعلاه تضمن لنا إيجاد عدد غير منته من الحقول الحاوية على عدد منته 
من الغناصر مثل هذه الحقول يُطلق عليها إسم الحقول النتهية. إن الحقول 
,< لا تعطينا جميع الأمثلة على الحقول المنتهية. بل هناك حقول أخرى. وفي الحقيقة 
إننا سنقدم وصفًا كاملا لجميع الحقول المنتهية في البند (-1) . 
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الآن نورد فرقا مدهضًا بين الحقول المنتهية وحقول مثل الأعداد النسبيةء الأعداد 
الحقيقية » أو الأعداد المركبة والتي نحن أكثر إلامًا بها. 


ليكن ۴ قلا مسهيا جوري عل ومن الشامر عضي غل سيل الالء 
,2 الحاوي على ص من العناصر) . عندما ننظر للحقل ۴ على أنه جرد زمرة بالنسبة لعملية 
ا لجمع » وحيث إن ۴ تحوي على 4 من العناصر نحصل على 


a+a+...+ a = qa=0 
من المرات‎ 0 


وذلك بالاستعانة بالنتيجة (۲) من المبرهنة )۱-٤-۲(‏ حيث ‏ أي عنصر في ۴ . 
للك فإنه في يكون لدينا 03-0 لعدد صحيح موجب بن حتى لو كان ۶0ھ 
هذا بالتأكيد لا يمكن أن يحدث في حقل الأعداد النسبية مثلاً. سنبرز هذا الفرق في 
التعاريف التاليةء وبدلاً من أن نحصر الحديث حول الحقول» فإننا سنوسع المجال 
قليلا ونتتحدث عن الحلقات التامة. 


تعريف 
يقال للحلقة التامة ¬2 إنها صفرية ا مميز (0 chara rst‏ ]ه) إذا كانت 
العلاقة 12-0 حيث 3*0 في «1 و :عدد صحيح لا تتحقق إلا إذا كان 0=" . 


وهكذا فإن حلقة الأعداد الصحيحة هى صفرية المميز» كذلك الحلقات المألوفة 
الأخرى مثل الأعداد الصحيحة الزوجية والأعداد النسبية . 
تعرييف 

يقال للحلقة التامة 2 إنها منتهية ا مميز (5)6ذ:ء1© هروط fie‏ 01) إذا وجد عدد 
صحيح موجب ١‏ بحيث أن 0=" جميع العناصر في (1 ١‏ 


نظرية الحلقات 10 


إذا كانت 2 منتهية المميز فإننا نعرف مميز الحلقة التامة 2 على أنه أصغر عدد 
صحيح موجب م بحيث 0-0 لجميع العناصر ‏ في 5 2 يمكن البرهنة بدون صعوبة 
تذكر أنه إذا كانت 8 منتهية المميز» فإن تميزها يجب أن يكون عدذا أوليا (أنظر المسألة 
٦‏ في خباية هذا البند) . 


كا أشرنا من قبل أي حقل منته هو منته المميز» بيد أنه يمكن إيجاد حلقة تامة 
غير منتهية ولكنها منتهية المميز (أنظر المسألة /ا) . 


قد يتساءل القارىء : لاذا عرفنا المميز للحلقات التامة فقط وليس لأية حلقة 
اختيارية؟ إنه لسؤال جد معقول. ربما أن المثال الذي نعطيه الآن يبين ما يحدث في 
حالة التخلى عن فرضية الحلقة التامة . 


لتكن 8 هي مجموعة جميع الثلاثيات (ع,5,ة) حيث 2 في ,2 الأعداد الصحيحة 
قياس 2 » واف ,۰2 الأعداد الصحيحة قياس 3 وء هو أي عدد صحيح . 


كي نجعل من ۸ حلقة نعرف عملية الجمع + وعملية الضرب . حسب القواعد 
التالية : 
(يع + (a,b,c) +(a,,D,,c,) = (a, Fa,,b Fb,‏ 


32-2 ا 


(ي6 رعبوط طبيقبة) = (a,b,c) . (a,b,c)‏ 
إنه لمن السهل التحقق من أن ۸ هى حلقة إبدالية . إنها ليست حلقة تامة لأن : 
)12,0).(0,0,7)=(0,0,0( 
حيث (0,0,0) هو العنصر الصفري في ۸ . لاحظ أنه في ۸ 
(0,0,0) =(2,0,0( -(1,0,0)+(1,0,0)-(2)1,0,0 
بسبب أن عملية الجمع في المركبة الأولى تحصل في ,2 » وبالمثل 


3(0,1,0(= )0,0,0( 


حلفا مواضيع في الجر 


وأخيرا فإن العلاقة 
m(0,0,1)=(0,0,0)‏ 
لا يمكن أن تتحقق لأي من القيم الصحيحة الموجبة للعدد د« . 


لذاء استنادًا لما قدمناه أعلاه فيا بحص تعريف المميز نلاحظ أن الحلقة ۸ المعرفة 
أعلاه ليست صفرية ولا منتهية المميز. والتعريف ليس له أي معنى بالنسبة لهذه 
الحلقة . 


في الحقيقة يمكننا تعميم فكرة المميز لأية حلقة عن طريق تعريفها محليّا نسبة إلى 
عناصر معينة دون أن نجعلها شاملة للحلقة كلها . 


نقول إن ل ۸ فتل من درجة ۸ (015100:-8) حيث 2 عدد صحيح موجب إذا وجد 
عنصر 3*0 في 8 بحيث 23-0 و 500 لكل 8>م>و0 . إذا كانت 2 
حلقة تامة وكان ها فتل من درجة « ولو لعدد واحد موجب فإن 2 يجب أن تكون منتهية 


المميز (أنظر مسألة ۸) . 


مسائل 
+1 هي حلقة في جميع هذه المسائل 
١ه‏ إذا كانت 0,,0,3 عناصر في ۸ فاحسب (0+ع)(8+6) 
؟- برهن على أنه إذا كان 2رط في ۸ فإن ا+4ط+ط+4=*(ط+) حيث 2, 
تعني XX‏ . 
ويم انسل صيغة مبرهنة ذي الحدين في الحلقة العامة أي عبر عن "(8+6) حيث 7 عدد 
مسحي سوج 
٤‏ - إذا كان لكل عنصر × في ۸ تتحقق العلاقة ×= × فبرهن على أن ۸ يجب أن تكون 
إبدالية (يطلق على مثل هذه الحلقة ۸ حلقة بولينية ههء ههءامه8 ) . 


نظرية الحلقات ۱۷ 


© - إا كانت ۸ حلقة فباعتبارها جرد زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع لقد عرفنا في 
الفصل الثاني معنى 22 حيث 2 في ۸ و#عدد صحيح . برهن على أنه إذا كانت 6,3 
في ۸ و ۳,۸ عددين صحيحين فإنه 

(na)(ma)= (nm)(ab) 

٦‏ - إذا كانت 2 حلقة تامة منتهية المميز. برهن على أن مميز 2 يجب أن يكون عددًا 
أوليًا. 

۷- أورد مثالا لحلقة تامة تحوي عددًا غير منته من العناصرء ولكنها منتهية المميز. 

4- إذا كانت 2 حلقة تامة وكانت 22-0 لعنصر 2*0 في 2 ولعدد صحيح 
0ه . برهن على أن 2 منتهية المميز. 

4 - إذا كانت ۸ نظامًا يحقق جميع شروط الحلقة بعنصر الوحدة مع إمكانية عدم تحقق 
الشرط a+ط=ط+ه‏ . فبرهن على أن المسلمة و+2+0-0 يجب أن تتحقق في 
2 وبذلك تكون ۸ حلقة (إرشاد: فك المقدار (1+1) (+3) بطريقتين) . 


-٠‏ بين أن الحلقة الإبدالية < هي حلقة تامة إذا وفقط إذا كانت المساواة 
عه-6ة تعطينا = لجميع العناصر »,3,0 في 2 بحيث 8*0 . 

-١‏ برهن على أن التمهيدية (۲-۲-۳) غير صحيحة إذا أسقطنا فرضية كون الحلقة 
التامة منتهية . 

١‏ - برهن على أن أي حقل هو حلقة تامة. 

١‏ - باستعمال مبدأ توزيع الأماكن برهن على أنه إذا كان العددان الصحيحان 
هرم أوليين 55 وكان ه,ط أي عددين صحيحين فإنه يوجد عدد صحيح 
× ببحيث =× قياس 32 و ط=× قياس 7 (إرشاد: اعتبر بواقي الأعداد 
a+)n-1(m,...,a2m,a +m,‏ عند تقسيمها على 2 ) . 

5 - باستعمال مبدأ توزيع الأماكن. برهن على أن التمثيل العشري لأي عدد نسبي 
يجب. بعد نقطة ماء أن يكون متكررًا . 


14" مواضيع في الجبر 


(-") التشاكلات 
عند دراستنا للزمر وجدنا أن مفهوم التشاكل كان مثمرًا وهذا يجعلنا نعتقد أن 
نظيره المناسب في الحلقات قد يقودنا أيضا إلى أفكار مهمة ولكي تستذكر الفكرة» 
بالنسبة للزمر كنا قد عرفنا التشاكل بأنه تطبيق + بحيث إن : 
)b(ض)a(ض$=)ab(%‏ 
ولأن للحلقة عمليتين فإن الامتداد الطبيعي لمثل هذه الصيغة هو في التعريف 


التالي . 
تغريك 
يسمى التطبيق ه من ا حلقة ۸ إلى ا حلقة ° (homomorphism) XS‏ 
إذا كان 
١‏ (ا)ف+ ره)ن- زط +جم)ة 
%(ab)=$p(a)%(b) -۲‏ 
جميع العناصر ط,ة في .R‏ 


كما هي الحالة في الزمر دعنا نؤكد مرة أخرى أن عمليتي الجمع + والضرب ٠‏ 
الواقعتين على يسار العلاقات في ١‏ و؟ هما عمليتان على ۸ بين| تكون العمليتان + و. 
الواقعتان على اليمين معرفتان على ۴٠‏ . 


من المفيد أن نشير إلى الملاحظة التالية حول التشاكل من الحلقة ۸ إلى 
حلقة أخرى R'‏ » وهي أنه إذا أغفلنا كليا عمليتي الضرب في كلتا الحلقتين» نحصل 
على تشاكل من * إلى '۸ باعتبارهما زمرتين إبداليتين بالنسبة لعملية الجمع المعرفة على 
كل متها . 


ولذلك فإنه فيما يتعلق بعملية الجمع فإن جميع خصائص التشاكل للزمر والتي 
سبق وأن بُرهنت في الفصل الثاني تبقى صحيحة هنا . وعلى سبيل الخصوص نعيد كتابة 
التمهيدية (۲-۷-۲) في حالة الزمرة الجمعية للحلقة ونحصل على 


نظرية الحلقات ۲۹ 


تمهيدية (1-87) 
إذا كانت ف تشاکلا من ۸ إلى '1 فإنه 
-١‏ 0=0)% 


21 (ت)ه--(ه-)مه لجميع العناصر 3 في ۸ 


تحذير: 

إذا كان 1 و ' 1عنصري الوحدة لعمليتي الضرب في ا حلقتين ۸ و '۸ على الترتيب 
فليس من الضروري أن يكون '1-(0)1 . ولكن إذا كانت '۸ حلقة تامة 
أو "۸ أية حلقة و م تطبيقا غامرًا ع«ممة" هاده فإن "1-(0)1 . 

في حالة الزمر إذا كان لدينا تشاكل فإننا نربط مع هذا التشاكل مجموعة جزئية 
معيّنة من الزمرة سميناها نواة التشاكل . تُرى ما هو التعريف المناسب لنواة التشاكل في 
الحلقات؟ فالحلقة لها عمليتان هما الجمع والضرب ومن الطبيعي أن نسأل: أي من 
العمليتين يجب أن نتخذها أساسًا للتعريف؟ 

بيد أن الاختيار واضح حيث إنه عندما عرفنا الحلقة بصورتها العامة وجدنا أنها 
تكوّن زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع ولم نضع قيودًا كثيرة على عملية الضرب» لذا 
فنحن أقل تحك بها من عملية الجمع . ولهذا السبب نؤكد على عملية الجمع في الحلقة 
ونعطي التعريف التالي . 


تعريف 

إذا كان ف تشاكلًا من ۴ إلى "۸ فإن نواة © (660]) والتي نكتبها (1)4 هي 
مجموعة كل العناصر ۾ في ۸ بحيث إن 0-(0)2 حيث 0 هو العنصر الصفري 
للحلقة '8 . 


تمهيدية (۲-۳-۳) 
إذا كان ف تشاكلا من ۸ إل '*1 نواته (1)4 فإن 
١‏ - (1)4زمرة جزئية من ۸ بالنسبة لعملية ا جمع 


۲۰ مواضيع في الخير 
۴ دا کانت ھ في (1)4 و في ۸ فإن العنصرين ۲ة و ۲3 موجودان في ()1 


الرهان 
با أن ۾ هو تشاكل من ۸ إلى '۸ باعتبارهما زمرتين إبداليتين نسبة لعمليتي الجمع 
فيمكننا استنتاج القسم الأول من التمهيدية مباشرة من نتائجنا في نظرية الزمر. 
للبرهنة على القسم الثاني إفرض أن a‏ في (1)4 و في ۸ عندئذ a(=0)ض‏ 
r)=04(r)=0(ڊ)a($=)ar(¢‏ 
حيث إن المتساوية الأخيرة هي إحدى نتائج تمهيدية .)١-۲-۳(‏ وبطريقة مشابهة 
نحصل على 0-(82:)+ . وبذلك نستنتج أنه باستعمال تعريف (1)0 فإن كلا من 
۲ و 52 موجود في (1)0 قبل الاستمرار في الشرح نوضح هذه الأفكار ببعض الأمثلة . 


مثال (۳۔۱-۳) 
تكن ۸ و ۸ أية حلقتين ولتكن 0-(4)3 لجميع العناصر ة في 1 من 
البديبي أن + تشاكل و 1-(1)4. في هذه الحالة نسمي + التشاكل الصفري 


. (Zero-homomorphism) 


مثال (۳۔۳۔۲) 
لتكن ۸ حلقة و ۸= '۸ ونعرف ×=(×)۵ لحمیع العناصر × في ۴ . من الواضح 
أن + تشاكل وأن (1)4 تحتوي على العنصر 0 فقط . 


مثال (۳۔۳۔۳) : 
لتكن (2)۷2 مجموعة جميع الأعداد الحقيقية التي على الصيغة (0/2ه + 


حیٹ 11,73 أعداد صحيحة . 


إن المجموعة ( 2 2)۷ تكون حلقة بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب 
الاعتياديتين في الأعداد الحقيقية (تحقق من ذلك) . 


نظرية الحلقات لقف 


لنعرف ( 2 2)۷ +¬( 2 7 = فض كالتالي : 
2 بام م ( 2 p(m+nV‏ 


التطبيق « هو تشاكل من (2 2)۷ على (2 2)۷ ونواته 
(1)4 تحتوي على الصفر فقط (تحقق من ذلك) . 


مثال )٤-۳-۳(‏ 
لتكن 2 حلقة الأعداد الصحيحة و ,2حلقة الأعداد الصحيحة قياس 
ه . نعرف 2+7 : ۾ بحيث إن (0)3 تساوي باقي قسمة a‏ على 7 . يجب على القارىء 
أن يتحقق من أن ۵ هو تشاكل من 2 على ,2 ونواته (1)4 تتكون من جميع مضاعفات ٩‏ . 


مثال )٥-۳-۳(‏ 
لتكن ۸ مجموعة كل الدوال المتصلة الحقيقية القيم المعرفة على فترة الوحدة 
المغلقة . المجموعة ۸ هي حلقة بالنسبة لعمليتي جمع وضرب الدوال الاعتياديتين حيث 
إن حاصل جمع وضرب دالتين مستمرتين هما دالتان متصلتان. لتكن ۴ حلقة الأعداد 

الحقيقية ونعرف 04:21 بواسطة : 
%(f(x)) E)‏ 


عندئذ يكون + تشاكلا من ۸ على ۴ ونواة + تتكون من جميع الدوال في 1 
المنعدمة عند - × . 


جميع الأمثلة المعطاة هنا كانت باستخدام حلقات إبدالية. هناك العديد من 
الأمثلة الشيقة في حالة الحلقات غير الإبدالية ولكن من السابق لأوانه أن نناقش مثل 
هذه الأمثلة الآن. 
تعريف 

ندعو التشاكل من ۸ إلى '۸ اثلا (دموزنام»ه:ه:ة) إذا كان هذا التشاكل تطبيقا 
أحاديا 


۲۲ مواضيع في احبر 


يقال عن حلقتين أنهما متمائلتان (ءنام»ه«ه::) إذا وجد تماثل من إحداهما على 
(onto)‏ الأخر که 


الملاحظة التي ذكرت في الفصل الثاني حول معنى التهاثل وحول معنى كون 
زمرتين متبائلتين سارية المفعول بالنسبة للحلقات وعلى النمط نفسه وكذلك المعيار 
المعطى تمهيدية (4-0-1) حول كون التشاكل تمائلا يترجم من حالة الزمر إلى الحلقات 
بالصيغة التالية. 


تمهيدية (۳-۳-۳) 
يكون التشاكل ه من 1 إى '۸ اٹلا إذا وفقط إذا كان 0-(1)0 


)٤-۳(‏ المثاليات والحلقات الخارجه 
اعتهاداً على خبرتنا السابقة في الزمر بيّنا فكرة التشاكل ونواته في الحلقات» لذا 
فإنه من المفيد أن نعين نظير فكرة الزمرة الحزئية الناظمية في الحلقات» وعندما ننجز 
ذلك فإنه من المؤمل أن يقودنا هذا النظير لتكوين بنية في الحلقات شبيهة ببنية الزمرة 
ا خارجة لزمرة بواسطة زمرة ناظمية جزئية . أخيراً إذا كنا متفائلين فإنه من المؤمل أن جميع 
مبرهنات التشاكل للزمر تنتقل بأكملها إلى مبرهنات تشاكل للحلقات . 
من حسن الحظ يمكننا إنجاز كل ذلك حاصلين على طرائق دقيقة لدراسة 


الحلقات تحليلياً. 
أول ما ندا به الآن هو تعريف مفهوم «الزمرة الناظمية الجزئية» في حالة 
الحلقات. 


وبالعودة لما درسناه سابقًا فإن هذا الأمر ليس صعبًا. فإذا تذكرنا أن الزمر 
الناظمية الجزئية ما هي إلا نوى تشاكلات بالرغم من أن تعريفها الأولي لم يتضمن ذكر 
التشاكلات . فلاذا لا نتستعمل هذه الملاحظة في تعريفنا بالنسبة للحلقات؟ . 


نظرية الحلقات ۳ 


التمهيدية (7-7-؟) قد أعطتنا بعض الشروط الواجب توفرها في مجموعة جزئية 
من الحلقة لتكون نواة تشاكل . 

الآن وحيث إنه لا توجد معلومات أخرى متوفرة لناء فسنجعل من استنتاج 
تمهيدية (*9-”7-7) نقطة البداية في محاولتنا وبذا نحصل على التعريف التالي: 


تعريف 
يقال للمجموعة ا جزئية غير ا خالية لا من ۸ إنها مثالي اه1 (ثنائي ا جانب) من 
۴ إذا نتحقق كل من الشرطين : 
١‏ - كانت لا زمرة جزئية من ۸ بالنسبة لعملية ا جمع . 
1 - كان كل من نا: وہس فی لآ وذلك لكل عنصر u‏ فی لا وإ فی ۸ . 


الشرط الثاني يؤكد أن نا «تمتص» الضرب من اليمين ومن اليسار بأي عنصر في 
الحلقة , لهذا السبب فإنه من المعتاد أن يطلق على لا مثالي ثنائي الحانب. سوف ترى 
أنه لن تمر علينا مناسبات إلا في بعض التهارين حيث ترد مثاليّات بأوصاف خاصة, لذا 
فإننا سنكتفي فيما سيأتي باستعمال كلمة مثالي فقط للدلالة على المثالي ثنائي الجانب. 


إذا كان ا مثاليا في حلقة 8 . فلتكن ۸/10 مجموعة كل المجموعات المشاركة 
المختلفة لل في ۸ باعتبار لا زمرة جزئية في ۸ بالنسبة لعملية الجمع . لاحظ أننا 
استعملنا كلمة مجموعة مشاركة دون وصفها بأنها يمنى أو يسرى. هذا ممكن لأن ۸ 
زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع . لنعيد ما قد ذكرناه الآن فنقول إن 8/10 تحتوي على 
المجموعات المشاركة لا+ه » حيث ه في 2 . ووفقا لنتائج الفصل الثاني» R۷‏ هي 
تلقائيا زمرة بالنسبة لعملية الجمع. المعرفة كما يلي: 

(a+U) + (b+U) = (a+b)+U 
ولكي نبني حلقة من 8/0 يجب علينا أن نعرف عملية ضرب في 2/10 » وليس أكثر‎ 
سهولة من أن نعرف‎ 
(a+U)(b+U) = ab + U 


لقف مواضيع في الجير 


ولكن يجب أن نتحقق من أن هذا التعريف هو ذو مدلول» وبمعنى آخر أن نبرهن على 


أنه إذا كانت 

a+U = a'+U 
و‎ 

b+U = b'+U 
فإنه وَفْقَ تعريفنا للضرب يجب أن نحصل على‎ 


(a+U)(b+U) = (a'+U)(b'+U) 
وبصورة مكافغة يجب أن نبين أن‎ 
ab+U = a’'b'+U 
ولكي نحقق ذلك لاحظ وگ أنه لما كان 10+ 0=4+ه فإن ,+ ۸= حيث‎ 
,في ا وبصورة مشابهة ,+ 'ط=ط حيث رد في 0ا » ولذا فإن‎ 
ab=(a'+u,)(b'+u,) = a'b'+u b'+a'u, Fu, u, 


وحيث إن [آ هو مثالي في ۸ فإن طن » ورس ة» ,تن في لا . 


ونستنتج من ذلك أن 
u,b’ +a’'u,tu,u,=u,€U‏ 
وبالتالي فإن 
ab=a'b'+u,‏ 
ونستنتج أن 


ab+U=a'b'+u,+U 
وحيث إن ,في ئا لذا فإن‎ 
uyFU=U 
والذي نخرج به من كل ما ذكر أعلاه هو أن‎ 
ab+U=a'b'+U 


ونكون بذلك قد انتهينا من الخطوة الرئيسة للوصول إلى هدفنا وهو تقديم عملية 
ضرب حسنة التعريف. أما الباقي فهوعمل رتيب. كي نين أن ۸/1 هي حلقة يكفينا 


نظرية الحلقات o‏ 


أن نمر على المسلمات (31005) المختلفة التي تعرف الحلقة ونتأكد من أنها تتحقق في 
8/10 . كل هذه التحققات متشايهة لذا فإننا نختار إحدى المسلمات وهي قانون التوزيع 
من اليمين ونبرهن على أنه يتحقق في 8/10 . الباقي متروك للقارىء كتمارين. 


لتكن تاجة-< ,+= ,زا+ع-2 هي ثلاثة عناصر في 8/1 حيث 
.نا في ۴ عندئذ ۰ 
(X+Y) Z = ((a+U) + (b+U)) (c+U) = ((a+b)+U) (c+U) = (a+b)c+U‏ 
ac+bc+U = (ac+U) + (bc+U)‏ = 
(a+U) (c+U) + (b+U) (c+U)‏ = 
XZ + Y2.‏ = 
لقد جعلنا من ۸/۷ حلقة ومن الواضح أنه إذا كانت ۸ إبدالية فكذلك 8/١‏ لأن 
(a+U)(b+U) = ab+U = ba+U = (b+U) (a+U)‏ 
(عكس هذا غير صحیح) . 


إذا كان للحلقة ۸ عنصر وحدة 1 فإن ل ۸/0 عنصر الوحدة +1 . يمكن أن 
نسأل ما علاقة 2/0 بالحلقة © ؟ 


من الخيرة التي لدينا الآن. فإن من السهل الإجابة على هذا السؤال. يوجد 
تشاكل #٠‏ من ۸ على 8/1 معرف ب [1+ة-(3)+ لكل ھ في # ونواته هي 
بالتحديد ا (يجب على القارىء أن يتحقق من أن + بتعريفه أعلاه هو تشاكل 
من ۸ على ۸/1 ونواته ل ) . 

نلخص هذه الملاحظات في الآتي: 


تمهيدية )١-٤-۳(‏ 
إذا كان لا مثاليا في ا حلقة ‏ فإن 8/0 هي حلقة كبا أنها صورة تشاكلية 
للحلقة F‏ . 


قف مواضيع في الجر 


والآن بعد أن أنجزنا بنجاح عملية بناء حلقة خارجة (ومك غدعء؛مسن) لحلقة 
بواسطة مثالي فيها نكون قادرين على تقديم مبرهنات التشاكل في الحلقات المشابهة 
يلاها قي الزمر. وحيث إن براهين هذه المبرهنات في حالة الحلقات مشابهة تمامًا 
للبراهين في الزمر فإننا ندعو القارىء للعودة إلى الفصل الثاني من هذا الكتاب 
لاستذكار تلك الراهين ونكتفي هنا بسرد الممرهنة التالية . 


مبرهنة (1-4-7) 
لتكن ۸,۸ حلقنين وه تشاکلا من ۸ على '۸ نواته لآ . عندئذ تكون 
ا حلقة ۸ ماثلة للحلقة 8/10 وفضلا عن ذلك» يوجد تقابل بين جموعة ا مثاليات 
في ۴٠‏ وجموعة ا مثاليات في ۸ التي تحنوي ا . هذا التقابل يربط كل مثالي ”۷ 
في ' با مثا لي ۷ في ۸ ا معرف وق ما يلي: 
W= {x€ER|¢p(x)€W'’}‏ 
مع هذا التعريف للمثالي ۷ فإن ۸/۷ تمائل ۸/۷ . 


مسائل 
١‏ - إذا كان ا مثاليا في ۸ و 1 في ا . فبرهن على أن 11-1 
۲ - إذا كان #حقللاً. فبرهن على أن ۴ لا يحتوي مثاليات ما عدا (0) و نفسها. 
۳ - برهن على أن أي تشاكل من حقل هو إما تماثل أو أنه يأخذ كل عنصر إلى الصفر . 
٤‏ - لتكن © حلقة إبدالية و a‏ في ۸. 
() بين أن (68+إعة) = aR‏ هو مثالي ثنائي الجانب في 8 . 
(ب) بین بمثال أن هذا يمكن أن يكون خطأ إذا لم تكن إبدالية . 
٥‏ - إذا كان ل و لامثاليين في ۸ وكان (۷ ۷€ ,0 »6ن | U+۷=)u+v‏ 
فبرهن على أن 11+77 هو كذلك مثالي في ۸ 
5 إذا كان 1 و ۷ مثاليين في ۸ وكانت 10۷ مجموعة جميع العناصر التي يمكن كتابتها 
على هيئة حواصل جمع منتهية لعناصر من الصيغة ۷نا حيث ن في لآو !في ۷ . 
فبرهن على أن 0۷ مثالي في ۸ . 


رات ۷ 
۷- في تمرين 5 برهن على أن U۷ C1۸۷‏ 
4 إذا كانت ۸ هي حلقة الأعداد الصحيحة وكان لا هو المثالي الذي يحتوي على جمرع 
مضاعفات العدد 17 . فبرهن على أنه إذا كان ۷ مثالي في ۸ و ۸2۷5 فإنه إما 
7-8 أو =۷ . عمم الفكرة! 
4- إذا كان ا مثاليا في ۸ وكانت u€U)‏ لجميع r(U)= {x€R|xu=0‏ 
فبرهن على أن (10): مثالي في ۸ . 
٠‏ - إذا کان ل مثاليا في ۸ وكانت (۲۲۴ لجمیع [R:U] = {x€R|rx€U‏ 
فبرهن على أن المجموعة [5:17] مثالي في ۸ وأنها تحتوي ا 
-١‏ لتكن ۸ حلقة بعنصر وحدة. باستعمال عناصر الحلقة ۸ نعرف حلقة أخرى ۴ 
وذلك بتعريف 1+ط+4=ط®ھ و a.b=ab+a+b‏ 
حيث 3,5 في ۸ وحيث إن عمليتي الجمع والضرب في الجانب الأيمن من هاتين 
العلاقتين هما عمليتا الحلقة 1 
(۱) برهن على أن 5 حلقة بالنسبة للعمليتين © و . . 
(ب) ما هو العنصر الذي يعمل عمل العنصر الصفري في ۴ ؟ 
(ج) ما هو العنصر الذي يعمل عمل عنصر الوحدة في ۴ ؟ 
(د) برهن على أن ۸ مماثلة للحلقة ؟1 


*- في المثال (-5-1) ناقشنا حلقة المصفوفات من نوع 2<2 على الأعداد النسبية . 
برهن على أن الحلقة لا تحوي مثاليات عدا (0) والحلقة نفسها. 

-*١*‏ في المثال )۸-١-۳(‏ ناقشنا الرباعيات الحقيقية . باستخدام ذلك المثال كنموذج 
تعرف الرباعيات على الأعداد الصحيحة قياس م » حيث م عدد أولي فردئ . 
باستخدام الطريقة ذاتها ولكن الآن باعتبار جمع الرموز التي على الصيغة 

كلاه + 1-1-0 0 +0 

حيث ,.© ٩,‏ ,ر© ور أعداد صحيحة قياس م 
)١(‏ برهن على أن هذه حلقة تحوي “ممن العناصر ولا تحتوي على 
مثاليات سوى (0) والحلقة ذاتها 


۸ مواضيع في الجر 


(ب)** برهن على أن هذه الحلقة ليست حلقة قسمة . 
إذا كانت 8 أية حلقة فيقال لمجموعة جزئية 1 في ۸ مثالي أيسر 
في ۸ إذا تحقق ما يل : 
(1) 1 زمرة جزئية من ۸ بالنسبة لعملية الجمع 
(۲) لكل عنصر : في ۸ و ني 1 يكون حاصل الضرب ها في 1 
(وبصورة مشابهة يمكن تعريف المثالي الأيمن). ولذلك فالمثالي هو في الوقت 
نفسه مثالي أيمن وأيسر. 

45- إذا كان 2 في ۸ وكان (21» | 2«) -83 فبرهن على أن 83 هو مثالي أيسر في 1 

- برهن على أن تقاطع مثاليين أيسرين في ۸ هو مثالي أيسر في ۸ 

7 - ماذا يمكن أن نقول عن تقاطع مثالي أيسر مع مثالي أيمن في ۴ ؟ 

٠١‏ - إذا كانت ۸ حلقة و ةني ۸ وكانت (0=× | )a(= )×€ R‏ فبرهن على أن (3): هي 

مثالي أيمن في ۸ 
- إذا كانت ۸ حلقة و .آمثالي أيسر في 1 وكانت 
(261 لجميع A(L)= {x€ R|xa=O0‏ 
فبرهن|على أن (۸)1 هي مثالي ثنائي الجانب في 1 . 

۹- لتكن ۸ حلقة فيها *-:» لجميع العناصر ‏ في ۸ . برهن على أن 2 
حلقة إبدالية . 

- إذا كانت ۸ حلقة بعنصر الوحدة 1 و تشاكلاً من ۸ على ۸٠‏ . فبرهن) 
على أن (4)1 هو عنصر الوحدة في ۴ . 

-١‏ إذا كانت ۸ حلقة بعنصر الوحدة 1 وه تشاكلا من ۸ إلى حلقة تامة 
۸ بحيث أن 1)0(R‏ . فبرهن؛على أن (4)1 هو عنصر الوحدة في '2 . 


(0-7) مزيدٌ من المثاليات والحلقات الخارجة 
نستمر هنا في دراستنا للمثاليات والحلقات الخارجة . 
دعنا نتبنى » في هذه الموقع على الأقل. وجهة النظر بأن الحقل هو أكثر ما 
نرغب فيه من أنواع الحلقات» وربما يسأل سائل لماذا؟ قد يكون الجواب أنه 


نظرية الحلقات 4 


بمقدورنا أن نجري عملية القسمة في الحقل. ولذا فإن العمليات والنتائج في الحقل 
أكثر قربا من تجربتنا مع الأعداد الحقيقية والمركبة . 


بالإضافة إلى ذلك فك بين في المسألة الثانية في مجموعة المسائل السابقةء أنه 
ليس للحقل صورة تشاكلية عدا الحقل نفسه أو الحلقة التافهة الحاوية على الصفر 
فقط. ولذلك لا يمكننا تبسيط الحقل بواسطة تشاكل عليه. بأخذنا هذه الملاحظات 
بعين الاعتبار فإنه من الطبيعي أن نحاول ربط الحلقة العامة بطريقة ماء مع الحقول. 


ونسأل ماذا يمكن أن يتطلبه هذا الربط؟ إن المتوفر لدينا هى التشاكلاتء 
الثاليات والحلقات الخارجة ومن هذه الأفكار سوف نصيغ هذا الربط . إن أول ما يجب 
عمله هو صياغة ملاحظات الفقرة السابقة بصورة دقيقة . والآن نسأل السؤال المحدد : 
تحت أي شروط تكون الصورة التشاكلية لحلقة حقلا؟ 


سنعطي جوابا كاملا في هذا البند للحلقات الإبدالية ولكي نعالج هذا السؤال 
فمن الضروري أن ننظر إلى عكس نتيجة المسألة الثانية الواردة في قائمة المسائل في نهاية 
البند )٤-۳(‏ . 


تمهيدية )١-5-7(‏ 
لتكن ۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة والتي مثالياتها هي فقط (0) و ۸ 
نفسها » عندئذ تكون ۸ حقلا . 


الرهان 
كي نبرهن على هذه التمهيدية يجب أن نوجد لكل عنصر 0ة في ۴ 
عتا 50 8 بحيث أن اق . 
لذا افرض أن 20 في ۸ . لنعتبر المجموعة 
Ra={xa|x€R}‏ 


۰ مواضيع في الجبر 


إننا ندعي أن 88 هي مثالي في ۸ ولكي نحقق ذلك يجب أن نبين أنها زمرة 
جزئية من ۸ بالنسبة لعملية الجمع وأنه إذا كان u‏ في ۸۵ و في 8 فإن دم هو 
كذلك في ۸۵ (يكفينا أن نتأكد من أن ںآ في ۸۵ لأنه حينئذ يكون rں‏ في 82 لأن 


. (Tu=ur 


والآن إذا كان ۷ u»‏ في 88 فإن ۾,٣=ں‏ » =۷ لعنصرين رت ,في 8 . 

ولذا فإن 
u+v=r a+r,a=(r, +r,)a€ Ra‏ 
وبصورة مشابهة 
3 1-) دع ~u=—r‏ 
وبالتالى فإن 18 زمرة جزئية جمعية في الحلقة *1 . علاوة على ذلك إذا كان ۲ في 1»فإن 
ru=r(r,a)=(rr,)a€ Ra‏ 
إذن ۸۵ تحقق جميع شروط المثالي في ۸ (لاحظ أن قانوني التوزيع والتجميع لعملية 
الضرب قد أَسْتَعُملا لبرهنة هذه الحقيقة) . 
ومن الفرض جد أن (0)-83 أو R=‏ . ولا كان 
0#%a=1a€ Ra‏ 

فإن (4)0 3 وبذا تتبقى لدينا الإمكانية الوحيدة الأخرىء ألا وهي 23-1 . 


إن المعادلة الأخيرة تنص على أن أي عنصر في 8 هو حاصل ضرب 
العنصر 2 بعنصر من 8 . وبصورة خاصة 1618 وبذلك يمكن أن نكتبه على شكل 
مضاعف للعنصر ه . أي يوجد عنصر ا في ۸ بحيث أن 09-1 ويهذا يتم برهان 
التمهيدية. 
تعريف 

یع ا مثا مي 11 في حلقة ۸ حيث 1+۸ مثالا أعظميا idea)‏ لودتعدود) للحلقة 
* في حالة أنه لكل مثالی ل فی ۸ حيث ۸C € CR‏ إما أن يكون =۸ أو نا-اة . 


نظرية الحلقات ۳۱ 


وبعبارة أخرى يكون مثالي في ۸ مثاليًا أعظميًا إذا تعذر إيجاد مثالي بينه وبين 
الحلقة بأكملها. إذا أعطينا حلقة ۸ فليس هناك ما يضمن وجود أي مثالي أعظمي 
فيها!. ولكن إذا كان للحلقة عنصر وحدة فمن الممكن البرهنة على وجود مثل هذا 
المثالي وذلك باستعمال إحدى المسلمات (s«٥ا×ه)‏ الأساسية في الرياضيات» ألا وهي 
مسلمة الاختيار. كذلك يمكن أن تحوي الحلقة أكثر من مثالي أعظمى فيهاء وسنبين 
ذلك أدناه في حلقة الأعداد الصحيحة . ۰ 

إلى هذا الحد نكون قد تعرفنا على القليل من الحلقات . . وبدراستنا لفكرة ما في 
العديد من الحالات الخاصة يمكننا أن نعي تماما هذه الفكرة ودوافعها . وعلى ذلك فقبل 
أن نمضى في دراستنا نختبر بعض الثاليات العظمى في حلقتين معينتين. وعندما نأتي 
اک انوت عو لفاك كثيرات الحدود سوف نعرض جميع المثاليات العظمى فيها. 


مثال (۳-٥۔۱)‏ 

لتكن ۸ حلقة الأعداد الصحيحة. ولتكن ا مثاليا في ۸ . ولا كانت ل زمرة 
جزئية من 18 بالنسبة لعملية الجمع فمن نتائجنا في نظرية الزمر نعرف أن لا تحوي جميع 
المضاعفات لعدد صحيح محدد ر" ونكتب هذا بالشكل (20)-11 . ونسأل الآن أي 
القيم لعدد ر تجعل لآ مثاليًا أعظميًا؟ 


أولا: نزعم بأنه إذا كان معددًا أوليًا فإن (م)-ه مثالي أعظمي في ۸ . فإذا كان ا مثاليًا 
في 1۴,۸ فإن (,ه)-ن] لعدد صحيح ,0 . ولا کان ۴٤م‏ ,ا۴ فإن وهم دم لعدد 
صحيح" وحيث إنم عدد أولي نستنتج أن n,=1‏ أو n, =p‏ | . إذا كانم = ىه فإن 
2 00(2)- نا وهذا مع نا-2 يعطينا ۴-1. أما في حالة کون 1= ۸ فإن ٤‏ 1 
وبالتالي r=lir eU‏ لجميع العناصر reR‏ ما يؤدي إلى أن 1-۸ . وبذلك لا يوجد 
أي مثالي بين 5 و ۸ سوى 8 وم نفسيهما ومنه نستنتج أن ۴ مثالي أعظمي . 


ومن جهة أخرى لنفرض أن (,«) = مثالي أعظمي في 8 . 
إننا ندعي أن ,يجب أن يكون عددا أوليّاء فلو كان مه-ره حيث 4,ط عددان 
صحيحان موجبان فإن 1=)4(2Mا‏ وبذلك يكون 0-8 أو 11-14 . إذا كان ۸= ا 


۳۲ مواضيع في الجبر 


فمن السهل الاستنتاج أن 8-1 . وإذا كان 10-14 فإن 2684 وبذلك تكون ,2:8 لعدد 
صحيح : ذلك لأن جميع عناصر 14 هي مضاعفات العدد ر . ولكن حينئذ يكون 

هده ومن هذا نجد أن 1= غا يؤدي إلى أن 1-ط ,=" . وهكذا يكون ر" 
عددًا أوليًا. 


في هذا ا شال بالذات تبدو فكرة المثالي الأعظمي ملموسة ‏ فهي تقابل بالضبط فكرة 
الأعداد الأولية - بيد أنه يجب علينا ألا نتعجل الأمر في أي تعميم» لأن هذا النوع من 
التقابل عادة ليس صحيحًا في الحلقات بصفة عامة . 


مثال (-ه-7) 
لتكن ۸ حلقة جميع الدوال المتصلة حقيقية القيم المعرفة على فترة الوحدة 
المغلقة . (انظر مثال -0) . ولتكن 
(0- )8 )1 لد 
من المؤكد أن 24 مثالي في ۸ . وأكثر من ذلك هو مثالي أعظمي في الحلقة 8 » 
ذلك أنه إذا كان ا مالي لا محتويًا 14 ,0۶ » فتوجد دالة 0ء في g(x)EM,U‏ . 
ولأن 414 g(x)‏ نستلتج أن مجه E‏ 8 


الآن لنعرف »-(×)ع=(×)1 
عندئذ 0= n (= SF‏ وبذلك تكون ١ا۳ 1)×(٤)M‏ . 

ولكن (×)ع عنصر في ا مما يؤدي إلى أن » التي تساوي (×)۸-(×)ع تقع 
ف لآ ومن هذا نجد أن (]161-مه-1 . وهكذا فإنه لأية دالة 12068 تكون 
61 ()11-()؛ وبذلك نحصل على 11-2 . إذن 31 مثالي أعظمي في 8 . وبنفس 
الطريقة يمكننا أن نبرهن على أنه لأي عدد حقيقي ۲ حيث 0>7>1 فإن 
(0-(11 12( ,34 مثالي أعظمي في ۸ . يمكن البرهنة (انظر مسألة ٤‏ في نهاية 
هذا البند) بأن كل مثالي أعظمي في ۸ هو على الشاكلة أعلاه. وهكذا فإن المثاليات 
الأعظمية تقابل النقاط على فترة الوحدة . 


نظرية الحلقات r‏ 
وبعد أن رأينا بعض المثاليات الأعظمية في حلقات معينة نستمر في عرض المادة. 


مرهنة (۱-6-۳( 
إذا كانت 1 حلقة إبدالية بعنصر وحدة و0 مالا في ۴ » فإن 24 مالي 
أعظمي في ۸ إذا وفقط إذا كانت 1/14 حقلا . 


الرهان 

لنفرض أولاً أن ۷ مثالي في ۸ بحيث تكون 8/34 حقادّء لما كان 8/8 حقلا فإن 
مثالييه الوحيدين هما (0) و 1/10 نفسه . ولكن حسب مبرهنة )۱-٤-۳(‏ يوجد تقابل بين 
مجموعة المثاليات في ۸/۷ ومجموعة المثاليات في ۸ التي تحتوي 064 . المثالي 84 في ۸ يقابل 
المثالي (0) في ۸/۸۷ بينما يقابل المثابي +5 في المثالي ۸/۷ في 12/10 . وهكذا لا يوجد مثالي 
بين ۷ و ۸ غير المثاليين نفسيهم) وبذا يكون ١6‏ مثالياً أعظميًا . 


ومن ناحية أخرى. إذا كان 36 مثاليًا أعظميًا في ۸ فإنه بالرجوع إلى التقابل آنف 
الذكر نجد أن 8/84 لا تحوي مثاليا عدا 2/14 و (0) . وبالإضافة إلى ذلك 5/10 
إبدالية وتحوي عنصر وحدة ذلك لأن ۸ تتمتع بهاتين الخاصتين. وهكذا نكون قد 
استوفينا جميع شروط تمهيدية (1-6-5) في الحلقة 8/00 , لذا يمكننا أن نستنتج من تلك 
التمهيدية أن 8/84 حقل . 

في مناسبات عديدة في هذا الكتاب سوف نستعين هذه النتيجة عند دراستنا 
حلقات كثيرات الحدود وفي نظرية امتداد الحقول. 


مسائل 
-١‏ لتكن ۸ حلقة بعنصر وحدة. ليس من الضروري أن تكون ۸ إبدالية » بحيث إن 
المثالين الأيمنين الوحيدين فيها هما (0) و ۸ . برهن على أن ۸ حلقة قسمة . 
¥ لتكن ۸ حلقة بحيث أن مثالييها الأيمنين الوحيدين هما (0) و ۸ . برهن على أنه 
إما أن تكون ۸ حلقة قسمة أو حلقة تحوي عددًا أوليًا من العناصر وفيها 20-0 
لجميع العناصر ةو ضفي ۴ . 


4 مواضيع في ا جير 


*- لتكن 2 حلقة الأعداد الصحيحة و معددًا أوليًا و (م) المشالي الحاوي على 
مضاعفات م . برهن على : 
(أ) أن الحلقة (م)/2 تماثل ,2 حلقة الأعداد الصحيحة قياس م . 
(ب) أن ,#حقل باستعمال المرهنة ١-٠-۳‏ والجزء (أ) من هذه المسألة . 
4** - لتكن ۸ حلقة جميع الدوال المتصلة حقيقية القيم المعرفة على فترة الوحدة 
المغلقة. إذا كان 14 مثاليا أعظميًا في ۸ . فبرهن على أنه يوجد عدد حقيقي 
,01 بحيث إن 


M=M,={f(x)€ R!f(Y)=0} 
حقل خوارج القسمة للحلقة التامة‎ )٠-۳( 


دعنا نعيد إلى الذاكرة أن الحلقة التامة هى حلقة إبدالية 2 لا تحوي قواسًا 
للصفر أي أنه إذا كان 35-0 لعناصر a,ط‏ في «فإن 0حه أو 0=ط . تعتبر حلقة الأعداد 
الصحيحة مثالا غياسيًا للحلقات التامة . 

إن حلقة الأعداد الصحيحة تتمتع بصفة مهمة ألا وهي إمكانية توسيعها إلى 
مجموعة الأعداد النسبية التي تشكل حقلاً . ونسأل: هل بإمكاننا عمل الشيء ذاته لأية 
حلقة تامة؟ فيم سيأتي أدناه سنبين أن هذا الأمر ممكن حقًا. ۰ 


تعريف 

يقال إنه بالامكان أن ندخل (0ءتمة) حلقة ۸ في حلقة '۸ إذا جد 
تمافل من ۸ إلى ۸۲ . (إذا احتوت ۸ على عنصر الوحدة 1 و '۴ على عنصر 
الوحذة '1 فيجب التأكيد في هذه ا حالة على أن يأخذ التياثئل هذا العنصر 1 
إلى '1). 


سندعو '2 حلقة فوقية (ومتدوبى) أو امتذدادًا («0و«ءا×ء) للحلقة 
8 إذا أمكن إدخال ۸ في '2 . بهذا المفهوم لفكرة الإدخال نبرهن على ما يلي . 


نظرية الحلقات ro‏ 


ميرهنة (1-57-7) 
يمكن إدخال أية حلقة تامة في حقل . 


البرهان 

قبل أن نبدأ بتفاصيل البرهان نعطي أنفسنا بعض ال حرية في التفكير في حل هذه 
المسألة . فلتكن 2 حلقتنا التامة. إن الحقل الذي ننشده عامة عبارة عن جميع خوارج 
القسمة م/ه حيث 4,ط في 2 و #0 . 

في الحلقة 2 قد لا يكون هناك معنى لخارج القسمة 1/0 . إذن ماهي متطلباتنا 
في هذه الرموز 0/ ؟ واضح أنه يجب أن نجيب على الأسئلة الثلاثة التالية : 
١-متى‏ يكون ‏ ل -ط/ج؟ 
ماهو (a/b) + (c/d4)‏ ؟ 
٣-ماھو‏ (4/) (طلة) ؟ 


ف جوابنا على السؤال الأول نقول إنه من الطبيعي أن نجعل 4ن-دلة 
إذا وفقط إذا كان ء0-0ة . 


أما بالنسبة للسؤالين الثاني والثالث فليس أوضح من أن نجعل 


في الحقيقة سنجعل من هذه الاعتبارات دلي لنا فيها سيأتي. لهذا دعنا نترك 
طريقة التحري ولندخل في محال الرياضيات بتقديم التعاريف والاستنتاجات الدقيقة . 
لتكن 11 بجحموعة الأزواج المرتبة (2,6) حيث 8,2 في 2 و 0+0 (فكر 
في (ط,ة) وکأنہا (مله ) . 
نعرف في 1 العلاقة التالية : 
(4,ء)~(ط,ه) إذا وفقط إذا كان ءا=4ه 


إننا ندعى أن هذه العلاقة هي علاقة تكافؤ على 24 . كي نبين صحة ادعائنا 
يجب التأكد من استيفاء هذه العلاقة للشروط الثلاثة في علاقة التكافؤ وهي : 


۳٦‏ مواضيع في الجبر 


١‏ - إذا كان (طرة) في M4‏ فإن (طرة)- (طرة) لأن 2ا=طھ 

؟ ‏ إذا كان (ط,a)‏ و(4ه6) في M‏ وكان (ل,ع)-(ط,3) فإن 0-6 وعليه 
يكون لحم نما يؤدي كك أن (c,d)~(a,b)‏ 

«- إذا كان (طرة),(6,),94,ء) في M‏ وكان (c,d)~(e,9, (a,b)~(c,d)‏ 
فإن 20-66 ,علع-» . بذا يكون علط-ءط وحيث إن لوحءط 
نستنتج أن ء0ط 05ج . وحيث إن 2 إبدالية يكون لدينا 30-9 
ولا كانت 2 حلقة تامة و #0 فإنه ينتج من ذلك أن ءط=؟ه مما يؤدي إلى 
أن ,٠)-~(ط,ه)‏ وتكون العلاقة متعدية . 


الآن دع [ط,ة] يرمز إلى فصل التكافؤ الحاوي على العنصر (8,06) ولنرمز 
بالحرف ۴ لمجموعة فصول التكافؤ [ط,ة] حيث ه,ط في 2 ,620 . هذه المجموعة 
۴ هي مرشحنا للحقل الذي ننشده. كي نجعل من ۴ حقلاً يجب أن نعرّف عليه 
عمليتي جمع وضرب ثم نبين أن هاتين العمليتين تحققان شروط الحقل . 


أولاً : نبدأ بعملية الجمع مسترشدين بها تحريناه في بداية البرهان فنعرف 
[c,d] = [ad+bc, bd]‏ + [ط,ة] 
لا كانت 2 حلقة تامة و0 ,0ل فإن 4#0ط مما يجعل العنصر 
[09 ,ءا +4ه] في ۴ . الآن نزعم أن عملية الجمع هذه حسنة التعريف» بمعنى أنه إذا 
كانت [/8/',5]>-[طرة],[/ل,'ء] - [ل,ء] فإن [a,b]+[{c,d]=[a’',b']+[c',d'[‏ . 
ولكي نرى ذلك لاحظ أن ['ط,ة]=[ط,ة] تعطينا '8و6عثطمة 
وأن ['4,'»]-[0,»] تعطينا '46-“3ه . الواجب علينا استعمال هذه العلاقات لتبيان أن 
[a,b]+[e,d] = [a',b']+[c’,d']‏ . 


وبالرجوع إلى تعريف عملية الجمع؛ نجد أننا يجب أن نبرهن على أن 
[ad+be,bd]= [a'd'+b'c',b'd']‏ . 


نظرية الحلقات ۳۷ 


أو بصورة مكافشة أن ('ء'ا+'4)a'4ط=''0(ء+4ه)‏ . واستناداً إلى أن 
ab =‏ و =e‏ '0ه نحصل على : 

(ad+be)b'd'= adb'd'+beb'd = ab'dd' +bb'cd' 

- ba'dd'+bb'de' = bd (a'd'+b'c') 
والمتساوية الأخيرة هي التي كنا ننشدها.‎ 


من الواضح أن [ط,0] يقوم مقام العنصر الصفري في عملية الجمع و[طرة-] هو 
المعكوس الجمعي للعنصر [,ه] . ومن السهل التحقق من أن ۴ زمرة إبدالية بالنسبة 
لعملية الجمع . 

الآن نتولى عملية الضرب في ۴ . هنا أيضا نستفيد مما ذكرناه آنفا في 
الرهان فنعرف [2,6[]0,0] على أنه [26,59] . كا هي الحال في عملية الجمع 
هنا أيضا 40ط لأن 0 و40 ما يجعل [4ط,ءة] في ۴ . باتباعنا 
خطوات مشاب ة لما عرضناه في عملية الجمع يمكن البرهنة على أنه إذا كان 
,]= [a,b],[','ء]=[4,ء]‏ فإن [a,bJ[c,d]=[a’,b']{[c',d']‏ 


في الحقيقة أنه بالإمكان البرهنة على أن العناصر غير الصفرية في ۴ (أي جميع 
العناصر [طا,ة] حيث 320 ) تكون زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الضرب وعنصر الوحدة 
فيها هو [1,4] ,[ء,4]=" [0,] (إن العنصر [,۵] ينتمي إلى ۴ وذلك لأن 0ع ) . 

إن التحقق من تمتع ۴ بخاصية توزيع الضرب على الجمع أمر رتيب نتركه 
للقارىء . 

كل ما بقي علينا الآن هو تبيان إمكانية إدخال < في ۴ . ولأجل ذلك سنقدم 
تماثلا محددًا من « إلى ع . وقبل أن نعمل هذا لاحظ أولاً أنه للعنصرين: 
0× ,0ر في 2 يكون [ر,رھ]=[×,×ھ] لأن (2)>لالنة) » لنرمز للعنصر 
[ax,x]‏ بالعنصر [a,1[‏ . 
الآن عرف 4:18 على النحو [1;]=() لكل عنصر a‏ في 2 . نترك للقارىء مهمة 
التحقق من أن ف تماثئل من ¬ إلى ۴ وأنه إذا كانت 2 تحتوي على عنصر وحدة 1 
فإن (1)+ هو عنصر الوحدة في ۴ . بذلك نكون قد أتممنا برهان المبرهنة . 


۳۸ مواضيع في الجبر 


يطلق على الحقل ۴٣‏ حقل خوارج القسمة (كاquotien )fied of‏ للحلقة 
التامة © . في حالة كون 1 حلقة الأعداد الصحيحة يكون الحقل ۴ بطبعية الخال حقل 
الأعداد النسبية . 
مسائل 
١‏ - برهن على أنه إذا كان 
[c,d]=[c',d'], ([a,b]=[a’,b']‏ 
فإن [a,b]{e.d]=[a',b’]{e’,d']‏ 
۲ - برهن قانون التوزيع في ۴ . 
۳- برهن على أن التطبيق ۴ددط-ضم المعرف على النحو [3,1]-(4)3 هو تمائل 
من 2 إلى ۴ . 1 
٤‏ - برهن على أنه إذا كان × حقلا ما يحوي 2 فإن × يحوي حقلا جزئيًا ماثلاً 
للحقل ۴ . (مهذا ا معنى نعتب ر ۴ أصغر حقل يحوي 2). 
ه*- لتكن ۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة. تدعى المجموعة الحزئية غير الخالية 
5ن ۴ نظامًا ضربياً إذا 
« - كانت المجموعة غير حاوية على العنصر الصفري . 
ة- كان العتضران ب وروفي 58 فيجب أن يكون روق 8 . 


لتكن M1‏ جموعة الأزواج المرتبة (1,5) حيث : في ۸ و في 5 . 
في M‏ عرف العلاقة *5,')-(,2) إذا وفقط إذا وجد عنصر 
''ة في 5 بحيث إن 


s''(rs'—sr')=0 


. 10 برهن على أن العلاقة أعلاه هي علاقة تكافؤ على‎ )١( 
لنرمز إلى فصل التكافؤ للعنصر (۲,۶) بالرمز [7,5] ولتكن ,۸ مجموعة فصول‎ 
التكافؤ. في ,۴ عرف‎ 


[وكرقى ,15+ [rS‏ = [يقرو]+ [رقنر؟] 


فر امات ۳4 


[وكرقموك,؟] = [يكدي؟][ردى؟] 
(ب) برهن على أن عمليتي الجمع والضرب أعلاه حسنتا التعريف وأن 
,۴ حلقة بالنسبة إلى هاتين العمليتين. 
(ج) هل بالإمكان إدخال 2 في ,8 ؟ 
(د) برهن على أن التطبيق .8+1:ه المعرّف على النحو [رقة]-(0)3 هو 
تشاكل من ۸ إلى ,ثم أوجد نواة ف . 
(ه) برهن على أن هذه النواة لا تحوي عنصرًا من 5 . 
(و) برهن على أن أي عنصر على الصيغة إر.رة] (حيث روفي 5) 
في پ۸ له معكوس ضربي في ,1 . 
5- لتكن 2 حلقة تامة و 2,اعنصرين في « . نفرض أن "5-0و و "مد" 
حيث 73,7 عددان صحيحان موجبان أوليان ا برهن على أن ط=ه . 
۷- لتكن ۴۸ حلقة, قد تكون غير إبدالية. وفيها 7-0« تقتضى أن 0=× أو 
0=ر . إذا كان ه,ط ف 8 وكان a="‏ و "5=" خیٹ 5-5 عددان 
صحيحان موجبان أوليان نسبيّاء فيرهن على أن «ا-ة . 


(۷-۳) الحلقات الإقليدية 


إن ما يقودنا إلى دراسة نوع الحلقات في هذا البند هو وجود العديد من 
الأمثلة الحية عليها مثل حلقة الأعداد الصحيحة, أعداد جاوس الصحيحة 
)Gaussian integers)‏ (بند 7 -8) وحلقات كثيرات الحدود (Polynomial rings)‏ 
(البند «-9). إن تعريف هذا النوع من الحلقات مصمم ليشتمل على الخواص المميزة 
للحلقات الثلاثة المذكورة أعلاه . 
تعر يف 

يُطلق على ا حلقة التامة ‏ إسم حلقة إقليدية (ومذ: ۵۸ ااںع) إذا كان لأي 
عنصر ۶0ھ في ۸ يوجد عدد صحيح غير سالب ()0 بحيث إنه 


4 مواضيع في الجبر 


. لجميع ,نا في ۸ » كلاهما غير صفري يكون (طة)ل>()4‎ - ١ 
۸ لأي عنصرين 3,ط في ۸ » كلاهما غير صفري» يوجد عنصران ۲,۲ في‎ - ۲ 
. بحيث إن ۲+ط)=ھ حيث 0= أو (ط)ل>()0‎ 


لاحظ أننا لم نعرف (4)0 . إن حلقة الأعداد الصحيحة هي مثالنا الأول على 
الحلقات الإقليدية حيث (0)3 تساوي القيمة المطلقة للعدده . في البند القادم سنرى 
أن أعداد جاوس الصحيحة هي مثال آخر على الحلقة الإقليدية . ومن هذه الملاحظة 
ونتائج سئثبتها في هذا البند سوف نبرهن إحدى المبرهنات العريقة في نظرية الأعداد 
المنسوبة إلى فرما  )۴۲۴۳۵۲(‏ ألا وهي أن أي عدد أولي على الصيغة 40+1 يمكن كتابته 
نبدأ موضوعنا با يلي : 


ميرهنة (۱-۷-۳) 
لتكن ۸ حلقة إقليدية و ۸ مثالي في ۸ » عندئذ يوجد عنصر رھ فی ۸ بحيث 


الرهان 

إذا احتوت ۸ على العنصر 0 فقط فضع 0-,3 وتكون المبرهنة صحيحة في هذه 
الحالة. وهكذا يمكننا الفرض أن (۸#)0 وبذلك يوجد عنصر #0 في ۸ . 
اختررة في ۸ بحيث إن (,4)3 هو أصغر ما يمكن . (يمكننا عمل ذلك لأن ف يأخذ قيًا 
صحيحة غير سالبة) . 


نفرض أن ه في فبالرجوع إلى خواص الحلقات الإقليدية يمكننا إيجاد عنصرين 
اوا في 8# بحيث إن #+رها-ة حيث 0-: أو (ية)0)2>0 . لا كان رھ 
في ۸ وه مثالي في ۸ فإن ,ه: في 4 مما يؤدي إلى أن ر)-ة في ۸ 
ولكن ,«:-دحم لذا فإن + في 4 . إذا كان ۶0 فإن ((,3)ك>0)ل 


نظرية الحلقات ا۲4 


نما يعطينا عنصرا : في 4 تكون قيمة الدالة 4 له أصغر من قيمتها للعنصر 
رة وهذا يناقض اختيارنا للعنصر رة في 4 . ونتيجة لذلك يجب أن يكون ۲=0و رة)=ه 
ما يثبت الميرهنة . 


فيا سيأتي سنستعمل الرمز (3) ليرمز إلى المخالي {xa|x€R}‏ الحاوي على جميع 
مضاعفات 8 . 
تعريف 
ideal ring)‏ لهمنءمنوط) إذا كان أي مثالي ۸ في ۴ هو من الصيغة (ت) لعنصر ما 
Rya‏ : 


بالاستناد إلى المبرهنة )١-۷-۳(‏ فإنه يكفينا أن نثبت وجود عنصر وحدة في الحلقة 
الاقليدية كي تكون حلقة رئيسة المثالي . وقبل أن نفعل ذلك نود أن نشير إلى أنه ليست 
كل حلقة رئيسة المثالي هي حلقة إقليدية (أنظر: 
Motzkin, T. “The Euclidean Algorithm.” Bulletin of the American Mathemati-‏ 

cal Society, vol.55 (1949), 1142-1146. 

كل حلقة إقليدية نخوي عنصر وحدة . 
البرهان 

لتكن 8 حلقة إقليدية. إن ۸ بدون شك مثالي في ۸ . لذا فإن (مد)-2 
لعنصر ما رفي ۴ حسب المبرهنة .)١-۷-۳(‏ عندئذ يكون أي عنصر في ۸ 
قافا للعنصر رد. إذن. وبصفة خاصة. ددرن لعنصر ما ء في ۴ . 
إذا كان 2 في 2 فإن برسu×=ه‏ لعنصر ما × في # وبالتالي فإن 
> × = (عرں)× = ع(رناء) -2 . هكذا نكون قد بينا أن © عنصر الوحدة المنشود. 


er‏ مواضيع في الجير 


إذا كان 80 و «اعنصرين في حلقة إبدالية ۴ فيقال إن 2 يقسم ١‏ إذا 
وجد عنصر ء في ۸ بحيث أن 6-26 . سنستعمل الرمز «إه ليعني أن 8 نقسم 6 
والرمز ا | ةليعني أن لا يقسم ١‏ . 


ملاحظة 
١‏ - إذا كان ط|2 وء|ط فإن ء|ه . 
۲ - إذا كان طاهوءى|ة فإن (ء+ط)|ة . 
- إذا كان 5ج فإن ×ط|a‏ لكل × في 8 . 
إن برهان الملاحظة أعلاه بسيط جدًا لذا قررنا حذفه . 


تعريف 
إذا كان 2,ط في ۸ فيقال لعنصر ف في ۸ إنه قاسم مشترك أعظم 
(greatest common divisor)‏ للعنصر ين ,ل إذا 
١‏ - كان ماك و45 . 
٣‏ _ كلما كان هاء واماء فإن 4اء. 
سوف نستعمل الرمز (3,0)-0 ليعني أن 4 قاسم مشترك أعظم للعنصرين 


"0 


تمهيدية )١-۷-۳(‏ 
لتكن ۸ حلقة إقليدية عندئذ لأي عنصرين ,6ط في ۸ يوجد قاسم مشترك 
أعظم ك » وفضلا عن ذلك» + هة-0 حيث ,لا عنصران فی *1 . 


الرهان 
لتكن ۸ جموعة جميع العناصر على الشكل 5+ هم لجميع العناصر :,5 في 
© . إننا ندعي أن 4 مثالي في 8 . ولإثبات ذلك نفرض «,لا في ۸ فيكون 


نظرية الحلقات TE‏ 


,=× و طرة+ةر:-لز وبذا يكون ر5 ,)4۳ر ,۲)=±× في 4۸ . وبصورة 
مشابهة نرى أنه لأي عنصر نا في R‏ يكون ux=u(r,a+s,b) = (ur, Ja+(us,)b‏ ف .A‏ 


لما كان ۸ مثالا في ۴ فبالرجوع إلى المبرهنة )١-۷-۳(‏ يوجد عنصر ل في 
۸ بحيث كل عنصر في ۸ هو مضاع ف للعتصر ف . ولكون د في ه فإن 
ا +۸4= لعنصرين < و في ۸ . . والآن نستعين بنتيجة المبرهنة )١-۷-۳(‏ والتى تنص 
على أن ۴ تحتوي على عنصر وحدة مما يؤدي إلى أن 12+06- في A‏ و15+ه0-طفي A‏ 
. ينتج عن ذلك أن 3,ط مضاعفان للعنصر 4 أي أن 413,415 . 


نفرض» أخيراء أن ةاءوه|ء, عتدئذ هذاء و طبراء نما يؤدي إلى أن 
© يقسم +۸4 أي 4إء . وهكذا نرى أن 4 تتمتع بجميع صفات القاسم المشترك 
الأعظم مما يكمل برهان التمهيدية . 


تعريف 
لتكن ۴ حلقة إبدالية بعنصر وحدة. يطلق على عنصر ۾ في ۸ إسم وحدة 
ازانا في ۸ إذا وجد عنصر طق 1 بحيث أن 0-1 . 


لا تخلط بين التسميتين وحدة في ۸ وعنصر وحدة في ۸ : فالوحدة في حلقة هي 
عنصر يكون معكوسها الضربي موجودًا في الحلقة. 


تمهيدية (۲-۷-۳) 
لتک R‏ حلقة تامة بعنصر وحدة وافرض أنه لعنصرين 3 في ا حلقة 
٥‏ و ذاط عندئذ دانا-ة حيث نا وحدة .R E‏ 


الرهان 
لما كان |2 فإن a×=ط‏ لعنصر ما × في ۴ ولا كان 2إط فإن ار=ه لعنصر 
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ما نوفي ۸ . وهكذا يكون ط(ر»)=(طر)×= ولكن ۸ حلقة تامة ما يمكننا من حذف 
العنصر طا لنحصل على 1<« أي أن روحدة في ۸R‏ ,ماحد مما يكمل برهان التمهيدية . 
تمريف 

لتكن ۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة. يقال عن عنصرين 3,ط في ۴ إنہا 
شريكان (وء1ة3550) إذا كان ua‏ =ط لوحدة ما u‏ ف .R‏ 


إن علاقة المشاركة هي علاقة تكافؤ (مسألة ١‏ في نهاية هذا البند) . كذلك لاحظ 
أنه في الحلقة الإقليدية كل قاسمين مشتركين أعظمين لعنصرين معينين هما عنصران 
شريكان (مسألة .)١‏ 

إلى هذا الحد من دراستنا للحلقات الإقليدية لم نستعمل الشرط الأول في تعريف 
تلك الحلقات وهو (0)3(>0)36 عندما ۶0ط . والآن فقد حان الوقت لاستعمال هذا 
الشرط في برهان التمهيدية التالية . 


تمهيدية (۳-۷-۳) 
لتكن ۸ حلقة إقليدية R yb, ay‏ 5 إذا كان #0 وهو ليس وحدة في 
R‏ « فإن d(a)<d(ab)‏ . 


البرهان 

اعتبر المثالي A=(a)={xa|x€R}‏ في R‏ . 

باستعهل الشرط الأو ل للحلقة الإقليدية نحصل على (0)3(>0):8 
حيث 0*< ني 8 . وهكذا تكون قيمة ل للعنصر 2 هي أصغر قيمة ها لجميع 
عناصر ۸ . 


ومن الواضح أن ذه في 4 فلو كان (0)3-(0)20 فبالعودة إلى برهان مبرهنة 
(۱-۷-۳) نستنتج أن كل عنصر في هو مضاعف للعنصر اة ذلك لأن قيمة ل 


نظرية الحلقات 31> 


ار نوسي اسر ما يمكن لعناسر کے ويلالك وغل الخسومن چب أن رة 
العنصر ‏ في ى مضاعفا للعنصر اة أي أن ««اه-ة لعنصر ما في ۸ . ولكننا في حلقة 
تامة فنحصل على 1-<« . وهكذا يكون طا وحدة في ۸ ما يناقض الفرض . وهذا يقودنا 
إلى أن (طd)a(>d)a‏ . 
تعريف 

لتكن ۴ حلقة إقليدية» يطلق على عنصر × إسم عنصر أولي 
)prime element)‏ ف ۸ إذا كان : ليس وحدة فی ۴۸ وعندما يكون 0ه- حيث 
2 ف ۴ » فإنه إما أن يكون د أو ط وحدة في ۸ . 

لذا يمكن القول بأن العنصر الأولي في ۸ هو العنصر الذي لا يمكن تحليله 


بصورة غير تافهة في 1 . 


تمهيدية )٤-۷-۳(‏ 
لتكن ۸ حلقة إقليدية » عندئذ أي عنصر في ۸ هو إما وحدة في أو يمكن كتابته 
على هيئة حاصل لضرب لعدد منته من العناصر الأولية في ۸ 5 


البرهان 

سيكون البرهان بالاستقراء الرياضي على (0)3 
إذا كان (0)1-(0)3 فإن ۾ وحدة في ۸ (مسألة ۴) وبذلك تكون التمهيدية صحيحة في 
هذه الخالة . 


الآن نفرض أن (0)2(<0)1 وأن التمهيدية صحيحة لجميع العناصر × 
في ۸ بحيث (408(>4)3 . نود أن نبرهن على أن هذا الفرض يجعل ه محققًا لزعم 

إذا كان ۾ عنصرًا أوليًا عندئذ يتحقق استنتاج التمهيدية في هذه الحالة. لذا 
فلنفترض أن ٥ط‏ =ه حيث ره ليسا وحدتين في ۸ . بالرجوع إلى تمهيدية (۳-۷-۳) 


3 مواضيع في الجر 


. . d(e)<d(bce)=d(a}) و‎ d(b)<d(bce)=d(a) 


وباستعال قرضية الاستقراء يمكن كتانة العتصرين :ارو عل تفتكل عاص 
ضرب عدد منته من العناصر الأولية في R‏ أي أن b=... T,‏ 
و ...7 =eحیث‏ ,7 ”>1 و "د 1>[>0 عناصر أولية في 8 . وكنتيجة ما 
سبق نحصل على ٣‏ ۰۰۰ر ٣ر‏ 1,7۲ ...ر =0 0= وہ ذا يكون 3 قد کتب على هيئة 


حاصل ضرب عناصر أولية في ۸ مما يكمل البرهان . 


تعر يف 

في ا حلقة إلاقليدية ۸ يقال عن عنصرين ,نف ۸ إنبيا أوليان نسبيا 
prime)‏ نراء:1)داء2) إذا كان قاسمها ا مشترك الأعظم وحدة ف .R‏ 

وحيث إن كل شريك لقاسم مشترك أعظم هو أيضا قاسم مشترك أعظم 
ولأن 1 شريك لأية وحدة فعندما يكون 6.48 عنصرين أوليين نسبيا يمكننا الفرض 
أن 1د رطية). 


تمهيدية (2-/ا-ه) 
لتكن ۸ حلقة إقليدية ولنفرض أنه للعناصر a‏ . طا › ءي ۸ , تمان 
وا ع(ط,ة) عندئذ ناه . 


الرها 

كا رأينا في تمهيدية )١-۷-۳(‏ فإن القاسم المشترك للعنصرين 0,3 يمكن كتابته 
على الصيغة طبر+3ة . وهكذا وبالفرض نحصل على 1-ط +28 . وبضرب هذه 
العلاقة بالعنصر ه نحصل على عحوطبر+عهة . والآن عقذاة و طس a|‏ لأن عطزة 
بالفرض . إذن ع -(ءطير+ء3) |2 وهذا الذي نريد إثباته في التمهيدية . 


بودنا أن نبين أن العناصر الأولية في الحلقة الإقليدية تلعب نفس دور الأعداد 
الأولية في حلقة الأعداد الصحيحة . إذا كان : عنص أوليا في 0,12 أى عنصر في ۸ فإنه 


نظرية الحلقات 4V‏ 


إما ة|< أو 1-(2,2) . لأنهء وعلى الخصوص. (72,2) يقسم * لذا يجب أن يكون إما × 
أو 1 (أو أي وحدة). إذا كان 1= (3,”) فيكون جزء من ادعائنا صحيحًا.وإذا كان 
:-(2,4) » وحيث إن 8 )) نستنتج أن 4| × ويكون الحزء الآخر من ادعائنا صحيحًا 
أيضا . 


تمهيدية (5-0-7) 
إذا كان × عنصرًا أوليًا في حلقة إقليدية ۸ وط |> حيث 4.ط في ۸ فإن 
: يقسم أحد العنصرين ‏ أو طا على الأقل . 


الرهان 

لنفرض أن × لا يقسم ه عندئذ 7.4(=1) باستخدام تمهيدية (۷-۳-ه) 
نجد أن ط|7. 

إذا كان × عنصرًا أوليًا في حلقة إقليدية ۸ و ×٠٠...‏ فإن × يقسم على الأقل 
الخ العناضر ,ر42 . 


الآن نستمر في مقارنتنا بين العناصر الأولية والأعداد الأولية فنبرهن على ما يلي . 


مبرهنة (-/0ا-7) (ميرهنة التحليل الوحيد unique factorization theorem‏ ( 
لتكن ۸ حلقة إقليدية و 8*0 عنصرًا ليس وحدة في ۸ 9 ولنفرض أن 


a= Ty... = TT}...‏ حيث7 و إ#عناصر أولية فی ۴ . عندئد دم 
وكل ,7» ”>1 شريك لأحد العناصر إ7» ”>>1 والعكس بالعكس كل 
شريك لأحد العناصر ,7 , 

الرهان 


بالنظر إلى العلاقة 7...7 7,=7... ,7= وإلى أن ٣...ر 7|٣,‏ 
تنجد أن r (I2n‏ . بالاستعانة e‏ (5-/5-1) يجب أن يقتم 5 


4۸ مواضيع في الجر 


أحد العناصر 7 ولكن , و '#عنصران أوليان في  R‏ إذن رست + حيث ل 
وحدة ف .R‏ 


RE Rl o .7/ وهكذا يكون‎ 


- Ti" 


TT U Tj...) i-1 Ti+ الق تسل ل د‎ E a وباختزال‎ 


بإعادة ما سبق بالنسبة للعنصر ر>فإنه بعد ١‏ من الخطوات يؤول الطرف الأيسر 
إلى العنصر 1 أما الطرف الأيمن فيصبح حاصل ضرب لعدد معين من ' (وهو 
زيادة م على م ). هذا سيحتم کون 0>ه لأن العناصر ' ليست وحدات . 


وبالطريقة نفسها نجد أن «>« مما يجعل -« . فيا سبق بيّنا أيضا أن كل 
عنصر :له شريك 1 والعكس بالعكس . 


بضم تمهيدية )٤-۷-۳(‏ ومبرهنة (۲-۷-۳) نحصل على ما يلي 
إن أي عنصر غير صفري في حلقة إقليدية ۸ إما أن يكون وحدة أو يمكن كتابته 
بصورة وحيدة (إلى حد علاقة ا مشاركة) كحاصل ضرب عناص رأولية في ۸ . 


نغبي هذا البند بتعيين جميع المثاليات الأعظمية في الحلقة الإقليدية . ففي مبرهنة 
)١-۷-۳(‏ برهنا على أن أي مثالي له في حلقة إقليدية ۴ هو على الصيغة 
(مة)ح-ة حيث (61*|رة*) >(رة) . ونسأل الآن: ما هي الشروط الواجب توافرها 
في هة لتضمن أن ۸ مثالي أعظمي في ۸ ؟ نجيب على هذا السؤال فيها يلي 


تهيدية (۷-۷-۳) 
يكون المثالي (رة)-ه مثاليًا أعظمياً في ا حلقة الاقليدية ۸ إذا وفقط إذا كان 


رة عنصرًا أوليًا في ۸ . 


نظرية الحلقات 4۹ 


الرهان 

أولاً برهن على أنه إذا كان مه عنصرا ليس أوليًا فإن (,ه)-ه لا يكون مثاليًا 
أعظميًا في 8 . ومن أجل ذلك نفرض أن ٤ط=رة‏ حيث (,ء في ۸ وليس أي منها 
وحدة في ۸ . ليكن (ط)=8 فمن الواضح أن 2,68 ما يؤدي إلى أن 48 . نحن 
ندعي أن ۸+8 وأن 81 . 


إذا كان 8-8 فإن 168 مما يؤدي إلى أن 1-6 لعنصر ما × في 8 وهذا يجعل 
م وحدة في ۸ مما يخالف الفرض . ومن ناحية أخرى إذا كان ۸=8 فإن 8=۸٤ط‏ » 
حينئذ رة×=ط لعنصر ما × في ۸ . ولكن عحرة نما يجعل ,دهع*-رة وهذا يؤدي إلى أن 
1-»* أي أن » وحدة في ۸ نما يناقض الفرض . إذن 8 لا تساوي أيّا من ه أو ۸ 
ولأن ۸٥8‏ نستنتج أن ۸ لا يمكن أن تكون مثاليًا أعظميًا في ۸ . 


وبالعكس» نفرض أن يةعنصرًا أولياً في ۸ ولا مالي في ۸ بحيث 
118 02ة)-ه . بالاستعانة بمبرهنة (۱-۷-۳)ء (رنا)-7آ ولكن 
(رu)‏ = C1‏ 4٤ھ‏ ما يجعل ,نا درة لعنصر ما × في 8 یڈ أ مة عنصر أولي في +1 ما 
يؤدي إلى أنه إما × أو رس وحدة في ۸ . إذا كان ر وحدة في ۸ فإن 11-1 (انظر 
مسألة ه). ومن ناحية أخرى إذا كان × وحدة في ۸ فإن !- في 2 والعلاقة را×=رة 
تصبح ×=رن تما يجعل ,نا في ه لأن ۸ه مثالي في ۸R‏ . هذا يقتضي أن UCA‏ 
ومع ا٤۸‏ نستنتج أن 4-تآ . إذن لا يوجد مثالي فعلي في ۸ ما بين ۸,۸ . وهذا 
يعني أن ه مثالي أعظمي في ۸ . 


مسائل 
١‏ - في حلقة إبدالية بعنصر وحدة برهن على أن العلاقة ه شريك ط هي علاقة تكافؤ. 
۲ - في الحلقة الإقليدية برهن على أن أي قاسمين مشتركين أعظمين لعنصرين 
3 شريكان . 
“* - برهن على أن الشرط الضروري والكافي لكون عنصر ه وحدة في حلقة إقادية 
هو أن يكون (0)1-(0)3 . 


10۰ مواضيع في الجبر 


: برهن على أنه في الحلقة الإقليدية يمكن إيجاد (ط.ة) بالطريقة التالية‎ - ٤ 
d)r,(>d)a( حيث‎ » b=q,atr, 
d)r,(>d)ا( تروحة » حيث‎ ٣ر‎ 


d(r,)<d(rر) حيث‎ > 0 FT; 


a 
r,=(a,ط( و‎ 
. 0= برهن على أنه إذا احتوى مثالي لا في حلقة ۴ على وحدة من ۸ فإن‎  ه‎ 
. برهن على أن الوحدات في الحلقة الإبدالية بعنصر وحدة تكون زمرة إبدالية‎ - 5 
إذا كان 6.3 عنصرين في حلقة إقليدية ۸ فنعرف مضاعفهم المشترك الأصغر‎ -۷ 
على أنه عنصر ح ف 5 بحيث ءإ|ةوءع|ط . وإذا‎ (least common multiple) 
کان × في ۸ بحيث ×| و + |ط. فإن ×|ء , برهن على أن أي عنصرين في حلقة‎ 
. ۸ إقليدية ۸ فما مضاعف مشترك أصغر في‎ 
في المسألة (۷) إذا رمزنا للمضاعف المشترك الأصغر للعنصرين « و« بالرمز‎ -۸ 
. [ط.ة] فرهن على أن (طبه)/طة [طية]‎ 


(۳- ۸) حلقة إقليدية خاصة 


ما لا شك فيه أن التجريد في الرياضيات يكتسب قيمة وأهمية عند تخصيصه 
مثال محدد فيكشف لنا ملامح جديدة من ذلكم المثال. ومن أجل ذلك سنخصص فكرة 
الحلقة الإقليدية على حلقة معينة ألا وهى حلقة أعداد جاوس الصحيحة. وبتطبيق 
النتائج العامة التي حصلنا عليها عند راا للحلقات الإقليدية على أعداد جاوس 
الصحيحة نحصل على مبرهنة مهمة في الأعداد الأولية منسوبة للعالم فرما )۴٠۲۳۵۲(‏ . 


لتكن [2]1 مجموعة كل الأعداد المركبة التي على الصيغة 1+ حيث 
.ا أعداد صحيحة . تكون المجموعة [2]1 حلقة تامة بالنسبة إلى عمليتي جمع وضرب 


نظرية الحلقات ۲0۱ 


الأعداد .المركبة المعتادتين ويطلق على هذه الحلقة إسم حلقة أعداد جاوس 
الصحيحة (ring of Gaussian integers)‏ . 


إن هدفنا الأول هو بيان أن [2]1 حلقة إقليدية . ومن أجل ذلك يجب علينا أولاً 
أن نعرّف دالة ()0 على جميع العناصر غير الصفرية في [2]1 والتي تحقق ما يلي : 
اد إن («)0 عدد صحيح غير سالب لكل 0× في [2]1 . 
(>y) - ۲‏ لكل #0رفي [2]1 . 
۴۳ لكل عنصرين ن,” في [2]1 يوجد عنصران ۲,۲ في [2]1 بحيث ۲+ل۷=۲ 
حيث 0= أو d)(>d)u(‏ . 


سنعرف الدالة ۵ كما يلى : 
إذا کان u x×=a+ bi‏ فإن “6 + d)x(=a”‏ . 
إن تعريف (*)0 هذا يحقق من دون شك الخاصة أو الحقيقة أنه إذا كان 0 
فإن 1<(»)ل . كا هو معروف إنه لأي عددين مركبين × (ليسا بالضرورة 
في [2]1 ) يكون (ر)(×)۵=(ر×)ل . وإذا كان هذان العددان في [2]1 وكان 
0ر فإن 002021 ما يجعل (0)«92-(0)(1>0)8(0)9-()0 وهذا يبين أن الشرط الثاني 


5 38 5 

بتركيز جهدنا الآن لإثبات صحة الشرط الثالث في [2]1 للدالة ك وسيتم هذا في 
برهان المرهنة التالية : 

ا حلقة [:][2 حلقة إقليدية . 
البرهان 


كا أشرنافي شرحنا أعلاه يكفينا لإثبات مبرهنة )١-۸-۳(‏ إثبات أنه 
لكل عنصرين ×رل ف [2]1 يوجد عنصران ۲,٢‏ في [2]1 بيحيث ۲+×ا=ر حيث 
r=0‏ أو d(r)<d(x)‏ . 


0 


o‏ مواضيع في الجير 


ندا بإثبات زنك في حالة خاصة وهي عندما يكون ١‏ أي عنصر في [2]1 
ولكق ٭ ارق غد مدا موجبًا ه . لنفرض أن += » باستعمال خوارزم 
القسمة لحلقة الأعداد الصحيحة يمكنا إيجاد عددين صحيحين موجبين دار“ 
بحيث إلا+2نا-3 ,6-70+397 حيث إنا,7 عددان صحيحان يحققان 
ل>|رن| > || . ليكن1 + ناك ,۷+ دادع عندئل 

y=a+bi=un+u, F(vn+v أل‎ =(utvinFu, Fv ,i=tn+r. 
وحيث إن‎ 
d(r=d(u, +v,i)=uî +v? > ف‎ + <n”=d(n) 
1-0 فإننا بهذا نكون قد برهنا في هذه الحالة الخاصة على أن ۲+"ا=ر حيث‎ 
. d(r)<d(n) أو‎ 


الآن نعالج الحالة العامة: ليكن 0*: ,لا أي عنصرين [2]1 » عندئذ 
يكون ×× مساويا لعدد صحيح موجب ١‏ حيث × هو المرافق للعدد المركب × . 
باستخدام ما أثيتناه في الفقرة أعلاه بالنسبة للعنصرين ×۷ ٠,‏ نرى أنه يوجد 
عنصران ۲,۲ في [2]1 بحيث ++م-<ز حيث 0-: أو (0)0(>0)8 . عند 
السعور يض عن « بالعنصر ×× نحصل على d)y×-×x×(>d)۸1(=)××(‏ 
4 باستخدام العلاقتين (002-2(000-(2-:ر)0 و (00(03-(0)8 نحصل 
على )y-۲×(4)۸(>)×(4)×(‏ . ولكن 0× لذا تكون (0)5 عددًا موجبًا يمكن تقسيم 
طرفي المتباينة عليه ففحصل على (0)2-0(>9008 . الآن نكتب رإ+×ا=ر 
حيث ×ا-ر= ۲ فتكون 0ح,: أو (0)9-0(>00-(:)4 . هكذا نكون قد أكملنا برهان 
هذه المبرهنة . 


بعد أن برهنا على أن [2]1 حلقة إقليدية أصبح بإمكاننا أن نستعين بجميع 
التتائج التي حصلنا عليها عند دراستنا للحلقات الإقليدية فنوضفها في دراسة 
الحلقة [:] . 


نظرية الحلقات Yor‏ 


تمهيدية (۱-۸-۳) 

لیکن م عدداً يها زلا ولنفرض أنه لعدد صحيح ماء أولي بالنسبة 
للعدد مريمكننا إيجاد عددين صحيحين ×,لر بحيث و حةبر+2:: » عندئذ يمكن 
كتابة مر على هيئة حاصل جمع مربعي عددين صحيحين أي أنه يوجد عددان 
صحيحان ,ظط بحيث إن 7+ a=م‏ . 


البرهان 

ما لا شك فيه أن حلقة الأعداد الصحيحة حلقة جزئية من [2]1 » لنفرض 
أن العدد الصحيح م عنصر أولي في [2]1 . ولكن (آر-¬×»)(1ر+×)= ”ر + *×=مء 
ما يؤدي إلى أن (او+»)|م أو (ار-»)|م في []2 (قهيدية *-5-0). إذا كان 
(او+»)|م فإن (ا۷+ں)م=او+× مما يؤدي إلى أن puر=×‏ ,مدير لذا فإن 
م تقسم الا-» أيضا. ولكن حينئذ «ء=(ار-»)(او+»)| "م ونستنتج من هذا 
أن »| م عا يناقض الفرض . وكذلك الحال عندما (او-»)|م . 


نستنتج مما سبق أن م ليس عنصراً أولياً في [2]1 وهذا يقودنا إلى أن 
p=(a+bi)(g+di)‏ 
حيث اط+ه ,01+ع عنصران في [2]1 ليس أي منه) وحلة في [2]1 . وهذا يعنى 
أن 021 +2ه ,0#1+”ع (انظر مسألة5). من هعاط هدم 
نحصل على (1ل-ع)(8-1)-م فيكون 
.p”=(a+bi)(g+di)(a—bi)(g—di)=(a”+b*)(g”+d?)‏ 

إذن 2م|(22+62) لذا فإن a+”‏ يساوي 1 و مأو 2مولكن 1+ط+ة لأن iا+هة‏ 
ليس وحدة في [2]1 وكذلك ”م۶ ”ط+ لأنه حينئذ يكون 2+02-1ع وهذا يناقض 
كون 1ل+ع ليس وحدة في [2]1 لذا ليس هناك خرج سوى أن يكون م=”ط+ه مما يكمل 
برهان التمهيدية . 


تنقسم الأعداد الأولية الفردية إلى صنفين» تلك التي تعطي باقي 1 عند 


تقسيمها على 4 أما الصنف الثاني فيضم الأعداد التي تعطي باقي 3 عند تقسيمها 
عل 


ot‏ مواضيع في الجبر 


إن هدفنا هو البرهان على أن أي عدد أولي من الصنف الأول يمكن كتابته 
كمجموع مر بعي عددين صحيحين بينم لا يمكن عمل ذلك لأي عدد أولي من 
الصنف الثاني . 


تمهيدية (۲-۸-۳) 
ليكن «عدداً من الصيغة 4۸+1 » عندئذ يمكن حل التطابق 
م x = -1 mod‏ 
الرهان 
ليكن 72 م)...1.2.3-< . إن عدد العوامل التي كتبنا بدلالتها العدد × زوجي 
لان «1-4-م وينتج عن ذلك أن 
I)‏ 
ولكن م 700 -k‏ = k-م‏ لذا یکون 
الكتم ا ودر ا يج 2 
و ال )2-2 
اکم التق کے 
FY‏ 2 2 
mod p‏ 1- = !(1حم) = 
لق استعملنا هنا مبرهنة ولسن (Wilson's Theorem)‏ التي تقول إن 
1->1(1حم) قياس م (انظر مسألة ١‏ صفحة .)١97‏ 
لتوضيح النتيجة التي حصلنا عليها نأخذ 13-م فيكون 


.5=-1 mod و13‎ x=1.2.3.4.5.6 = 720 = 5 mod 13 


مبرهنة (۲-۸-۳) (فرما (Fermat,‏ 
إذا قات عتا اول عل الع كل اهمه فن 87ت وس حبق مره 
عددان صحيحان . 


نظرية الحلقات هه 


الرهان 

بالاستعانة بتمهيدية (۲-۸-۳) يوجد علد × بحيث م000 1= × هذا 
العدد × يمكن اختياره بحيث إن 1-م>»×>0 لأننا لا اع إلا لباقي »عند 
تقسيمه على م . يمكننا أيضا تصغير قيمة × أكثر لتكون 2 > |×| . ذلك لأنه إذا 
كان <× فإن × دمدبريحقق ممم 1= ر و5 | . 


وبالتالي يمكننا الفرض أن لذا عدا صحيحا × بحيث >| ×| و x»+1‏ 
ماع تلعدة و ق ep‏ . الآن ”م>1>p/4+1+ i x‏ يكون مى 
ما يؤدي إلى أن عم . باستخدام تمهيدية(1-87١)‏ نحصل على 7+ =م حيث 
3 عددان صحيحان مما يكمل البرهان . 


مسائل 
57 أوجد جميع الوحدات في [2]1 . 
۲ - إذا لم يكن ط+ه وحدة في [2]1 . فبرهن على أن 2+02<1غ . 
کے أو القاسم المشترك الأعظم في [2]1 للعناصر: 
() 3+4 و :4-3 (بغ)11+7و18-1 
٤‏ - برهن على أنه إذا كان م عددًا أوليًا من الصيغة 4+3 فلا يمكن إيجاد عدد 
صحيح × بحيث م 00م 1-=× , 
ه- برهن على أنه لا يوجد عدد أولي ممن الصيغة 4+3 بحي بحيث a+b‏ =م 
حيث 6,3 عددان صحيحان . 
5- برهن على أنه يوجد عدد غير منته من الأعداد الأولية التى من الصيغة 4١+3‏ . 
۷ - برهن على أنه يوجد عدد غير منته من الأعداد الأولية التي من الصيغة 4n+1‏ . 
بك عين جميع العناصر الأولية في [2]1 . 
۹ - عين جميع الأعداد الصحيحة الموجبة التي يمكن كتابتها كمجموع مربعي عددين 


۲0٦‏ مواضيع في الجر 


(۹-۳) حلقات كثيرات الحدود 


منذ بداية تعلمنا للرياضيات وبالأحرى في المرحلة المتوسطة والثانوية تعرفنا على 
كثيرات الحدود. ولقد قضينا وقتا طويلا نتعلم فيه کت نحلل كثيرات الحدود وكيف 
نضربها ونقسمها ونبسطها. ونود الإشارة إلى أن تحليلكثيرة حدود من الدرجة الثانية قد 
لاينم عن موهبة رياضية لدى الطالب. 


وبعد ذلك ظهرت كثيرات الحدود في بداية دراستنا في الجامعة ولكن بنمط 
مختلف, ألا وهو الدوال التي تأخذ قيمة لكل عدد وكنا مهتمين بدراسة اتصاها ودراسة 
مشتقاتها وتكاملاتها وقيمها العظمى والصغرى. 

ی اا الكتاب سوك تعتى ہراس کرات ادو ولكن من رجت ”نظا شا 
عما ذكرناه أعلاه. فبالنسبة لنا ستكون كثيرات الحدود عناصر في حلقة معيّنة وسوف 
هتم با لخواص الجيرية هذه الحلقة. وسيكون جل اهتامنا بالحقيقة هو أن كثيرات 
الحدود تكون حلقة إقليدية ذات خواص ستكون فعالة في دراسة الحقول وامتداداتها. 


لیکن ۴ جا نعرف حلقة كثيرات الحدود (polynomial ring)‏ في 
المجهول × التي نرمز لها بالرمز [×]۴ على أنها مجموعة كل الرموز "×,4+...+×,4+رة 
حيث ۸ عدد صحيح غير سالب والمعاملات ...0 عناصر ف الحقل .F‏ 
كي تكون [×]۴ حلقة يجب أن نحدد متى يكون عنصران من [×]۴ متساويين وكيف 
نجمع ونضرب عنصرين في [×]۴ بحيث إن جميع المسلمات الخاصة بتعريف الحلقة 
تتحقق في [×]۴ . وهذا سيكون هدفنا في البداية . 


يمكننا تجنب التعبير «مجموعة كل الرموز» المستعمل أعلاه باستخدام فكرة 


تعر يف 
إذا كانت p)x(=a +X... + x"‏ ,"عرط+...+ءعرط+رط-(0)2 كثيرتى 


نظرية الحلقات /اة؟ 


الحدود في [×]۴ . فإن (×)و=(×)م إذا وفقط إذا كان ب-به لكل عدد 


صحيح 120 , 
وهكذا نقول إن كثيرتى ا حدود متساويان إذا وفقط إذا تساوت معاملاتها 


إذا كان "يد وخ ...+كرة+رهة-()م ‏ ,"× )×(=b, +b, ×+... +b‏ عنصرين 
في  1[‏ فإن اندع ...+يدء + رح (»)ن+()م حيث ط+,ه-ء لكل ا¡ . 


وبعبارة أخرى نجم عكثيرتي الحدود بجمع معاملاتبه| وتجميع الحدود المتشابهة . 
مشلا لجمع «+1 مع 2«+3-22 نعتبر +1 على أنه 0++1 ونجمع حسب القاعدة 
المعطاة في التعريف لنحصل على حاصل الجمع 2ر4 

يبقى لنا الآن أن نعرّف عملية الضرب في [×]۴ والتي تتو اک ا 
تعريف 

إذا كان "× +a‏ ...+< يه + رp(x)=a x",‏ ...+ع رط + q(x)=b,‏ 
فإن “يد + ...+×,+ ر-(»)نو (×) م حیث 

,+ ...+ رطر_4+ رطر_,و+ رطة=» » ينص هذا التعريف على أن عملية ضرب 
كثيرتي ا حدود تتم بضرب الرموز شكليًا وباستعيال العلاقة 6+7بر-6يتيرثم ميخ 
ا حدود ا متشامبة . 


q(x)=2+x +x « p(x)=1+x—x2 لنفرض أن‎ 
58 6-1 5 b,=0 5 bر‎ =2, 3 =4 = ...=0 ۰ a =-1 5 1ب‎ 5 a=1 هنا‎ 


أرط » 0=...=رb=‏ رط . لذا 


10۸ مواضيع في الجر 


¢ = ab, +a,b, =1.2+(1)(0)=2 
ريدي‎ +a,b, عرطية+‎ )-1()2(+)1()0(+)1()1( 1 
c,=a,b, +a, 2-(1()1)+(1()1)+(1()0-)+(0()2)عبط يفرط قرط‎ 
c,=a,b, a,b, 0-(1()0)+(1()1)+(1()1-)+(0()0)+(0()2)ت طيو+_طرة +رطية+‎ 
رطية+ طيوعدن‎ +a,b,+a,b, +a, b, +a,b,= )0()2(+)0()0(+)0()1(+)-1()1(+ 
(1)(0)+(0)(0)=—1 
طيمحين‎ Fab, +a,b, +a,b, Fab, +a, b,+a,b,= (0)(2)+ (0)(0)+(0)(1)+(0)(1)+ 


(-1)(0)+(1)(0)+(1)(0)=0 


(I+x—x2 (2+2 +x)= o +e x+...=2+2x—x? 427° 


لو ضربنا كثيرتي الحدود أعلاه بالطريقة التي استعملناها في المدارس الثانوية 
لحصلنا على النتيجة نفسها. إن تعريفنا لحاصل الضرب هو بالأحرى نفس التعريف 
الذي عرفه القارىء من قبل. وبدون الخوض ف أمور أخرى نزعم أن F|x|‏ 
حلقة بالنسبة هاتين العمليتين وعملية الضرب فيها إبدالية وتحتوي على عنصر وحدة. 
نترك التحقق من مسلات الحلقة للقارىء. 


تعريف 

إذا كان 0غ#”ير و+...+» ه+رة-(»)1 و #0 aفنعرف‏ درجة (ععروء) (1 
على أنها 7 ونرمز ها بالرمز (:)! عل . 

لذا فإن درجة (*)؛ هي أكير عدد صحيح ١‏ بحيث إن المعامل الذي ترتيبه 
أفي (۴)۸ لا يساوي صفرًا. إن الدرجة غير معرفة لكثيرة الحدود الصفرية . نقول إن كثير 
الحدود ثابت إذا كانت درجته صفرًا. إن دالة الدرجة المعرفة على كثيرات الحدود غير 
الصفرية فى [<]5 هى الدالة 4 التى نحتاجها كى نجعل من [×]۴ حلقة إقليدية . 


نظرية الحلقات 10۹ 


تمهيدية )١-۹-۳(‏ 
إذا كان ()! و (:)ع عنصرين غير صفرين في [×]۴ » فإن 
deg (f(x)g(x))=deg f(x) + deg g(x)‏ 
الرهان 
لنفرض أن "× 4+ ...+× 4+ رa=(×)]‏ و "× ,ط+... +× جر »)ع 


وأن ۶0ھ و 0ا . إذن deg f(x)=m‏ و deg g(x)=n‏ . 


بالتعريف 


امون ...لجع f(x)g(x)=c te‏ یٹ ,اوھ ےھ .درطيو یاه = . 


إنشا تدعى أن C+ aq P20‏ وأن 0= لكل «+ه<: . من التعريف 
نجد أن TT‏ . ولكي ثبت أن 0-ن لكل «+ه<:؛ لاحظ أن 
نت هو حاصل جمع حدود على الشكل a_j‏ > ولكن "+١‏ <(ز-¡)+ز=: لذا إما أن 
يكون «<زأو «<(ز-1) . حينئذ يكون أو ب مساويًا للصفر مما يؤدي 
إلى أن 0تز_إارة. وحيث إن © هو مجموع حدود مساوية للصفر لذا يكون 
0= مما يثبت ادعاءنا. هكذا نجد أن أعلى معامل غير صفري في (8)2(*)! هو 
,بيت ما يبرهن على أن 

deg (f(x)g(x))=m+n=deg f(x)+deg g(x) 


إذا كان 
(*)1 و (×)چ عنصرين غير صفريين في [×]۴ فإن (()ع()1) عل > (۴)۸ وعد 
البرهان 


deg g(x)>0 كان‎ lly . deg (f(x)g(x))=deg f(x)+deg g(x) لمل كان‎ 
. deg (f(x)g(x))zdeg f(x) نستتح أن‎ 


اه مواضيع في الجبر 


ا حلقة [×]۴ حلقة تامة 
نترك برهان هذه النتيجة للقارىء . 


لما كانت [×]۴ حلقة تامة فبالاستعانة بمبرهنة (1-5-87) يمكن أن نكوّن لها حقل 
خوارج القسمة. هذا الحقل يحوي بالضبط جميع خوارج قسمة كثيرات الحدود ويسمى 
حقل الدوال النسبية في «على ۴ . 

إن الدالة (×)۴ عمل المعرفة لجميع 0(») في [×]۴ تحقق ما يل : 
1١‏ العدد (×)۴ ععل عدد صحيح غير سالب . 
¥ - إن deg f(x)sdeg (f(x)g(x))‏ لجميع 0غدمع في F[x]‏ . 


لكي تكون [×]۴ حلقة إقليدية مع دالة الدرجة التي تلعب دور الدالة ل للحلقة 
الإقليدية يبقى أن نبرهن على أنه لكل (0,1)ع حيث #0(×)ع يوجد 
r(x),t(x)‏ في [×۴ بحيث (2):+(<)ع(*):-(*)1؛ حيث 0-(غ), أو 
(×)ع عءل>(*): وءل . هذا هو فحوى التمهيدية التالية . 


تمهيدية (۲-۹-۳( (خوار زم القسمة Division algorithm‏ ( 

لكل كثيرتي حدود ()1 و #0()ع في ۴[٨[‏ يوجد كثيرتي, حدود 
(0 ,()7 في ]۴ بحيث إن (:+(2)و(»:-(1 حيث 60-0 أو 
deg r(x)<deg g(x)‏ . 


البرهان 

في الحقيقة أن البرهان ليس إلا «عملية التقسيم الطويلة» التي استعملناها في 
المدرسة لتقسيم كثيرة حدود علي أخرى . 

إذا كانت درجة (*)؛ أصغر من درجة (×)ع فليس هناك شيء نبرهنه . ذلك 
إننا نجعلل 0-(*) ,(«)1-(*): ففحصل على (*1)2+(08)2-(*)1 حيث 


. 1)0(-0 أو‎ deg f(x)<deg g(x) 


رال 1" 


g(x)=by+b,x+...+b_ x" gf(x)=a,+a,x+... +a, x" لذا فبإمكاننا الفرض أن‎ 


„. mZn 5 b,#0 3 ۶0 حيث‎ 


الآن دع (x)=1()— ® x™""g(x)‏ ,1 فتكون 1->() 5 ۵68 . باستعهال 
الاستقراء الرياضي على درجة (۴)۸ يمكننا الفرض أن (×)٣+(۸)ع(1,)x=(»),؟‏ 
حيث ٣)×۸(=0‏ أو («)ع عع0>(*): ۵٥8‏ . ولكن حینئذ 
)+ )ع( - ريع" "سبلل tO)‏ 
ما يؤدي إلى أن 
(x))g(%)+r(%)‏ تحسم )=( 
إذا جعلنا x"”"+t )x(‏ - -()؛ . نحصل على (۲)۸+(۸)ع(1)۸=(×)٤‏ حيث 
r)×(, 1)«(‏ في [×]۴ و r)×(=0‏ أو («)ع عء0>(*): ع6 . بذلك نكون قد برهنا على 
التمهيدية . 


بانتهائنا من البرهنة على التمهيدية أعلاه نكون قد ملأنا الفجوة في تبيان أن 
[×]۴ حلقة إقليدية والآن نستطيع أن نقول: 


ميرهنة (۱-۹-۳) 

إن [×]۴ حلقة إقليدية . 

كل النتائج التي حصلنا عليها في بند (۷-۳) تنطبق على الحلقة [×]۴ وندرجها في 
التمهيديات أدناه. قد يكون من المفيد أن يحاول القارىء برهنة تلك النتائج مباشرة 
باستعمال الطرق نفسها المستعملة في البند (۷-۴) في الحلقة الخاصة [×]۴ وباتخاذ الدرجة 
كدالة إقليدية . 


تمهيدية (۳-۹-۳) 
إن [×]۴ حلقة رئيسة الثالي . 


VY‏ مواضيع في الجبر 


تمهيدية )٤-۹-۳(‏ 
إذا کان لدينا كثيرتي حدود (۸) و (×)ع فی («[5 فإن ها قاسيًا مشتركا أعظم 
(×)۵ والذي يمكن أن نكتبه على الصيغة («)و( »+ ())()ذ-(0 . 


ونسأل الآن: ما الذي يقابل مفهوم العنصر الأولي في [×]۴ ؟ 


بعري 

يقال عن كثيرة الحدود (×)م فى ۴۲۸7 إنها غير مختز لة (عاطف4هم:ة) على ۶ إذا تحقق 
التالي : كلا كان (×)ط(4)۸=(×)م حيث ()2 و (×)ط ي [×]۴ فإن درجة آحد العنصرين 
(:)2 أو (::)ط تساوي صفرا (أي أن زمه أو زدمط يساوي عنصراً في ا حقل ۴ ) . 

إن خاصة عدم الاختزال تعتمد على الحقل. فعلى سبيل المثال إن كثيرةالحدود 
1+ غير مختزلة على حقل الأعداد الحقيقية ولكنها تتحلل على الشكل 
(1-»)(1+×)=1+*× على حقل الأعداد المركبة (تذكر أن 1-=+) , 


تمهيدية (0-4-1) 
يمكن كتابة أي كثيرةحدود في [×]۴ وبصورة وحيدة على شكل حاصل ضرب 
كثيرات حدود غير محتزلة في [×]۴ . 


تمهيدية (5-4-8) 

كون امثالي ((۸)م)=۸ في [×]۴ مثالياً أعظمياً إذا وفقط إذا كانت ()م 
غير مختزلة على ۴ 

سنرجع لدراسة الحقل ((5][/)0)5 بتفصيل أكثر في الفصل الخامس من هذا 
الكتاب لكننا سنحسب الآن مثالا واحدا. 

لیکن ۴ حقل الأعداد النسبية و 2-«-(2)م عنصراً في [×]۴ . من السهل 
التحقق من أن (×)م غيرمختزلة على ۴ وبذا يكون (5][/0-2 حقلاً . نسأل الآن: ما 


نظرية الحلقات E‏ 


ليكن (2-)-4 أي المشالي في [×]۴ المنولد بالعنصر 3-2« . كل عنصر 
في (2-*)/[]5 هو مجموعة مشاركة على الصيغة ه+(:)! حيث ()! في [×]۴ . 

بالاستعانة بخوارزم إقليدس نكتب (2):+(2()3-2))-()1 حيث 
r)۸(=0‏ أو 3-(3-2)عء0>(*): de‏ . وهمكذا يكون +× ق+ىة-(«): جيث 
:34 في ۴ ا يؤدي إلى أن : 


f()+A=a+a, xt a,x +t(x)(%—2)+A =a, +a x Fax +A 
لأن (2-2)(:) في ه ء وبالتالي يكون‎ 
f(x)+A=(a,+A)+a,(x+A)+a,(x+A) 


وذلك باستعمال تعريف عمليتي الجمع والضرب في (۴]×[/)۸-2 . إذا جعلنا 
i=×+۸‏ فإن أي عنصر في (2-*)/[×]۴ هو من الصيغة a, +a,t +a”‏ 


حيث ,3 . ,4 ره في ۴ ,1 تحقق العلاقة 05-2 في الحقل (2-'۴]×[/)۸ لأن 
-2=(x+A)-2=x?-2+۸A=A=0‏ 

(تذكر أن 4 هو العنصر الصفري في الحقل (2-»)/[×]۴) . 

كذلك إذا كان ارط + ط٣ط‏ تارهلا فيه 

فإن : 0= )ا (a=‏ +1( اس (a,-b,)+(a,‏ 

ما يؤدي إلى أن: ”×(رطا-رة)+×(1- ,)+( -4) في 4 . 


ولكن درجة كل كثيرة حدود في ۸ هي 3 على الأقل ما يقودنا إلى أن 
0>-ت«زيمط-ية) +« زرط (a,-b,)¬-(a,‏ 


أي أن =3 ,=4 بوطعحية . 


مما تقدم نستنتج أن أي عنصر في (2-"۴]×[/)۸ له تمثيل وحيد من الصيغة 


2 58 
أية ا بقطية حيث به . ,2 وردي ۴ . 
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بالاستعانة بتمهيدية )٩-4-۳(‏ نجد أن (5][/23-2 حقل» بيد أنه من المفيد 
أن نرى ذلك مباشرة . كل ما نحتاج أن نثبته هو أن لكل عنصر 60ةاية+8,1+,3 يوجد 
معكوس ضربي من الصيغة 86+72 +» . وبناء عليه يجب أن نوجد قيم المجاهيل 
» . قو : في العلاقة 
1 -(2 غم جه )(تايه + ا وخرة) 
حيث إن أحد العناصر رة ٠‏ ,3. رة لا يساوي صفرا. بضرب القوسين أعلاه 
واستعمال العلاقة 2= نحصل على 
(aa +a +2a,y)t +(a,a+a,B+ayy)=1‏ + (بن 28+ 6ر2 + (aya‏ 

وبذا يكون 

301236 +28 =1, 

a,a+a,B+2a,y=0, 

a,a+a B+ayy=0. 


دعنا نحاول حل هذه المعادلات ذوات الثلاثة مجاهيل »,8 . وعندما نفعل 
ذلك نجد أنه يوجد حل إذا وفقط إذا كان 
0غتية a,‏ ر6a-—4a+2a+a‏ 


لذا فإن مسألة الرهان المباشر على أن (2-*)/[×]۴ حقل تؤول إلى إثبات أن الحل 
الوحيد في الأعداد النسبية للمعادلة 
يقرقرة43-6 37+23 )1( 

هو 0تيةت ,a=رa‏ 

نبدأ الآن ببرهنة هذا . لو فرضنا أن هناك حلا في الأعداد النسبية فإنه بالتخلص 
من المقامات يمكننا أن نثبت أن هناك حلا في الأعداد الصحيحة. لذا يمكننا 
الفرض أن رة ,3 ره أعداد صحيحة تحقق المعادلة )١(‏ كا يمكن الفرض أن 
الأعداد رة , 8 رة ليس طا قاسم مشترك سوى 1 . 
لو كان فر طا= ره ,4 = ,4 رط=ره حيث ل القاسم المشترك الأعظم. بالتعويض في )١(‏ 
نحصل على 


نظرية الحلقات 1 


d(b+2b?+4b3)=d*(6byb ,b,) 
ما يؤدي إلى أن‎ 
3 الال‎ 
وها رماي65 403 +203 + 3م‎ 


إذن المسألة أصبحت إثبات أن المعادلة )١(‏ ليس ها حل في الأعداد الصحيحة التي 
أكون اوها . بيد أن )١(‏ تقتضي أن يكون تعدا زوجياً مما يجعل ةيا 
بالتعويض 0ر3 في )١(‏ نحصل على 


Ss 
4u; +a, +2a)=60 4,a, 


هكذا نجد أن يه وبالتالي ړه عدد زوجي » أي 8,20 بالتعويض 
في )١(‏ نحصل على 


200407 +a= 6a4 


إذن العدد 2 قاسم مشترك للأعداد ره » ,ه» رة . هذا يناقض كون هذه الأعداد 
أولية نسبيأء لذا نكون قد برهنا على أنه لا يوجد حل في الأعداد النسبية للمعادلة 
ر ,4ر4a3=6a+?a3+2a‏ ما عدا امحل 0=رة= ,قد يرة . 


إذن کا أن نجد قيم المجاهيل 8,۷,» ونكون قد أثبتنا بصورة مباشرة 
أن (2-)/[×]۴ حقل . 


مسائل 
-١‏ أوجد القاسم المشترك الأعظم لكثيرات الحدود التالية المعرّفة على الأعداد النسبية : 
)1١‏ 4+ + ةيرم تير xî—6x+1‏ 
(ب) 1+ xî+x3+x+1 , x‏ 


۲ - برهن على أن 
)١(‏ 1+×+× غير مختزلة على حقل الأعداد الصحيحة قياس 2 . 
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(ب) 1+*: غيرمختزلة على الأعداد الصحيحة قياس 7 
(ج) 9-*× غيرمختزلة على الأعداد الصحيحة قياس 31 
(د) 3-9 غيرمختزلة على الأعداد الصحيحة قياس 11 
*- لیکن ۴ . × حقلين و كاح8 وافرض أن (08)؟ ۔ (٭)ع في [×]۴ ونا أوليتان نسبياً 
في [×]۴ . برهن على أنهما أوليتان نسبياً أي [×]× . 
5- ل( برهن عل أن 1+* غير مختزلة غلى ۴ » حقل الأعداد الصحيحة قياس 
1 ثم برهن بصورة مباشرة على أن (1+”۴]×[/)۸ حقل يحوي 121 
عنصرا. 
(ب) برهن على أن 4+×+*× غير مختزلة على ۴ » حقل الأعداد الصحيحة 
قياس 11 ثم برهن بصورة مباشرة على أن (4+×+”۴]×[/)۸ حقل 
يحوي 121 عنصرا . 
(ج)* برهن على أن الحقلين المذكورين في )١(‏ و(ب) متمائلان. 
ه لیکن ۴ حقل الأعداد الحقيقية. برهن على أن (۴]×[/)۸+1 حقل مماثل لحقل 
الأعداد المركبة . 
5* - عرفت المشتقة (372006,ء0) (×) لكثيرة الحدود 
f(x) = a+a,x+...+a, x"‏ 
على أنها 
f' (x) = a, +2a,x+3a,? +... na, x‏ 
برهن على أنه إذا كانت [×]6۴(×)] حيث ۴ حقل الأعداد النسبية 
فإن ()1.تقبل القسمة على مربع كثيرة الحدود إذا وفقط إذا كانت درجة القاسم 
المستزله الأعظم (×)۵ لكثيرتي الحدود :)1 ,(») ۴ أكبر من الصفر. 
۷ - إذا كانت [*]65(*)؛ حيث ۴ حقل الأعداد الصحيحة قياس العدد الأولي 
م وكانت (»)؟ غير مختزلة على ۴ من الدرجة «. فبرهن على أن ((»))/[×]۴ 
حقل يحوي ”ممن العناصر. 


نظرية الحلقات 1Y‏ 
)٠١-7(‏ كثيرات الحدود على حقل الأعداد النسبية 


رک دراستنا على كثيرات الحدود التي معاملاتها أعداد نسبية . في أغلب الأحيان 
ستكون المعاملات أعداداً صحيحة وسندرس خاصة عدم الاختزال لمثل كثيرات الحدود 


هذه . 
تعريف 

يقال إن كثيرة الحدود ",+ a,x...‏ ر8-()1 حيث ‏ ,4,.., ,4ر3 
أعللاة تة بدائي (ء«فاذم:زرم) إذا كان القاسم ا مشترك الأعظم للأعداد 
,4-.3 يساوي 1 . 


)١-١٠١-۳( تمهيدية‎ 


إذا كانت (») ] (*) ع كثيرتي حدود بدائيتين» فإن (») ع (۸) ۴ كثيرة حدود بدائية . 


البرهان 
لکن x +... +b", f(x)=a,+a,x+... +a, x"‏ ارا (<«)عوافرض أن 
التمهيدية غير صحيحة. لذا يوجد عدد صحيح موجب أكبر من 1 يقسم جميع 
معاملات (×)ع(×)٤‏ ما يؤدي إلى أن يوجد عدد أو لي م بقسم جميع معاملات (×)ع(×)؟ . 
ولكن ٤)×(‏ بدائية. إذن ملا يقسم أحد معاملاتها ,8 ليكن رة أول معامل 
في («)1 لا يقبل القسمة على م . وبصورة مشابهة دع ,ايكون أول معامل في 
(«)ع لا يقبل القسمة على م . في (<)1)5(8 إذا كان يرء معامل **× فإن 
Fa bo)‏ نو تان cC, 24b, +(a bi Fa‏ 


1 j+1 k-1 j+2 k-2 j 


(0) + ربوظر_بة)‎ 3j_2P q2... راو‎ | 


والآن رباختيارنا للمعامل ع فإن “.وي زم توطام ومن ثم 
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(وطيبرة ...يوط يبرة+ سي يبنة) | م: وبصورة مشاهة P| j2‏ تقام 
وبالتالي 


( 00+ ...+ ر ۳4_10 ربوطر_رة) | م 


وبالفرض ٠|‏ إذن نستنتج من )١(‏ أن رة |م غا يؤدي إلى أن 
:3م أو ,ط|موكلاهما يناقضان الفرض أعلاه ما يثبت أن التمهيدية يجب أن تكون 


تعريف 
لتكن "× 1))=a,+a,x×+...+4‏ حيث ,3...,ة.رة أعداد صحيحة. 
تعرف عقرى GRE‏ (::)1 على أنه القاسم الشترك الأعظم للأعداد اة : 
من الواضح أن أي كثيرة حدود (») م معاملاتها أعداد صحيحة يمكن كتابتها 
على الهيئة («) ٩‏ = (×) م حیث 0 محتوى (») (,(5) 9 كثيرة حدود بدائية . 


مبرهنة )١-١١-7(‏ (تمهيدية جاوس 5جممرعا!'و5سة0 ) 

إذا كان بالإمكان نحليل كثيرة حدود بدائية إلى حاصل ضرب كثيرتي حدود 
معاملاتهما أعداد نسبية فإنه من الممكن تحليلها إلى حاصل ضرب كثيرتي حدود 
معاملاتهما أعداد صحيحة . 


البرهان 

لتر أن (×)۷(×)ا=(×)۴ حيث إن معاملات (×)ن ,(7)2 أعداد نسبية. 
بعد التخلص من المقامات واستخراج العوامل المشتركة يمكننا كتابة 
(0(۸)×()۸/)=(×)؟ حيث 0,3 أعداد صحيحة وكل من (×)۸,(×) مم كثيرة حدود بدائية . 
إذن bf)×(=a۸)x()×(‏ . 
حتوى الجانب الأيسر هو 6 لأن (×)۴ بدائية كما أن (*)س و (×)۸ بدائيتان ما يجعل 
(«)م(»)۸ بدائية استناداً إلى تمهيدية )١-٠١-۴(‏ وبالتالي گرا غحری الجنائب 
الأمن هوة. 


نظرية الحلقات ۹ 


إذن ط=ه أي أن 4/(=1) و ()()۴)۸(=۸ حيث إن معاملات کل 
من (×),(×)۸ أعداد صحيحة . وببذا ين ينتهي البرهان . 
تعريف 

يقال عن كثيرة ا حدود أنها واحدية بأعداد صحيحة ( ۸0۸1 )integer‏ إذا كانت 
جميع معاملاتها أعداداً صحيحة ومعامل حد الدرجة العليا فيها يساوي 1. 

أي أن كثيرة الحدود الواحدية بأعداد صحيحة تكون :على الصيغة 
...ها +٣‏ "»«-(») حيث ,3,..ررة,,3 أعداد صحيحة. من الواضح أن كثيرة 
الحدود الواحدية بأعداد صحيحة هي بدائية . 


إذا حلت كثيرة حدود واحدية بأعداد صحيحة إلى حاصل ضر ب كثيرتي حدود 
غير ثابتتين معاملاتهما أعداد نسبية فإنها تتحلل إلى حاصل ضر ب كثيرتي واحديتين 


بأعداد صحيحة . 


نترك برهان هذه النتيجة كتمرين للقارىء . 


إن معرفة كون كثيرة الحدود غير مختزلة أصلاء قد تكون صعبة ومضنية . ولكن 
توجد بعض المعايير التي تساعدنا على ذلك وأحد هذه المعايير هو التالي : 


مبرهنة (۲-۱۰-۳) (معيار ايزنشتاين) 

لمكن "درق ...+ x+a,x‏ ره + f()=a,‏ كثيرة حدود معاملاتها أعداد صحيحة . 
إذا وجد عدد أولي م بحيث رة|صررة|م....رية|صررة|مررة/م » فإن (1 
غير مختزلة على الأعداد النسبية . 


البرهان 
يمكننا وبدون المساس بعمومية البرهان الفرض أن (12 بدائية لأن 
استخراج العامل المشترك الأعظم لمعاملاتها. لا يؤثر على الفرضية بسبب أن 
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,م . 'استناداً إلى تمهيدية جاوس إذا تحللت (*)1 إلى حاصل ضرب كثيرتي حدود 
معاملاتهما أعداد نسبية فإنها تتحلل إلى حاصل ضرب كثيرتي حدود معاملاتهما أعداد 
صحيحة . وهكذا إذا فرضنا أن (*)؛ مختزلة فإن 


f(x)=(by+b,x+...+b x") (cFexF...Fex) 
حيث بارت أعداد صحيحة و0,۲<0<ء. عتد مقارنة المعاملات تنجد أن‎ 
اه . لکن رةاداإذن ف تسم ا أو ر» . وحيث إن ,2]3م فإنه لا يمكن‎ 
لان م أن يقسم ر هيا لمفحصرضن أن ,طم و »مء لا يمكن للعدد‎ 
م أن يقسم كل المعاملات ,0....رط لأنه حينئذ م يقسم جميع معاملات (»)؟‎ 
, />:>« » أول معامل بحيث طم‎ ٥, وهذا مخالف للفرض حيث ,]م . لیکن‎ 
E by, AFB, .الخ. نيد أن لا جرم‎ <a Ola PSK Î أي‎ 
ويةامو_يطامء |ام . . .» رطامتما يؤدي إلى رطام . ولكن ,ءام طم مما‎ 
. P| يعارض کون‎ 
. وهذا التناقض يبرهن على أن (») يجب أن تكون غير مختزلة‎ 


مساق 

١‏ - لیکن ۴ حقل خوارج القسمة لحلقة إقليدية © . برهن تمهيدية جاوس لكثيرات 
الحدود التى معاملاتها في ٥‏ والتی تتحلل إلى كثيرات حدود معاملاتها في ۴ . 

۲ - إذا كان SEH‏ أولياً. فبرهن عل أن م-"× غيرمختزلة على الأعداد النسبية . 

- برهن على أن كثيرة الحدود !-”+...+«+1 ,» حيث معدد أولي» غيرمختزلةعلى 
الأعداد النسبية . (إرشاد: اعتركثيرة الحدود 1+)x+1(+)×+1(”+...+)×+1(*"'‏ 
ثم استعمل معيار ايزنشتاين) . ٍ 

غ - إذا كان 3,2 عددين صصحيق أزلية نسبيا وكان ('× 4+ ...+× و+يرة)|( = (x=‏ 
حيث 4 أعداد صحيحة . برهن على أن a,‏ |mو‏ قاف 

قن إذا كان 2 عددًا نسبيا وه-» ا يقسم كليرة جدوه:واحدية:, بأعداد صحيحة فإن 
8 يجب أن يكون عند جما 


نظرية الحلقات ۷۱ 


(-11) حلقات كثيرات الحدود على الحلقات الإبدالية 


عندما عرفنا حلقة كثيرات الحدود بمتغير واحد على الحقل لم نستعمل 
حفيفسة كول # خياد كل ما استعملناه أن ۴ حلقة إبدالية . إن حقيقة كون 
۴ حقلا وات فقط لإثبات أن [×]۴ حلقة إقليدية . 


لذا يمكنا تكرار ما عملناه مع الحقول لحلقات أكثر عمومية . عند عملنا ذلك سنفقد 
بعض الخواص مثل الخاصة الإقليدية ولكن سنرى أن الكثير من الخواص الممتعة تبقى 
صحيحة. لقد كان بمقدورنا دراسة الموضوع بصورة عامة منذ البداية وكان بإمكاننا 
الحصول على النتائج الخاصة بالحلقة [×]۴ بتخصيصنا الحلقة إلى حقل . 


لكنا نفضل معالجة الحالات الخاصة قبل أن نبدأ بدراسة الحالات المجردة العامة . 
إن الثمن الذي ندفعه بهذه الطريقة هو التكرار ولكن هذا يخدم غاية معيّنة وهي توطيد 
مفاهيمنا السابقة . وبسبب خبرتنا التى اكتسبناها في دراستنا لكثيرات الحدود على الحقول 
فبإمكاننا أن نترك بعض التفاصيل في البراهين أدناه. 


لتكن 8 حلقة إبدالية بعنصر وحدة. نعرف حلقة كثيرات الحدود على 
الحلقة ۸ ونرمز لا بالرمز [×]۴ على أنها الرموز الشكلية "د 8+...+»رهجرة حيث 
3۰-۰ في 12 وحيث إن المساواة والجمع والضرب يعَرّف بالطريقة نفسها المستعملة في 
بند (۳- 9). وكا هي ال حال في ذلك البند. [×]۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة. 


الآن نعرف حلقة كثيرات الحدود في « من المتغيرات على الحلقة ۸ ونرمز لها 
بالرمز [,,...,,*]8 على النحو التالي: لتكن R,=R[<]‏ « [يدار ديعم 
حلقة كثيرات الحدود في × على R,=R,_,l<,J herge R,‏ 3 نسمي الحلقة 
es,‏ الحدود في المتغيرات وان ۰ على ۴ . وعناصر هذه الحلقة هي 
على الشكل ",× x1‏ 8 حيث إن المساواة وعملية الجمع تتم بمقارنة المعاملات 


i1 i2 اک‎ X7. 
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أما عملية الضرب فقعرف باستخدام قانون e‏ وقاعدة الأسس 
j2 89 = A gE‏ ا( ..x(‏ و (x‏ 
يجب الإشارة إلى أهمية الحالة الخاصة ie‏ فنحصل على حلقة 
كثيرات الحدود في © من المتغيرات على حقل . 
ما سيحوز على اهتم|منا هو تأثير بنية الحلقة 8 على [,*.....,*]8 . وأول نتيجة 
ف هذا الاتجاه هي : 


تمهيدية )1-١١-(‏ 
إذا كانت ۸ حلقة تامة فكذلك تكون [×]۸ . 


البرهان 

لأجل "2 8+...+ياروجرة-(«)0+1 حيث 4,۶0 في [×]۸ نعرف 
درجة (مأعروء1) (×)۴ على أنها cm‏ أي أن deg f(x)‏ هي دليل أعلى معامل غير 
صفري في (×)] . إذا كانت ۸ حلقة تامة فنترك الأمر للقارىء ليبرهن على أن 

. deg (f(x)g(x))=deg f(x)+deg g(x) 

ولكن حينئذ إذا كان 0*#(*)1 ,0(×)ع فمن المستحيل أن 
يكون 0=(×)ع(×)؟ f‏ . أي أن [×)۸ حلقة تامة . 

بتكرار استعمال التمهيدية أعلاه نحصل على النتيجة التالية . 

إذا كانت ۸ حلقة تامة » فإن [",...,,::]*1 حلقة تامة . 

وبصفة خاصة. إذا كان ۴ حقلا فإن [,×,...,,×]۴ يجب أن تكون حلقة تامة. 
إذن يمكننا تكوين حقل خوارج القسمة لها وندعوه حقل الدوال النسبية 
(field of rational functions)‏ في والو.٠-و‏ باعل ۴ ونرمز له بالرمز (*,...,,*)7 . يلعب 
هذا الحقل دوراً رئيساً في دراسة الهندسة الجبرية . أما بالنسبة لنا فسيكون ذا أهمية كبرى في 
دراستنا لنظرية جالوا (750739 5ذه681) في الفصل الخامس . 


نظرية الحلقات NV‏ 


في الحقيقة إننا نريد علاقات أعمق بين بنْيتي ۸]»,,....»,[,۸ ما تعبر عنه تمهيدية 
(۱-۱۱-۳). وفيا سيأتي سنسير بهذا الاتجاه . 


كا فعلنا في الحلقات الإقليدية يمكننا التحدث عن قابلية القسمة, الوحدات» الخ 
في أية حلقة تامة ۴ بعنصر وحدة. يقال عن عنصرين ٥,4‏ في ۸ إنبها شريكان 
إذا كان طنا-ة حيث u‏ وحدة في 8 . يدعى العنصر ه والذي ليس بوحدة في 
R۸‏ غير ختزل عاااەں ۲۲٥۵‏ (أو عنصراً أوليا) وذلك إذا كان عا-ة حيث كل من 
طرء في ۴R‏ . فإن هذا يقتضى أن يكون ط أوء وحدة في ۴ . 

إذن العنصر غير المختزل في ۸ هو العنصر الذي لا يمكن تحليله بصورة وغير تافهة» . 


رف 
18 يقال عن ا حلقة التامة ۸ بعنصر وحدة أنها حلقة وحيدة التحليل 
domain)‏ «مناهعترماء2! (unique‏ إذا قق ما يي : 
(1) أي عنصر غير صفري في ۸ إما وحدة أو يمكن كتابته على شكل حاصل ضرب 
عدد منته من العناصر غير ا مختزلة في ۸ . 
(ب) إن التحليل في ا جزء )١(‏ وحيد بغض النظر عن الترتيب وشركاء العناصر غير 
ا مختزلة . 


إن مبرهنة (۲-۷-۳) تؤكد أن الحلقة الإقليدية هي حلقة وحيدة التحليل. أما 


العكس فهو غير صحيح . وعلى سبيل المشال: الحلقة ,]1 حيث ۴ حقل ليست 
رئيسة المثالي (وبالتالي ليست إقليدية) ولكننا سنرى بعد قليل أنها حلقة وحيدة التحليل. 


في الصورة العامة للحلقات الإبدالية يمكننا التحدث عن القواسم المشتركة العظمى 
للعناصر ولكن الصعوبة الأساسية هي أن هذه القواسم قد لا توجد دائ . لكن في الحلقات 
الوحيدة التحليل يكون وجود هذه القواسم أمراً مؤكداً. إن برهان هذه الحقيقة ليس صعباً 
ونتركه كتمرين للقارىء كذلك بقية أجزاء التمهيدية التالية: 


Vt‏ مواضيع في الجبر 


تمهيدية (۲-۱۱-۳) 

إذا كانت ۴۸ حلقة وحيدة التحليل وكان 5, عنصرين في ۸ » فيوجد في ۸ 
قاسم مشترك أعظم (ز,ة) للعنصرين ٠,3‏ . إضافة إلى ذلك إذا كان ه,ط أوليين 
نسبياً (بمعنى 1-(ز,ه) ) وكان ءذأه فإن (إه . 


إذا كان 2 في ۸ عنصراً غير نختزل و ءاه فإن فإ أو ءإه . 

الآن نود أن نعمم تمهيدية جاوس (0702ء! sوuة6)‏ (مبرهنة )١-٠١-۳‏ التي برهناها 
لكثيرات الحدود التى معاملاتها أعداد صحيحة. إلى الحلقة R]×[‏ . 
حيث ۸ حلقة وحيدة التحليل. 

نعرف المحتوى (2001680) لكثيرة الحدود f(x) =a,+a,x+... +a,”‏ في 
[×]۴ على أنه القاسم المشترك الأعظم للمعلاملات ...رة . إنه وحيد في 
حدود الوحدات في 8 . سنرمز لمحتوى (×)۴ بالرمز (6)ء . يقال عن كثيرة الحدود 
في [5]5 إنها بدائية إذا كان محتواها يساوي 1 (المقصود وحدة في ۸ ). يمكن كتابة 
أي كثيرة حدود ٤)×(‏ في [×]۸ على الصيغة (*),ة-(*)؛ حيث 0)9-ة و (1)2 بدائية 
في [:] (برهن على ذلك) . إن تحليل (*)! إلى حاصل ضرب عنصر في ۸ وكثيرة حدود بدائية 
في [×]۸ وحيد بحدود الضرب بوحدة في ۸ . ۰ 


إن برهان تمهيدية )١-٠١-۳(‏ يسري على الحالة التي نحن بصددها بفارق وحید» 
وهو استبدال العدد الأولي م بعنصر غير مختزل في ۸ . لذا يكون لدينا: 


تمهيدية (8-11-7) 
إذاكانت ۸ حلقة وحيدة التحليل» فإن حاصل ض رب كثير تي حدود بدائيتين 
في [×] ۴۸ هى كثيرة حدود بدائية في [»] ۸ . 


إذا كانت (»)! ,(×)ع في [×]۸ فيمكننا أن نكتب (×) ۵٤,‏ =(×)؟ و (×) ,ع ط=(×)ع » 
حيث ()ءحة ,(ه)ء-ط ,(0) ,ماع بدائيتين لذا (×)ع(×) ]طه-نمع(م)؛ 
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استنادا إلى تمهيدية (۳-۱۱-۳) تكون (×) ع(×) ,۴ بدائية » وبالتالى يكون محتوى 
10800 هو طه أي أنه (ع)0)ء . بما سبق نكون قد برهنا على النتيجة التالية : 


إذا كانت # حلقة وحيدة التحليل و()] » (806 في [:]8 » فإن 
(0)8)ء=())ء (إلى حد الوحدات) . 


بالاستقراء الرياضي البسيط يمكن تعميم النتيجة لتشمل حاصل ضرب عدد منته 
من كثيرات الحدود فتصبح (لأ)ه... (يأ)ء( )ع ...يل ؟)ه . 


لتكن ۸ حلقة تامة وحيدة التحليل؛ فلكونها حلقة تامة يوجد لها حقل 
خوارج القسمة ۴ (انظر مبرهنة .)١5-7‏ يمكننا اعتبار [×]۸ حلقة جزئية من 
[×۴ وإذا كان (<)1 عنصرا ما في [×]۴ فإن 8/(<)م؛ = (٭)٤‏ حيث (×)ر؟ في R[x]‏ و a‏ في 
8 . (أثبت ذلك) . من الطبيعي أن نسأل عن العلاقة بين خاصة الاختزال وعدم الاختزال 
لكثيرة حدود في [×] ۸ باعتبارها عنصراً في الحلقة الأكبر 811 . 


تمهيدية (4-11-7) 

إذا كانت (» f‏ في [»] ۸ بدائية وغير مختزلة في :نا ۸» فإنها غير مختزلة فى [] ۴ . 
وبالعكس إذا كانت كثيرة ا لحدود(» / بدائية في [×] ۸ وكانت غير مختزلة في (ا ۴ فإنها تی 
غير مختزلة في [ ۸ . 


الرهان 
ش لنفرض أن كثيرة الحدود البدائية 0) ؟ فى [×] ۸ غير مختزلة في [×] ۴ ولكنها 
مختزلة في [×]۴ . لذا (٭)8)×(۸=(×)؟ حيث (1)5 » (×)۸ في [×]۴ ودرجتاهما موجبتان . 
لاحظ أن 6 800 )x(=h,)x(,‏ حيث a‏ › ا في ۴ و(×)رع ,2 
رطفي R[x]‏ . 


۲۷۹ مواضيع في الجبر 


كذلك (۸×)رع»=(×)رع » 0رطة- يط حيث (رع)ء=» » (رط)ء-8 و رع ,60رط 

بدائيتان في R]×[‏ . إذن (×)۸(×)ع(طة/08)=(×)٤‏ مما يؤدي إلى أن 
(×) )×( بعقه-(«)اطة . ولكن (×),۸(×) ,ع بدائية استناداً إلى تمهيدية )۴-١١-۳(‏ لذا فإن 
محتوى الجانب الأيمن يساوي 8 لا كانت (۸) ۴ بدائية؛ فإن محتوى الجانب الأيسر يساوي 
طة . وبالتالي نستنتج أن داه 8ه ومن ثم فإن (),ط(*),ع-()؛ ونكون بذلك قد حصلنا على 
تحليل غير تافه لكثيرة الحدود (:)؟ في [×]۸ وهو مناقض للفرض . لاحظ أن التحليل غير تافه 
لأن درجة كل من (*),ع و (*),طتساوي درجة (×)ع ,(8) على الترتيب أي أنههما لا يمكن أن 
تكو نافحدتين في [×]۸ (انظر مسألة 5) . نترك الجزء الآخر من التمهيدية كتمرين للقارىء . 


مهيدية )0-١١-7(‏ 
إذا كانت ۸۴ حلقة وحيدة التحليل وكانت ( م كثيرة حدود بدائية فى :5 ۸ » 
فمن ا ممكن نحليلها وبصورة وحيدة إلى حاصل ضرب عناصر غير مختزلة في [:ا ۸ . 


الرهان 
عند اعتبار («) م عنصراً في [×]۴ فإنه» استناداً إلى تمهيدية ٩-۳(‏ - 5) يمكن 
تحليله على الصيغة (*) يم ... «) رم = (5) موحيث (×) رم , («)رم ,..., («).م عناصر غير 


مختزلة في [×]۴. كل من ,2/(*) ,1 - (*) , محيث (×) في [×] ۸و ,2 في ۸ . وبالإضافة 
إلى ذلك (×) , و ٥,‏ = © ,۴ حيث (۴) »= ٠,‏ ر (×) وبدائية في[×] ۸ . لذا 00-٠,‏ رم 
٩ , )۸(/ 4,‏ حيث 60 في R‏ و(×) ,و بدائية في [×] ۸ . لما كانت («), مغير مختزلة في 
1 ۴ فإن (*) ,و يجب أن تكون غير مختزلة في [×] ۸ وباستعمال تمهيدية )4-1١-0‏ 
نستنتج أن (») ,و غير مختزلة في [×] ۸ . 

الآن 

CC, -© 
p(x)=p,(x)...p, (x)= Eta, q,(*)...4, (x) 


مما يؤدي إلى أن(×) .رو...(5) رويه ...يعنت = (»«)م,ة...يهرة . بيد آن )م بدائية» وكذلك 
,و ٠...٠‏ (),و إذن محتوى الجانب الأيسر هو يه...رةرة والجانب الأيمن هو 
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ر ما يجيعل ...| = ,...يةبةومن ثم (×)4...(×),٩=(×)م‏ . بذا نكون قد 
حللنا (×)م في [×]۸ إلى حاصل ضرب عناصر غير ختزلة . 

ونسأل الآن: هل من الممكن تحليل (×)م بطريقة أخرى؟ .إذا كانت (00(...)5),-(»)م 
حيث (*): غير مختزلة في [×]۸ . ولا كانت (×)م بدائية فإنه يجب أن تكون كل من 
() بدائية وبالتالي غير مختزلةني [×]۴ وفقاً لتمهيدية .)4-١1-6(‏ ولكن [×]۴ حلقة وحيدة 
التحليل حسب تهيدية (0-9-1)/ فنستنتج أن 1-1 . وبعد إعادة الترتيب 
(,9-(): (بغض النظر عن الشركاء) وبناءاً عليه يكون للعنصر (0م تحليل وحيد إلى 
حاصل ضرب عناصر غير مختزلة في [:]8 . 

الآن نكون قد جمعنا المعلومات الضرورية لإثبات المبرهئة الرئيسة في هذا البند. 


مبرهنة (1-11-7) 

إذا كانت ۸ حلقة وحيدة التحليل فكذلك تكون [:]8 . 
البرهان 

لیکن (؛ عنصراً اختيارياً في [×]۴ . يمكننا كتابة (*)! بطريقة وحيدة على 
الشكل ٤)×(=,)×(‏ حيث 0)9-ه في ۸ و ٤)١‏ بدائية في [×]۸ . وفقاً لتمهيدية (۱۱-۳-ه) 
يمكن تحليل («),؛ بصورة وحيدة إلى حاصل ضرب عناصر غير مختزلة 
في [×]۸ . وماذا عن العنصر ء ؟ لو فرضنا أن () (x(a)...‏ رده في R]×[‏ » فإن 

. 0=deg c=deg(a,(x))+deg(a,(x)) +... + (0«)بية)وعك‎ 

إذن يجب أن تكون درجة أي من (×),ه صفرأًء أي أنه عنصر في ۸ . وبعبارة أخرى يكون 
التحليل الوحيد للعنصر ء كعنصر في [*]۴ هو على شكل حاصل ضرب 
عناصر في ۸ . وعلى وجه الخصوص يبقى العنصر غير المختزل في ۴ عنصراً غير 
مختزل في [×]۸ . ولا كانت ۸ حلقة وحيدة التحليل» فإن » تتحلل بصورة وحيدة إلى حاصل 
ضرب عناصر غير مختزلة في 8 وبالتالي في [×] . 

عند وضعنا في نظر الاعتبار التحليل الوحيد للعنصر (۸)؟ إلى »f,)×(‏ حيث 
(«),5 بدائية وءني ۸ والتحليل الوحيد للعنصر ء والعنصر (*),؛ نكون قد أثبتنا 


ما نريده في هذه المبرهنة . 


۷۸ مواضيع في الجبر 


إذا كانت ۸ حلقة وحيدة التحليلء فإن [,×]۸= ,۸ حلقة وحيدة التحليل كذلك. 
لذا [ر×,ر×]۸=[ر×],۸,=۸ تكون حلقة وحيدة التحليل. وبالاستمرار على هذا النمط 
نحصل عل : 
نتيجة )١(‏ 

إذا كانت ۸ حلقة وحيدة التحليل فكذلك [...., ,1 . 
هناك حالة خاصة من نتيجة ١‏ مهمة بحد ذاتها وهى : 
نتيجة (۲) ۰ 


إذا کان حقلًا فإن [,٭,..., ]۴ حلقة وحيدة التحليل . 


مسائل 
١‏ - برهن على أن [×]8 حلقة إبدالية بعنصر وحدة إذا كانت ۸ كذلك . 
*- يقن قل أن واه R=‏ حيث (رأء....,) تبديل من 


hre) 
إذا كانت ۸ حلقة تامة فبرهن على أن‎ ۳ 
deg(f(x)g(x)) = deg(f(x))+deg(g(%)) 
. R]×[ 0ه في‎ . ٤)×( حيث‎ 
إذا كانت ۸ حلقة تامة بعنصر وحدة فبرهن على أن أية وحدة في [×]۴ هي‎ - 4 
1 . 2 وحدة في‎ 
هه لتكن ۸ حلقة إبدالية لا تحوي عناصر معدومة القوة غير صفرية (أي‎ 
R[x] تقتضى 3-0 ). إذا كانت "*,a+...+xرa+رf(«x)=a في‎ "=0 
. قاس للصفر. فبرهن عل أنه يرجد غتضر 0ا في ۸ بحيك 0د رهدات...- هناد رق‎ 
. حل المسألة ه بحذف فرضية أن ۸ لا تحوي عناصر معدومة القوة غير صفرية‎ "5 
a, +a,x+...+a x" إذا كانت ۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة فرهن على أن‎ ¥ 
في [:]8 له معكوس ضري في [×]۸ (بمعنى أنه وحلة في [×]۸ ) إذا وفقط‎ 
إذا كان رة وحدة في ۸ وكانت ,3,...., عناصر معدومة القوة.‎ 
. برهن على أنه إذا كان ۴ حقلا فإن [,.,*]5 ليست حلقة رئيسة المثالي‎ - ۸ 
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9- برهن بالتفصيل تمهيدية 3-١١-8«‏ ونتيجتها. 
- (ا) إذا كانت 8 حلقة وحيدة التحليل فبرهن على أنه يمكن كتابة أي 
عنصر ٤)×(‏ في [<]8 على الشكل (*«),4ه-(«)! حيث 3 في ۸ و ٤,)×(‏ بدائية . 

(ب) برهن على أن التحليل في الجزء () وحيد (بغض النظر عن الشركاء) . 

-١‏ إذا كانت ۸ حلقة تامة وكان ۴ حقل خوارج القسمة لها. فبرهن على أنه يمكن كتابة 
أي عنصر (*1 في [×]۴ على الصيغة «/(*«),؟-(*)1 حيث ()ر؟ في 
R>]‏ و في R‏ . 

۲ - برهن على الجزء العكسي في تمهيدية .)٤-۱١-۳(‏ 

۳ - برهن على النتيجة الثانية لممرهنة )١-١١-۳(‏ . 

4 - برهن على أن أية حلقة رئيسة المثالي هي حلقة وحيدة التحليل. 

فا إا كانت #اجلقة الأعداد. الصصيحة فبرهن على أن [,× 78 
التحليل. 


مسائل إضافية 

١‏ لتكن ۸ حلقة إبدالية. يقال عن مثالي 8 من ۸ إنه مثالي أولي إذا كان 
لأي عنصرين 6,8 في ۸ بحيث 3068 يقتضى أن 262 أو 06۲ . برهن على 
أن 8 مثالي أولي في ۸ إذا وفقط إذا كانت 2/8 حلقة تامة . 

؟ - لتكن ۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة. برهن على أن كل مشالي أعظمي في 
© هو مثالي أولي . 00 1 

٣‏ - أعط مثالا على حلقة تحوي مثاليا أوليا ولكنه ليس أعظميا. 

٤‏ - إذا كانت 8 حلقة إبدالية منتهية (بمعنى أنها تحوي عدداً مُنتهياً من العناصر) بعنصر 
وحدق فبرهن على أن كل مثالي أولي في ۸ هو مثالي أعظمي . 

. 5]:[ ۔ إذا كان ۴ حقلا فبرهن على أن [×]۴ یہاٹل‎ ٥ 

كه ااا جميع التماثلات الذاتية ه للحلقة [×]۴ والتي تحقق العلاقة ؟=()0 
لكل عنصر ؛ في ۴ . 


۸۰ مواضيع في الجبر 


- إذا كانت ۸ حلقة إبدالية و مجموعة كل العناصر × في ۸ بحيث أن 0="× 
er‏ سيت يد 
( 1 ) × مثالي في +1 
(ب) في ۸=/۸ إذا كان 0="(٭) لعدد ما م فإن 5-0 , 
4- لتكن ۸ حلقةً إبداليةٌ وه مثالياً في ۸ . إذا كانت N)4(‏ مجموعة العناصر 
× في ۸ بحيث 64" حيث 7 عدد صحيح اختياري . فبرهن على أن 
)١(‏ (ى)لا مثالي في +1 يحتوي ۸ 
)ب( N(N(A))=N(۸A)‏ 
يدعى N)۸(‏ جذر (اaزلra)‏ المخالي .A‏ 
9- لتكن ,2 حلقة الأعداد الصحيحة قياس « . صف المثالي ١‏ (المذكور في مسألة ۷) في 
الحلقة ,2 بدلالة هم . 
-١‏ إذا كان ۸ و8 مثاليين في حلقة ۸ بحيث (0)-808 . فبرهن على أنه لكل 
a‏ في 4 و طني 8 يجب أن يكون 30-0 . 
2 لتكن ۴۸ حلقة و(2)8 مجموعة كل العناصر × في ۸ بحيث »لاد« لجميع 
العناصر رفي ۴ . برهن على أن (2)1 حلقة جزئية من ۸ . 
۲ - إذا كانت ۸ حلقة قسمة فبرهن على أن (2)8 حقلل. 
ت أوجد كثيرة حدود من الدرجة الثالثة غير مختزلة على حلقة الأعداد الصحيحة 
قياس 3» ثم استعملها لبناء حقل يحوي سبعة وعشرين عنصراً. 
-٤‏ کون حقلا يحوي 16+ عنصراً. 


1 - إذا كان حقلاً e Fey‏ («ام. فبرهن على أنه في ا حلقة 3 


يكون المثالي اكش ا اا للمثالي (0) إذا وفقطإذا كانت 
)م للا تقبل القسمة على مربع كثيرة حدود. 

- برهن على آن كثيرة الحدود| *«+'ر+«+1-(»)) مختزلة على أي حقل 

۷ - برهن على أن كثيرة الحدود 4+2+2<-()1 غير مختزلة على حقل الأعداد النسبية . 


نظرية الحلقات 41" 


4- إذا كان #احقلا منتهيا فرهن عل أن ميزه يجب أن يكون عدداً أوليًا م 
وأن ۴ يحوي على "ممن العناصر فقط. حيث ١‏ عدد صحيح . أثبت أيضا 
أن =a‏ "۾ لكل ۾ في 5 
4 برهن على أن أي مثالي غير صفري في حلقة أعداد جاوس الصحيحة 
[213 ب أن يغوي عدداً صحيحاً موجباً. 
۰ ۔ إذا كانت ۸ حلقة فيها -*8 لكل ۾ في ۸ . فبرهن على أن ۸ يجب أن تكون إبدالية . 
١‏ - إذا كانت ۸ و '۸ حلقتين و0 تطبيق من ۸ إلى '۸ يحقق : 
)×+y(=0)×(+4)y( )1(‏ لكل :لاني 8 . 
(ب) (900()+ أو (0(90)ن-(402 » فبرهن على أنه لكل هط في 
8 (0)#(ة)ف-(طه)م أو أنه لكل 4,ط في ۸ ()0(9)ف-(0ة)؟ . 
(تلميح: لكل ۾ في ۴ دع 50000 ) ش02 
و [()009+ )22ح V,=‏ (. 
۲ - إذا كانت ۴۸ حلقة بعنصر الوحدة 1 وفيها 207 -”(اة) لجميع 3 في 
۸ . فبرهن على أن ۸ حلقة إبدالية . 
۴ - أورد مشالاً على حلقة غير إبدالية (طبعاً بدون عنصر وحدة 1 ) والتي فيها 
02 -*(0اة) لجميع العناصر 6,3 في ۸ . 
-٤‏ () لتكن ۸ حلقة بعنصر الوحدة 1 بحيث (2ط)=”(ط) لجميع 
العناصر 6,8 في ۸ . برهن على أن ۸ إبدالية إذا كانت 26-0 تقتضى 
0-< لكل :في 8 . ١‏ 
(ب) بين أن النتيجة في (ا) تكون خاطئة إذا كانت 2-0 لعنصر ما 
دفي R‏ . 
(ج) إذا كان 2-0 يقتضى أن 0=× في ۸ فبين أن النتيجة في )١(‏ تكون خطأ إذا 
كائيق شرق عتصر وسقة. 
-٠‏ إذا كانت 8 حلقة فيها 0-"«تقتضي أن x×=0‏ وإذا كان ”ط4=”(طa)‏ لجميع 
العناصر 6,3 في ۸ . فبرهن على أن ۸ يجب أن تكون إبدالية . 


A۲‏ مواضيع في الجبر 


15 إذا كانت ۸ حلقة فيها 0-": تقتضي أن 0=× . إذا كان (ط)=”(ط) لجميع 
العناصر 6,3 في ۴ . فبرهن على أن ۸ يجب أن تكون إبدالية . 

۷- إذا كانت رع > يم »...غيم أعداداً أولية غُتلفة وكانت 
,۶= . فيرهن على أنه في الحلقة ,2 يوجد بالتحديد “2 من العناصر 
ه التى تحقق العلاقة ه-2م . 

ا کون كثيرة .حذوذ ٩)0‏ معاملاتها أعداد صحيحة بحيث يمكننا حل 
التطابق 0=(×) قياس م لأي عدد أولي م بين] لا يوجد حل للمعادلة ٩)×(-0‏ في 
الأعداد النسبية . 
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فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية 
© مفاهيم أساسية © الاستقلال الخطي والأساسات 
@ الفضاءات الثنوية ىأ فضاءات الضرب الداخلي 
© الفضاءات الحلقية . 


فى الفصلين الماضيين» قلّمنا الزمر والحلقات وقد دفعنا إلى دراسة الزمر مجموعة التطبيقات 
الأحادية لمجموعة على نفسها أما الحلقات فتكمن جذورها في مجموعة الأعداد الصحيحة. 
إن النموذج الجبري الثالث الذي لع بدراسته ‏ وهو فضاء المتجهات (ع20م5 :06010 ) - 
يرجع أصله في الغالب إلى مواضيع في الفيزياء والهندسة . 


إن وصف فضاء المتجهات سيذكرنا بالزمر والحلقات ‏ بل إن جزءا من بنيته هو زمرة 
إبدالية ‏ ولكن فضاء المتجهات يختلف عن سابقيه من البنى الجبرية في أن إحدى العمليات 
المعرفة عليه تستعمل عناصر خارج المجموعة نفسها. سوف تتضح هذه الملاحظات حين 
نقدّم تعريف فضاء المتجهات . 


إن أهمية فضاءات المتجهات تعود إلى حقيقة أن الكثير من النماذج التي تظهر في حلول 
مسائل معيّنة تبدو على شكل فضاءات متجهات . لهذا السبب فإن المفاهيم الأساسية التي 
تتضمنها هذه الفضاءات ها خاصة الشمولية» وسوف نواجهها في مواضع مختلفة . من بين 
هذه الأفكار الأساسية هي الارتباط الخطي والأساس والبعد والتي سوف ندرسها في هذا 
الفصل . إن هذه الأفكار تعتبر وسائل قوية وفعالة في جميع فروع الرياضيات وسوف نستعين 
بها في العديد من المواقع الرئيسة من الفصل الخامس الذي يُعنى بدراسة نظرية الحقول. 


YAY 


0 مواضيع في الجبر 


إن الفصل السادس من هذا الكتاب سيخصص لدراسة التشاكلات من فضاء 
متجهات إلى آخر (أو إلى نفسه). والتي لا يمكن الاستغناء عنها في دراسة متكاملة 


في الجزء الأخير من هذا الفصل سوف نعمم فكرة فضاءات المتجهات إلى الفضاءات 
الحلقية . وعموماً تعتبر الفضاءات الحلقية فضاءات متجهات على حلقة بدلاً من حقل . سوف 
نثبت الميرهنة الأساسية للفضاءات الحلقية المنتهية التوليد على الحلقات الإقليديه. هذه 
المبرهنة سوف تعطينا وصفاً كاملا لِبنْيّة الزمر الإبدالية المولّدة بعدد منته من العناصر. 


)۱-٤(‏ مفاهيم أساسية 
تعريف 
يقال عن جموعة غير خالية ۷ إنہا فضاء متجهات (60ةمة <ماء6) على 
حقل ۴ إذا كانت ۷ زمرة إبدالية بالنسبة إلى عملية نرمز ها بالرمز + وإذا كان لاي 
عنصر © في ”1و ۷ في ۷ يوجد عنصر في ۷ نكتبه على الصيغة 07 ويحقق ما يلي : 


a(v+w)=av+aw را‎ 

(a+B)v=av+Bv س2‎ 

a(8v)=(aB)v ر‎ 

11 ا‎ (٤) 

لكل العناصر ©,6 فی ۴ و w۷‏ في ۷ رحيث 1 قثل عنصر الوحدة في ۴ بالنسبة إلى عملية 
الضرب) . 


لاحظ في المسلّمة )١(‏ أعلاه العملية + هي تلك المعرفة على ۷ بينه) في الجانب الأيسر 
من المسلّمة (۲)» العملية + هي المعرفة على الحقل # والجانب الأيمن 
هي عملية ۷ . 


فيه| سيأتي ستعتمد الرموز التالية : 


ا) الحرف ۴ يرمز للحقل . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية YA‏ 


ب) الحروف اليونانية الصغيرة ترمز لعناصر الحقل ۴ والتي سندعوها قياسيات . 

ج) الحروف اللاتينية الكبيرة ترمز لفضاءات متجهة على ۴ . 

د) الحروف اللاتينية الصغيرة ترمز لعناصر فضاءات المتجهات والتي سوف ندعوها 
متحهات (1015ء6) . 


إذا نظرنا إلى ۷ على أنه زمرة إبدالية بالنسبة للعملية + وأهملنا العملية الأخرى 
فا مسلمة )١(‏ تنص على أن ضرب عناصر ۷ بقياسي معين » يعرف تشاكلا من الزمرة 
الإبدالية ۷ إلى نفسها. سنبين في تمهيدية )1-١-4(‏ أنه إذا كان 0+» فإن هذا التشاكل هو 
تائل من لاعلى ۷ . 


هذا يدل على أن وجوهاً كثيرة من نظرية فضاءات المتجهات (ومن الحلقات أيضا) 
يمكن تطويرها كجزء من نظرية الزمر لو أننا عممنا فكرة الزمرة إلى الزمرة 
مع مؤثرات (612]015م0 814 مداورع) . وبالنسبة للطلبة الذين اعتادوا على شيء من الجر 
المجردء هذه هي وجهة النظر المفضّلة ولكننا افترضنا أن القارىء لم يألف الجبر المجرد مما 
جعلنا نشعر أن هذه الوسيلة قد تقودنا إلى دخول مفاجيء إلى أفكار المادة دون أن تكون 
خبرتنا هي مرشدنا إلى ذلك . 


مثال )۱-۱-٤(‏ 
لیکن ,1 حقلين بحيث إن حقل جزئي من × . يمكننا اعتبار × فضاء 
متجهات على باتخاذنا عملية الجمع في × كعملية + لهذا الفضاء وبتعريف ۷ه 
لعنصر » في ۴ و ني × على أنه حاصل الضرب ۷ه كعناصر من الحقل × . 
عندئذ تتحقق المسلمات ٠٠۲١١‏ لفضاء المتجهات كنتيجة من قانون التوزيع الأيمن وقانون 

التوزيع الأيسر وقانون التجميع على الترتيب والتي تتحقق باعتبار × حلقة . 


مثال (٤-۱د۲)‏ 
لیکن 7 حقلا ولا جميع العديدات من رتبة « (,,...,,») حيث به في ۴ . 


1۸٦‏ مواضيع في الجبر 


يكون العنصران )مه 2 (a,‏ و )م8 552 (f,‏ متساويين إذا وفقط إذا کان 
حب لكل ...,1=1,2. 


الآن نعرف العمليات اللازمة على ۷ لنجعل منه فضاء متجهات على ۴ 
كالتالي: 
)1( (رقخيه....رية+يه, (BB) > (a +B‏ لي6,...رره) 
)۳( (يهلا.....ب6) -(يه 585 ٧)٩‏ لجميع : 

من السهل أن نتحقق من أن ۷ بالعمليتين أعلاه هو فضاء متجهات على 
۴ ونرمز له بالرمز "۴ , 


مثال )۳-۱-٤(‏ 
لیکن ۴ حقلا ما وهي [×|۴ مجموعة كثيرات الحدود في × على ۴ .مع 
عوالية الجمع لكثيرات الحدود وعملية ضرب كثير حدود بعنصر من ۴ يكون 

[<]5 فضاء متجهات على ۴ . 


مثال )4-١-4(‏ 
في [×]۴ لتكن ,لا مجموعة كثيرات الحدود التي درجتها أقل من « . باستعمال 
عملية الجمع العتادة لكثيرات الحدود وكذلك الضرب بعنصر من ۴يكون ۷ 

فضاء متجهات على ۴ . 
ونسأل الآن: ما هي العلاقة بين المثال )4-١-5(‏ والمثال (4-١1-؟)؟‏ كل عنصر من 
,اهو على الشكل کر و کی 6,» . إذا طبقنا هذا العنصر على 


(_م©.....,».ي0) في ۴۳ يمكننا توقع تمائل ,مع "۴ وذلك بعد أن نعرّف التشاكل والتهاثل 
بين فضاءات المتجهات . 
تعريف 


إذا كانت ۷ مجموعة جزئية من فضاء ا متجهات ۷ على ۴ فيقال إن W‏ 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية YAY‏ 


فضاء جزئي (206مواداة) من ۷ إذا كونت ۷ فضاء متجهات على ۴ بالنسبة 
للعمليات ا معرفة على ۷ 5 


وبعبارة مكافئة يقال إن ۷ فضاء جزئي من ۷ إذا كان ۷٤ر«‏ 8+ سه لأي 
عنصرين Wy:‏ في الاو »,قفي F‏ 5 


لاحظ أن فضاء المتجهات ا معرف في مثال )4-١-4(‏ هو فضاء جزئي من الذي عُرّف 
في مثال .)”-١1-4(‏ يمكن للقارىء أن يجد أمثلة أخرى على فضاءات المتجهات 
والفضاءات الجزئية في المسائل التي تلي هذا البند. 


تعريف 
إذا كان ذا ,۷ فضائي متجهات على ۴ فيقال عن التطبيق 7 من نا إلى ۷ 
إنه تشاكل (”ء¡†مor )hom om‏ إذا كان 


(u, Fu,)T=u, TFu,T 0)‏ 
فم (au, )JT=a(u,T)‏ 
جميع العناصر ,ناءرنا في لا و © في ۴ . 


كما حصل في تماذجنا السابقة فإن التشاكل هو تطبيق يحفظ البنية الجبرية للنظام . إذا 
كان التشاكل 7 تطبيقا أحاديا فيسمى تماثلا. تعرف نواة 7 على أنها المجموعة 
(0-آنا|ن]ا6ن) حيث 0هو العنصر المحايد لعملية الجمع في ۷ . إن نواة 1 هي فضاء 
جزئي من لا ويكون ۲ تماثلا إذا وفقط إذا كانت نواته تساوي (0) (نترك البرهان كتمرين 
للقارىء) . يقال عن فضائي متجهات إن متماثلان إذا وجد تمائل من أحدها على الآخر. 


سنرمز لمجموعة التشاكلات من ا إلى ۷ بالرمز (/1[,9) ٥۳‏ وسنهتم بصورة خاصة 
بالمجموعتين (5,نآ) Hom‏ ,(نا,نا) Hom‏ . سنقوم بدراسة أولى المجموعتين أدناه أما الثانية 
والتي يمكن البرهان على أنها حلقة فتسمى حلقة التحويلات 


YAR‏ مواضيع في الجبر 


)ring of linear transformations)‏ على 1ا . ستخصص جزءا كبيرا من هذا 
الكتاب لدراسة (لآ,لا) 10۳ بصورة مفصلة . 


الآن نبدأ دراستنا بتمهيدية حول العمليات في فضاءات المتجهات والتي تسهل علينا 
إجراء بعض الحسابات البسيطة. في منطوق التمهيدية 0 يمشل صفر عملية 


تمهيدية (1-1-4) 
إذا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ فإن 
0 0-0 لكل a‏ في ۴ . 
20 0-0 لكل ۷ فی ۷ 
۳( (۷ه)-=۷(-) لكل » فی ۴ و۷ ی ۷ 5 
69 إذا كان ۷0 فإن 00-0 تقتضي أن 0= . 
الرهان 
إن البرهان سهل جداً ويتبع الخطوات نفسها التي اتبعناها لبرهنة نتائج ممائلة في 
الحلقات. 
لذا فسنتجنب التفاصيل ونقدم البرهان مختصرا: 
)١(‏ لما كان 
a0=a(0+0)=a0+a0‏ 
فإننا نجد أن 
00-0 
(۲) لما كان 
01+01 - 0(1-+0) - بو 
فإننا نجد أن 


0۷=0 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۸۹ 


(5) لما كان 
0=(a+(-a))v=av+(-a)v‏ 
فإننا نجد 
)(=a)v=¬-)av(‏ 
)٤(‏ إذا كان v=0‏ ,#0 . فإن 


7ن[ ع وزو أت )- ربو) !مون ع0 


إن التمهيدية التي انتهينا من برهانها تبين أن الضرب بالعنصر الصفري في 
۷ أو بالعنصر الصفري في ۴ ينتج عنه العنصر الصفري في ۷ . لذا فإننا سنستعمل الرمز 
تقس الكل العتضريق الصفرين دوق آل يسبب ذلك سارىم 


إذا كان ۷ فضاء متجهات على ۷,۴ فضاءاً جزئياً من ۷ فباعتبارهما محرد زمرتين 
إبداليتين ننشىء الزمرة الخارجة ۷/۷ التى عناصرها المجموعات المشاركة ۷+۷ 
ك ق 1 .. إن إبداليةعملية المع روما با ق لقصل التاق في نظرية ازمر 
يبجعلان ۷/۷ زمرة إبدالية. . الآن نجعل من ۷/۷ فضاء متجهات ومن أجل 
ذلك نعرف (۷+۷)» على أنه ۷+۷ حيث ٤۷/۷‏ ۷+۷ و €۴ . کا هو معتاد يجب أن 
نشبت أن العملية أعلاه حسنة التعريف. أي إذا كان ۷+ ۷= ۷+۷ فإن 
(/ا+'0)ه-(لا+)0 . ومن أجل ذلك لاحظ أن “سن في W۷‏ لان 
۷+ ۷= ۷+۷ . ولكن ۷ فضاء جزئي مما يجعل ('۷-»)» في ۷ . باستعمال الجزء ۳ من 
تمهيدية )١-١-٤(‏ (انظر مسألة١)‏ نجد أن W)»-«ه‏ أي أن 
av +N =a +3/‏ . وهكذا )v+W(=uv+W = +¥ =a) + W(‏ ما يثبت أن هذه 
الما جم اررق 


إن التحقق من استيفاء ۷/۷ لحميع شروط فضاء المتجهات أمر رتيب نتركه 
للقارىء. بها سبق نكون قد برهنا على التمهيدية الآتية : 


۹۰ مواضيع في الجبر 


تمهيدية (1-1-4) 

إذا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ و ۷ فضاء جزئيا من ۷ » فإن ۷/۷ 
فضاء متجهات على ۴ بحيث إنه لأي عنصرين ۷+ /,/1آ1+ر/ في ۷/۷ ولأي 
© في ۴ يكون 
(v, F W)+(vy + W)=(v, Fv) FW 0)‏ 
س2 a(v, FW)=av, F+W‏ 
يطلق على ۷/W‏ الفضاء ا خارج space‏ 7ع ]هناو من 17 على W‏ . 

الآن نذكر مبرهنة التشاكل الأولى لفضاءات المتجهات بدون برهان ولكننا ندعو 
القارىء للعودة إلى برهان ميرهنة )١-۷-۲(‏ . 


مبرهنة (1-1-4) 
إذا كان 7 تشاكلا من ذا على ۷ نواته ۷ » فإن ۷ ييإثل /لا/لا . وبالعكس 
إذا كان لا فضاء متجهات و ۷ فضاءً جزئياً من لا فيوجد تشاكل من ذا على 1/۷ . 


يجد القارىء مبرهنات التشاكل الأخرى في المسائل التى تلى هذا البند. 


تعريف 
لیکن 7 فضاء متجهات على ۴ و رلا,..., ,لافضاءات جزئية في ۷ ءَ يقال 
عن 7 إنه ا جمع ا مباشر الداخلي )internal direct sum)‏ للفضاءات ,1,..., ,لآ إذا أمكن 
كتابة كل عنصر ۷ في ۷ بطريقة وحيدة فقط على الصيغة نا+...+ينط+ ناعم 
حيث لأ6.نا . 
لتكن ,7,....,/افضاءات متجهات على ۷,۴ مجموعة العديدات (,۷....۷) 
من رتبة « » حيث ,في ;۷ . يكون العنصران (#....ى7) ول۷ ۷) من 


۷ متساويين إذا وفقط إذا كان ,"الكل 1 . نعرّف حاصل الجمع لعنصرين 
من ۷ بالطريقة التالية : 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۳۹۱ 


وأخيراً إذا كان » في ۴ ول#.....,)) في ۷ نعرف (۷...۷)» على أنه 


a (OV OV ,۷ )م‎ 


ا 
من السهل التحقق من أن العمليات المعرّفة على ۷ أعلاه تجعل منه فضاء متجهات 
على .F‏ ندعو ۷ الجمع المباشر الخارجي للفضاءات 8 it‏ بلاونرمز لذلك بكتابة 

V=V ©...© 


مبرهنة )7-1١-4(‏ 
إذا كان ۷ يساوي ا جمسع ا مباشر الداخلي للفضاءات ا جزئية ,لآ 85 
فإن ۷ يبائل ا جمع المباشر ا خارجي لفضاءات ا متجهات U,‏ د U,‏ 5 


البرهان 

إذا كان ۷ في ۷ فإنه من الفرض يمكن كتابته بصورة وحيدة على الشكل 
٣...۳‏ ر٣‏ =۷ حیٹ ,د في إلا » نعرف التطبيق 7 من 7 إلى U®...@U,‏ 
على النحو (منا....,رنا)>1؟ . التطبيق 1 حسن التعريف لأن له تمثيل وحيد على الصيغة 
أعلاه ومن الواضح أن 7 غامر ذلك لأن أي عنصر اختياري (,....,,8) في 
,1...0 يساوي ۷۲ حيث ,۷+...+ ,=« في ۷ . نترك للقارىء برهان أن 
7 أحادي وأنه تشاكل . 


الباشر, دون ن أن نذكر كونه غاريياً 1 داخلياً. 


مسائل 
-١‏ بين أنه في فضاء المتجهات يكون «-بى- (-0)ن . 
۲ - برهن على أن فضائي المتجهات المذكورين في المثال 4-١-5‏ والمثال ۲-٠-٤‏ متماثلان . 
۳- برهن على أن نواة التشاكل تكون فضاء جزئياً. 


4۲ مواضيع في الجبر 


4 - (۱) إذا كان ۴ حقل الأعداد الحقيقية فبين أن مجموعة الدوال المتصلة حقيقية القيم 
المعرفة على الفترة ا مغلقة [0,1] تكون فضاء متجهات على ۴ . 
(ب) برهن على أن الدوال التي توجد مشتقاتها من رتبة ١‏ من الدوال المذكورة في الجزء 
(ا) تكون فضاء جزئياً لقيم ...,5-1,2 . 
ه )١(‏ لیکن ۴ حقل الأعداد الحقيقية و ۷ مجموعة المتتابعات (..., ...ر4 3) 
حيث ,8 في ۴ حيث إن المساواة والجمع والضرب لعنصر من الحقل معرفة عن 
طريق المركبات ,ة . برهن على أن ۷ فضاء متجهات على ۴ . 


(ب) لتكن ۷ المجموعة [0-,3 هنذا|/ا 6(....,ة.....,3)] . برهن على أن ۷ 
(ج) لتكن (* >2 |3,,...,4,,...(6۷) )=1 . برهن على أن نا فضاء 


جزئي من 7 وأنه محتوى في ۷ . 

5 - إذا كان نآ,/ا فضائي متجهات على ۴ فعرف عمليتي الجمع والضرب بعنصر من 
الحقل في (110:2)1[,77 كي تكون (1100)11,7 فضاء متجهات على ۴ . 

* - باستعهال نتيجة المسألة ‏ برهن على أن (77)م,”م)ووةة يواثل فضاء 


المتتجهات ۴۳ . 
4- إذا کان :<ه . فرهن على أنه يوجد تشاكل من ”على ۴ نواته ۷ 
>" 
4- إذا كان ۷0 في ۴ . فبرهن على أنه يوجد عنصر 7 في (1100)52"7,5 بحيث 
VT#0‏ . 


Hom (Hon (F",F),F) برهن على وجود تمائل من ”۴ إلى‎ - ٠ 

1- إذا كان 188.1 فضائيين جزئيين من ۷ . فرهن على أن 
U, WE W}‏ نار »+ =u‏ | 17 138+ [] فضاء جزئي في ۷ . 

- برهن على أن تقاطع فضائين جزئيين من ۷ هو فضاء جزئي من ۷ . 

1١‏ - إذا كان 8,4 فضائين جزئيين من ۷ فرهن على أن 4+8(/8) ياثل 
AKANB)‏ . 


2 


- ٥ 


¥ 


a 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية 4۳ 


إذا كان 7 تشاكلاً من ا على ۷ نواته ۷ . فبرهن على وجود تقابل أحادي بين 
الفضاءات الحزئية من ۷ والفضاءات الجزئية من لا التى تحوي ¥ . 

ليكن ۷ فضاء متجهات على #واسية قامات جزئية من 
¥ ى ولتش رض أن ¥ ع يحبا وي مسألة١١)‏ وأن 
NF FV =<)‏ الكل ه ,12 . برهن 
على أن ۷ هو الجمع المباشر الداخلي للفضاءات الجحزئية N.‏ 

ليكن ,۷=۷,©...©۷ . برهن على أن ۷ يحوي فضاءات جزئية ,۷ تماثل ,۷ 
بحيت أن ۷ يساوي الجمع المباشر الداخلي للفضاءات ,۷ . 

لشعرف 7 على ٣۴2‏ بواسطة (ر »«ة + +x,‏ عنه) > (xx,‏ حيث 
إن 8,۲,8,» عناصر ثابتة في ۴ . 

() برهن على أن 7 تشاكل من © إلى نفسه . 

(ب) أوجد شروطاً ضرورية وكافية على 8,۷,8,» كي تجعل تمائلا . 

لنعرّف 7 على 503 بواسطة 


١ وري + ر3۳ ماج ك0 ك0 ل‎ LS) 


20 31 2 22 1 239 
أثبت أن 7 تشاكل عق 10إل نفسه وعيق شروطا ضرورية وقافية عل 
0 کي ES‏ 


لیکن 1 تفال من ¥ إل ¥ . بانست سال ”غرف انا "امن 
Hom (W,F)‏ إلى Hom (V,F)‏ . 

. 5<1 برهن على أن ۴لا یہاٹل ۴۳ لقيم‎ )١( 

(ب) برهن على أن ۴۳لا ياثل 0 . 

إذا كان ۷ فضاء متجهات على حقل غير منته (8610 عانملقما) ۴ . فبرهن على 
أنه ليس بالإمكان كتابة ۷ كاتحاد مجموعات لعدد منته من فضاءات جزئية 
فعلية . 


٤(‏ -۲) الاستقلال الخطي والأساسات 


إذا تفحصنا المثالين )5-١-4(‏ و(5-١-")‏ المذكورين في البند السابق نلاحظ أنه 


۹4 مواضيع في احبر 


بالرغم من وجود العديد من الخواص المشتركة بينهه| فإنه يوجد فرق رئيس بين الإثنين . 

هذا الفرق يبدو في الحقيقة أنه في المثال )5-١-4(‏ يمكننا إيجاد عدد منته من العناصر 
o‏ حك يمكن كتابة كل عنصر كتركيب من هذه العناصر بمعاملات من 
۴ . بين لا توجد مثل هذه المجموعة المنتهية من العناصر في المثال )”-1١-5(‏ . 


الآن نريد أن ندرس» بشيء من التفصيل فضاءات المتجهات التي يمكن 
توليدها بواسطة مجموعة منتهية من العناصر كا هي الحال في مثال .)5-١-5(‏ 


تعريف 

إذا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ و ,'..... ,"في ۷ فيدعى العنصر الذي على 
الشكل e.۷,‏ ,۷ه حیٹ 0 في ۴ ترکیب خطي (linear‏ 
combination)‏ على ۴ للعناصر ise‏ 


إننا سنعمل على حقل ثابت ۴ ونستعمل في أغلب الأحيان عبارة تركيب خطي 
بدلا من تركيب خطلي غل ۴ . كذلك سنكتفي بعبارة فضاء متجهات للدلالة على 

فضاء متجهات على ۴ . 
تعريف 

إذا كانت 5 جموعة جزئية غير خالية من فضاء المتجهات ۷ فإن التوليد 
الخحطي (صهم؟ :ة17|) (1.)5 من المجموعة 5 هو جموعة جميع التركيبات ا خطية 
لجموعات منتهية من عناصر 5 . 


في الحقيقة إننا وضعنا في (1)8 جميع العناصر التي تتطلبها شروط فضاء 
المتجهات. لذا فإنه ليس من الغريب أن نجد التمهيدية الآتية : 


تمهيدية )١-۲-٤(‏ 
(1)5 فضاء جزئي من ۷ . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية 4° 


البرهان 
إذا كان ۷,س في (5)-آ فإن ۳...۳ ,=¥ واماا... + ارعس 
حيث ۰۸ پا في ۴ و $ في 5. 
إذا كان هوق في ۴ فإن 
رامنا ...+ غبه)8+ FAS‏ ... +5 )»بوم +بيه 
F...F(B ty,‏ ا( سب8) +ردزيلله) + ... +5( )ع 


ما يجعل «8 +00 في (1.)5 وبذا يكون (1)8 فضاءاً جزئياً من ۷ . 
إن البرهان على أجزاء التمهيدية التالية سهل جدًا نتركه كتمرين للقاريء . 


تمهيدية (1-7-4) 
إذا كانت 1,5 جموعتين جزئيتين من ۷ » فإن 
-١‏ 5237 يقتضى أن (1.)5(21.)1 . 
L(SUT) - L(S)+L(T) - +‏ 
L(L(S)) = L(S) -‏ . 


قرف 
يقال عن فضاء المتجهات ۷ إنه مُتتهى البعد ةمامع اف-م!ام؟ (على 
۴) إذا فجدت مجموعة جزئية منتهية 5 في ۷ بحيث إن (۷=1)5 . 


لاحظ أن ۴۳ منته البعد على ۴ لأنه إذا كانت 5 تحتوي على المتجهات 
(1,0,...,0(,)0,1,0,...,0(....,)0,0,...,0,1) فإن V=1)8(‏ 
بالرغم من أننا عرفنا المقصود بفضاء المتجهات منتهى البعد فإننالم نعرف معنى 
البعد لفضاء المتجهات . هذا ما سنفعله قريبا. 
تعريف 
إذا كان ۷ فضاء متجهات» نقول إن ,“"...., ,7ف ۷ إنها مرتبطة خطيا 


۹٦‏ مواضيع في الجبر 


(linearly dependent)‏ على I] F‏ وجدّت عناصر ...ةف ۴ لیس جميعها اا 
بحيث إن 0= ,۷ a A AE +A,‏ 


إذا لم تكن المتجهات ,".....,مرتبطة خطيا على ۴ فيقال إنها مستقلة خطياً 
(linearly independent)‏ على 7 . وهنا أيضا سوف نختصر العبارة «مرتبطة خطياً 
على ۴» إلى «مرتبطة خطياء. لاحظ أنه إذا كانت ۷...٠,‏ مستقلة خطياً فلا يمكن 
لأحدها أن يساوي صفراً ذلك أنه لو كان 0= ,۷ على سبيل المثال. فإن: 
0ت 01... 00+01 لكل 0ه في ۴ . 


في من السهولة التحقق من أن (1,0,0) » (0,1,0) و (0,0,1) مستقلة 
خطيا بينم (1,1.0) » (3,1,3) و (5,3,3) مرتبطة خطياً . 

نود أن نشير إلى أن الاستقلال الخطي لا يعتمد على المتجهات فحسب ولكن 
على الحقل أيضا. فعلى سبيل المثال» حقل الأعداد المركبة يعتبر فضاء متجهات على 
حقل الأعداد الحقيقية وهو أيضا فضاء متجهات على حقل الأعداد المركبة. 
العنصران 1= ,۷ و 1-رمستقلان خطياً على الأعداد الحقيقية ولكنهه| مرتبطان خطياً على 
الأعداد المركبة لأن 0 = ي؟(1-) + ,۷ا 


إن مفهوم الارتباط الخطي أسامي ومهم جداً في دراستنا هذه . لذا يجدر بنا النظر 
إلى بعض خصائصه . 


تمهيدية (9-1-4) 
إذا كانت ,'....,,“مستقلة خطياً فإن كل عنصر في توليدها ا خطي له تمثيل وحيد 
على الشكل ,۳۷ ...+ ,۷ ۸ حیٹ في F‏ : 


البرهان 
بالتعريف. كل عنصر في التوليد الخطي هو على الشكل ,ي3+...+رارة . 


كي نبين أن هذا التمثيل وحيد يجب أن نثبت أن 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية 4۷ 


Av... FA VATEY, F.-. Han 
تقتضي أن =۸ رة ...= ۸ . ولكن إذا كان‎ 
Av... FAV SHV, F.H Vn 
فإننا نحصل على‎ 
ال لل- .© والتي تؤدي بالاستعانة‎ +(A2 م3)+...+ وا( ويا-‎ =n )Yn =0 
. 10... =0, بالاستقلال الخطي للعناصر الاقمو إن 0> برح‎ 


إن المبرهنة التالية بالرغم من سهولتها وطبيعتها الخاصة تعتبر مهمة جداً ذلك لأن 
نتائجها تکون أسس الموضوع الذي ندرسه. وسندرج بعض هذه النتائج بعد المبرهنة 
أما الباقي فسيظهر في التمهيديات والمبرهنات بعد ذلك . 


مبرهنة )١-7-4(‏ 
إذا كانت ,....٠,‏ ,“في ۷ فإنها إما أن تكون مستقلة خطيا أو أن أحد النجهات 
8 هوتركيب خطي من ا متجهات التي تسبقه e‏ 


البرهان 

إذا كانث ۷...٠,‏ مستقلة خطياً فليس هناك ما يدعو للبرهان. لذا نفرض 
أن 0 لا ...+ لابه حيث لیس كل ,© تساوي ورا لیکن × أكبر عذد 
صحيح بحيث 0ه . لما كان 0= لقيم )< فان 0حينيه+...+ ۷ه والذي 
يقتضي أن : 


q1 2 5‏ 
بسع( سياه لي -) ...رن =a (avaa...) = (aa)‏ ل 


لأن 0ه . لذا نجد أن »۷هو تركيب خطي من المتجهات التي تسبقه . 


)١( نتيجة‎ 


إذا كانت ,"...., ,"في ۷ تولد ۷ خطياً وكانت »...۷ مستقلة خطيا فإن بإمكاننا 


۹۸ مواضيع في الجبر 


ب چ + عي ا ور عن الصيغة 10 7 لو ...ول 37 نحوي عناصر 


البرهان 

إذا كانت ,۷ 57 ۷ مستقلة خطياً فلا يوجد ما يدعو للبرهان. وفيا عدا ذلك 
لص من أو عتصير يساوي تركيباً خطياً لسابقيه و Û‏ ...مستقلة تخطياً 
فإن »ا<ز . لذا نحصل على المجموعة الحزئية ,۷... Vr jel‏ 
التي تحوي 0-1 من العناصر. من الواضح أن توليدها الخطى مُحْتَوى في ۷ . ولكنا 
سی أله فى ا يناري 9 7 ب لك بيقن تابه ا 


خطى من ,۷ e‏ ولكن في ذلك التركيب الخسطي يمكننا استبدال ۷ 
يتركيب خطي من ,۷...۷ تما يؤدي آل أن هو تزقيت خحطي من 
وز 


بالاستمرار في التخلص من العناصر التي تساوي تركيباً خطياً لسابقيها. نصل 


إلى مجموعة جزئية , ;۷ i ei, a‏ اترا | خطى عاو ۷ . ولكن لا يوجد عنصر 
فيها يساوي تركييا خطياً لسابقيه اققا الل )١-۲-٤(‏ تكون العناصر 
ادس o‏ 86 الامستقلة خطياً 

1 r 

نتيجة (۲) 


إذا كان ۷ فضاء متجهات مُنتهى البعد فإنه يحوي مجموعة منتهية ,۷.....۷ 
من العناصر ا مستقلة حطياً والتى توليدها ا لخطى يساوي ۷ . 


الرهان 

لما كان ۷ منتهي البعد فإنه توليد خحطي لعدد منته من العناصر ,,نا aes‏ 
وفقاً للنتيجة )١(‏ يمكننا إيجاد جموعة جزئية من هذه العناصر ونرمز لعناصرها 
بالرموز ۾٠.....۷‏ بحيث إنها مستقلة خطياً وتوليدها الخطى يساوي ۷ . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية 4۹4 
تعريف 
تدعى ا مجموعة الحخزئية 5سن فضاء ا منجههات 7 آساساً (وتهدة) للقضاء 
۷ إذا كانت عناصر 5 مستقلة خطيا (بمعنى أن أي عدد منته من عناصر 5 مستقل 
خطياً) و (۷=1)8 . 
له التسمية» يمكتنا أن نستبدل نتيجة (۲) بها يلي : 


نتيجة (۳) 
إذا كان ۷ فضاء متجهات منتهى البعد وكانت ا متجهات ۷...٠,‏ تولد ۷ 
فإن جموعة جزئية من ,۷,....,«تكون أساساً للفضاء ۷ . 


إن النتيجة (۳) تؤكد أن فضاء المتجهات المنتهي البعد له أساس يحوي عدداً منتهياً 
من العناصر ,۷,.....۷ . وبالاستعانة بتمهيدية )۳-۲-٤(‏ نستنتج أن كل عنصر في ۷ 
له تمثیل وحيد على الشكل ۷...۳ حیٹ ا ل في ۴ . 


الآن لننظر إلى بعض الاستنتاجات التي يمكننا استخلاصها من الملاحظتين 
السابقتين. لنفرض أن ۷ هو فضاء متجهات منتهي البعد على ۴» كما رأينا سابقا 


لاله ساس 7 557 ٠‏ . لذا أي عنصر في ۷ له تمشيل وحيد على الصنيغة 
ل ...+= . لنعرف تطبيقاً من ۷ إلى “5 يجيعل صورة 
۷+ ...+ ۷,»تساوي (,0,...,,») . بسبب وحدانية التمثيل مهذه الصيغة فإن التطبيق 


يكون حسن التعريف» أحاديا وغامراً ويمكن إثبات أنه يحقق جميع خواص التماثل . 

لذا فإن لاياثل ۴۳ لعدد صحيح ماه حيث إن « هو في الحقيقة. عدد العناصر في 
أساس ما للفضاء ۷ على ۴ . لو كان للفضاء ۷ أساس آخر يحوي " من العناصر 
لكان ۷ یماثل ۴ للأسباب السابقة نفسها. هذا يجعل ۴,۴۳ متماثلين لأن كلا متا 
يعاثل لا . 


یما سبق يبرز السؤال التالي: تحت أي شروط على 0.8« يكون "ام ,لكام 
متهائلين؟ 


۰ مواضيع في الجبر 


إن إدراكنا يدعونا للاعتقاد بأن هذا ممكن فقط في حالة ١=‏ . فلو كان 
۴ حقلاً فيه عدد منته من العناصر - مشل ,2 (الأعداد الصحيحة قياس العدد 
الأولي م ) فإن "۴ يحوي "م من العناصر بينم يحوي ۴۳ على ”م من 
العناصر. ولكن التماثل يقتضي أن يحويان العدد نفسه من العناصر ولذا 
يكون "= . ومن وجهة نظر أخرى لو كان ۴ حقل الأعداد الحقيقية فإن ۴۳ (وهذه 
الطريقة الهندسية قد تكون غامضة للقارىء) يمثل الفضاء الحقيقى ذا البعد ١‏ 
وإحساسنا الهندسى يخيرنا أن الفضاء ذا البعد « يختلف عن الفضاء ذا البعد ص إذا 
كان معدم . لذا اکا التوقع أنه إذا كان ۴ حقلا ما فإن ۴۳ ياثل ۴۳ فقط 
في حالة 5 


بصورة مكافئة وما سبق ذكره نتوقع أن أي أساسين للفضاء ۷ يحويان العدد نفسه 
من العناصر» ومن أجل ذلك نبرهن على التمهيدية التالية. 


تمهيدية )٤-۲-٤(‏ 
إذا كان ,«.... ٠‏ اساسا للفضاء ۷ على ۴ وكانت ,"...., ر« في ۷ مستقلة 
خطيا على ۴ فإن کہ . 


الرهان 

كل متجه في ۷ وعلى وجه الخصوص ,هو تركيب خطي من ۷۰۰.۷ 
لذا فإن المتجهات ,۷...., ,۷۷ مرتبطة خطيا وفضلا عن ذلك فإنها تولد ۷ لأن 

۰ تولد ۷ بحد ذاتها. إذن توجد مجموعة جزئية فعلية من ۷ لديا 
yiy‏ اساسا 5ا اء 37 ٠‏ هذا نكون قد استبدلنا ليد العناصر 
على الأقل بالعنصر ,في تكوين هذا الأساس الجديد. كرر العملية السابقة 
هع المجموعة Mi‏ الامو اديور . باستعمال نتيجة )١(‏ من مبرهنة )١-۲-٤(‏ يمكننا 
استخراج أساس على الشكل j‏ 59 ل N‏ حيث 5>0-2 . بالاستمرار على هذا 


المنوال نحصل على أساس للفضاء ۷ على الشكل مدوع ا ا . ولا كان 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۳۰١‏ 


الا يساوي تركيباً خطياً من ۷۰۰۰-1 فلا بد للأساس السابق أن يحتوي على متجه 
من الشكل ,۷ . لاحظ أنه في ذلك الأساس استخدمنا 0-1 من العناصر 
س - ...9 وفي الوقت نفسه تخلينا عن 7-1 من العناصر على الصيغة 
ومع ذلك بقي عنصر من الصيغة 07. لذا 1-م>1-م مما يؤدي إلى أن مكم . 


هذه التمهيدية تعطينا نتائج (ندرجها فيا يلي) تمثل حقائق أساسية تعيننا على 
فهم طبيعة بعد فضاء المتجهات . هذه النتائج ذات أهمية عظمى في كل ما سيأتي ليس 
في هذا الفصل فحسب بل في بقية هذا الكتاب وبالأحرى في جميع مادة الرياضيات . 
إن هذه النتائج تعتبر مبرهنات بحد ذاتها . 


نتيجة )١(‏ 
إذا كان ۷ فضاء متجهات منتهى البعد على ۴ فإن أي أساسين في ۷ ها 
العدد نفسه من العناصر. 


البرهان 


مك" . باستبدال دور الأساسين السابقين فيا بین نحصل على :>< عا يؤدي إلى 


, n= أن‎ 


نتيجة (۲) 


يكون ۴ اثلا للفضاء ۴ إذا وفقط إذا كان «-م . 


البرهان 
يحوي الفضاء ۴۳ كاحد أسّسه مجموعة لمتجهاث (1,0,...,0) » 
(0,1,...,0) . . . .» (0,0,...,1) الحاوية على 2 من العناصر. كذلك الفضاء 


۳۲ مواضيع في الجر 


۴ يحوي أساساً له من العناصر. إن أي تمائل من فضاء متجهات إلى آخر يأاحة 
أساساً للفضاء الأول إلى أساس للفضاء الثاني (انظر مسألة 4 في نهاية هذا البند) 
ولذا فإن =۸ وفقاً للنتيجة ا 


إن النتيجة (۲) تؤكد أن ما استنتجناه بأنفسنا فيما سبق حول إمكانية تمائل 


۴,۴۳ هو صحيح من الناحية الرياضية. ولقد ذكرنا حيئذ أن لاياثل 
"۴ لعدد ما« . وفقا للنتيجة ۲ فإن العدد ه وحيد وهكذا يكون لدينا. 


نتيجة (۳) 

إذا كان ۷ فضاء متجهات منتهي البعد على ۴ فإن ۷ يراثل ۴ لعدد صحب 
وحيد 7 » وفٍ ا حقيقة ان 1 يساوي عدد العناصر في أي أساس للفضاء ۷ على 
۴ 


تعريف 

يطلق على العدد الصحيح 7 في نتيجة (۳) بعد (0117165100) فضاء 
ا متجهات ۷ على ۴ . 

إن بعد الفضاء على هو بالأحرى عدد العناصر في أساس من ۷ 
على ۴ . 
سوف نرمز لبعد ۷ على ۴ بالرمز ۷ ”ال وعندما نريد أن نؤكد دور الحقل ۴ 
تكتب ۷ال . 


)٤( نتيجة‎ 


أي فضائي متجهات منتهبي البعد على ۴ وا البعد نفسه يكونان متائلين. 


الرهان 
إذا كان البعد هو فإن أيّا من الفضاءين بماثل "۴ وبالتالي يكونان معاثلين . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية er‏ 


والآن نسأل: ما مدى الحرية التي نملكها كي ننشيء أساساً لفضاء 
متجهات ۷ ؟ إن التمهيدية التالية تؤكد أنه إذا بدأنا من أية مجموعة من .المتجهات 
المستقلة خطياً يمكننا توسيع هذه المجموعة لتكون أساساً للفضاء ۷ . 


تمهيدية (0-1-4) 
إذا كان ۷ فضاء متجهات منتهي البتعد على ۴ و ا,..., ,ناف ۷ مستقلة 
تا فإن بإمكاننا إيجاد متجهات ارد في ۷ بحي 


nt 
. ۷ کون اسا للفضاء‎ 5-595 DE E ge 
البرهان‎ 

ما أن ۷ مُنتهى البعد فإن له أساساً يحوى عدداً منتهيا من العناصر ,",...,,7 . 
وحيث إن هذه العناصر تولد ۷ فإن المتجهات ,".....,لاىررنا,..., ,نا تولد ۷ أيضاً. ووفقا 
لنتيجة )١(‏ من مبرهنة )١-۲-٤(‏ توجد مجموعة جزئية من تلك المتجهات على 
الصيغة ادلو ل ...نا تحوي عناصر مستقلة تجا وتولد ۷ . لرهان التمهيدية 


N oc إجعل‎ 


المتجهات ۷ وبعد صورة تشاكل من ۷ ؟ 


تمهيدية (5-1-4) 
إذا كان ۷ منتهي البعد و ۷ فضاءاً جزئياً من ۷ فإن ۷ مُنتهى البعد أيضاً 
dim Wx<dim Vy‏ كذلك dim V/W =dim V-dim W‏ . 


الرهان 
إذا كان ۷ صزل=م فوفقا لتمهيدية )٤-۲-٤(‏ أي 2+1 من العناصر في ۷ 
يجب أن تكون ووتيطظة خطياء وعلى وجه الخصوص أي n1‏ من العناصر في ۷ مرتبطة 


ع مواضيع في الجبر 


خطياً. لذا يمكننا إيجاد مجموغة لا يمكن الزياذة عليها من العناصر المستقلة خطياً 
في ۷ مثل ٠..."‏ ويجب أن يكون مك" . إذا كان س في W‏ فإن المتجهات 
۷ ...۷ مرتبطة لا أي أنه توجد عناصر .۰ في ۴ ليست كلها صفراً 


aw+a w+ ...+a Wy =0‏ 
إذا كان 0=» فإن الاستقلال الخطي للعناصر ,ا يعطينا 0=» » ص>ا>1 
وهذا تناقض . لذا ۶0» و (ي۷ي»+... +« »)٠۵-=س‏ . ونتيجة لذلك تولد 
المتجهات .«....,,* الفضاء الجزئي ۷ ما يجعل ۷ منتهی‌البعدعلى ۴ وله أساس 
يحوي على ”من العناصر حيث ”كص . لذا ۷ صنفكW‏ نل وذلك من تعريف البعد 
لفضاء المتجهات. 


الآن ليكن ي«.....,»* أساساً للفضاء الجزي 77 . وبالاستعانة بتمهيدية 
(5-4-ه) يمكتنا توسيع هذا الأساس ك اسا ملاو ...۷ للفضاء 37 


. m=dim W , m+r=dim V حيث‎ 


تكن ,۷...۷ صور العناصر ,۷...۷ في ۷=۷/۷ . وحيث إن أي متجه 


ل v=a WF... Fag WA;‏ 
فإن ۷ ۰ صورة ۷ › هى على الصيغة: 


...ع ارق دي 
(لأن 0ت الات جراد و« ) 
لذا فإن ,”.....,” تولد ۷/۷ وزيادة على ذلك ندعي أنها مستقلة خطياً. 
فلو كان ل 0 


فإن W Ge,‏ مما tH, = +... +3 j‏ 
وهذا يؤدي إلى أن ۸,=...=۸4=0==...=إ ذلك لأن المتجهات 
۷ قا ...ب للا مستقلة چا هكذا بينا أن ۷/۷ له أساس يحوي : من العناصر 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية o‏ 


dim V/W=r=dim V~m=dim V~dim W 


إذا كان 8,A‏ فضاءين جزئيين منتهيى البعد من فضاء ا متجهات ۷ » فإن 
4+8 منته البعد و dim (A+FB)=dim (A)J+dim (B)~dim (ANB)‏ 


الرهان 
بالاستعانة بمسألة (۱۳) في نهاية بند )۱-٤(‏ نحصل على 
د قا مر AFB‏ 
B ANB‏ 
وحيث إن 8,۸ منتهمي البعد يكون 
dim(A+B)-dimB=dim(4B)=dim (_A_)=dimA-dim (ANB)‏ 


بنقل الحدود نحصل على الصيغة المذكورة في النتيجة . 


مسائل 
-١‏ برهن تمهيدية (1-1-4) 
)١( -۲‏ إذا کان ۴ حقل الأعداد الحقيقية. فبرهن على أن المتجهات 
(1,1,0,0) » (1,0-,0,1) و (0,0,0,3) في 56 مستقلة خطياً على ۴ . 
(ب) ما هي الشروط على ميز الحقل ۴ كي تكون المتجهات الثلاثة في (ا) 
مرتبطة خطيا؟ 
۴ إذا كان للقضاء ۷ أساساً يحوي «من العناضر. فرعن وبصورة مفصلة على 
أن لاياثل ۴ , 
؛ - إذا كان 7 تماثلا من ۷ على ۷ . وكان 5 أساساً في ۷ فأثبت أن (7)5 أساس 
Wa‏ 
- إذا كان ۷ منتهي البعد و5 تمائل من ۷ إلى ۷ . فبرهن على أن 1 يجب أن 
يكن غامرا.. 


۳۰۹ مواضيع في احبر 


5- إذا كان ۷ منتهي' البعد و تشاكل من ۷ على ۷ . فيرهن على أن 1 يجب 
أن يكون أحادياً وبالتالي تمائلا . 

۷- إذا كان بعد الفضاء ۷ يساوي « . فأثبت أن أية مجموعة عناصرها « من 
المتجهات المستقلة خطيا في ۷ تكوّن أساساً للفضاء ۷ . 

۸ - إذا كان ۷ منتهيالبعد و ۷ فضاءاً جزئياً من ۷ بحيث W‏ "=۷ سنك . 
فبرهن على أن ۷=۷ . 

-٩‏ إذا كان ۷منتهي البعد و ۲ تشاكلا غير غامر من ۷ إلى نفسه. فرهن على أنه 
يوجد ۷۶0 في ۷ بحيث 71-0 . 

-٠‏ لیکن ۴ حقلا و [×]۴ فضاء كثيرات الحدود في × على ۴ . برهن على أن 
[×]۴ ليس منتهي البعد على ۴ . 

١‏ لیکن ,لاحيث 


V,={p(%)€F[x]|deg p(x)<n} 


وعرف ۲ على النحو 
(a tax+...+a, _ x" )T=ay+ a,(x+1)+a,(x+1)+...+a,_,(x+1)"‏ 
برهن على أن 7 تمائل من ,۷ على نفسه . 
۲د کر ۷ هي المجموعة 
+...+a,_,=0}‏ ويه | {ata x+...+a,_* EF[x]‏ 
برهن على أن ۷ فضاء جزئي من ,۷ وأوجد أساساً له على الحقل ۴ . 
1# لیکن ۷ 5 اساسا للفضاء ۷ و,» 6 ,آي ه من العناصر في ۷ وعرف 
5 على ۷ بالشكل التالي : ...+ رط (Av ...+,y,)1‏ 
(ا) أثبت أن 7 تشاكل من ۷ إلى نفسه. 
(ب) متى يكون 7 تمائلً؟ 
٤‏ - برهن على أن أي تشاكل من ۷ إلى نفسه حيث ۷منتهي البعد هو على الشكل 
المذكور في مسألة )٠١(‏ وذلك باختيارنا لعناصر مناسبة ,۷...۷ . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية V۷‏ 


6- عودة إلى مسألة ("1). لما کان ر۷ a‏ اساسا للفضاء ۷ فإن كل ,س 
يساوي ,لاي ...+ .»© حيث 0 في Ê‏ ى ê‏ أن العناصر 


. - کے ]ام 
ز٩‏ قي ۴ والتي عددها 2 تعين التشاكل 0ك 
5 - إذا كان ۸= ۷ال . فبرهن على أن ”=((۷, di) 10n)‏ , 
۷ - إذا كان ۷ منتهي‌البعد و ۷ قضاءًا جزئياً من ۷ . فبرهن على أنه يوجد فضاء 
جزئي iW,‏ ۷ بحيث V=WOW,‏ 


٤(‏ -”) الفضاءات الثنوية 
لیکن ۷ و ۷ فضائي متجهات على حقل ۴ . سبق أن عرفنا (/110)17,18 
عل أنه جموعة جميع التشاكلات من ]ل #ولكننا لم انعرف بعد أية بنية جبرية على 
هذه المجموعة. الآن نهم بتعريف عمليتين على (۷,۷) 30 كي نجعل منها فضاء 
متجهات على 7 . في الحقيقة أننا قد نوهنا بكيفية تعريف العمليتين عند تقديمنا لبعض 
المسائل في البندين السابقين بيد أننا نريد معالجة الموضوع ضمن سياق المادة . 


لیکن 1,5 عنصرين في (/110007/.7 وهذا يعني أن كلا منبما تشاكل من ۷ 
إلى ۷ . وبالعودة إلى تعريف مثل هذا التشاكل نجد أن 5ي+5 5+ ) 
و (00(5-0)095) لجميع ولاق ۷ وه في ۴» وكذلك الحال بالنسبة للتشاكل 
5 


أولا : تعرف عملية جمع للعنصرين 5 و٣‏ في (/11009/,18 بالطريقة التالية : 
v(S+T)=vS+vT‏ 
لكل ۷ في ۷ . 
يجب التحقق من أن 5+1 في (۷,۷) 10 ومن أجل ذلك ليكن ر۷۷ 
في ۷ فنحصل على 
1 )ولح 1+ 5)ر (vj‏ » ولما كان را 5 5-7( 00 
و 0(1-071+71+,؟) ولا كانت عملية الجمع في ۷ إبداليةء لذا نجد 


۳۰۸ مواضيع في الجبر 


+۷,)S+(= vS +۷ +۷, S+ ۷,‏ ۷) ومرة أخرى نستعيد تعريف 8+۲ 
فيصبح الجانب الأيمن من المساواة (8+1)ر۷+(۷)8+1 وبذلك. نكون قد 
أثبتنا أن (58+1)ي+(5+1)-(5+1)(++,؛) وبصورة مشابهة نجد أن 
(av)(S+T)=a(v(S+T))‏ . 

فنستنتج أن 8+١‏ في (۷,۷) 1٥‏ . ليكن © التشاكل من ۷ إلى ۷ الذي يرسل 
كل عنصر في ۷ إلى العنصر الصفري في ۷ و 5- لعنصر 5 في 1٥۳)۷,۷(‏ يعرف 
بالطريقة (۷8)-=(8-)» . الآن من السهل التحقق من أن ((/1810:0)1/,78 زمرة إبدالية 
بالنسبة لعملية الجمع أعلاه. 

الآن نعرف 5 حيث ۸ في ۴ و5 في (/,/810)9 بالطريقة التالية 
(1)095-(05) لجميع ۷ في 7 . نترك للقارىء التأكد من أن ۸8 في (/0)9/,1ه11 
وأن 1٥)۷,۷(‏ فضاء متجهات على بالنسبة إلى العمليتين المعرفتين عليه . ولكن 
يجب أن نعي أننا حتى الآن لا يمكن أن نضمن وجود أي عنصر في (/8آ,/1100)9 
ماعدا التشاكل الصفري . وعلى أية حال نكون قد برهنا التمهيدية التالية . 


تمهيدية )۱-۳-٤(‏ 
إن (/1101:)17,17 فضاء متجهات على ۴ بالنسبة إلى العمليتين ا معرفتين أعلاه . 


إن مثل النتيجة المذكورة في تمهيدية )١1--14(‏ في الحقيقة تعطينا معلومات قليلة 
جداً وأنها بالأحرى مجرد تأكيد بأن التعريفين اللذين قُدّما أعلاه صحيحان. 

إننا نود أن نحصل على نتائج عن (/110001/,1 تكون أكثر عمقا ومثل هذه ما 
تذكره المبرهنة التالية . 


مبرهنة (1-7-4) 
إذا كان بغدا ۷ و /لاعلى الحقل هما :7.7 على الريب فإن بعد 
(/1101)17,17 على ۴ يساوي 111 . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۳۰۹ 


البرهان 

سوف نثبت المبرهنة بتقديمنا أساس للفضاء (/1100)9/,8 على ۴ يحوى 
هلط من العناصر. 

لیکن ۷...۷ أساساً للفضاء ۷ علی ۴ و رہ...۷ ساس /لاعلى ۴ . وإذا 
كان ؟ في ۷ فإن م٣..٠ ۷۸۷٣‏ حيث ...ا عناصر معينة بصورة 
وحيدة في ۴ . عرف /1+-1,:9 بالطريقة 71-3 وبصورة خاصة 71-0 
إذا كان تعدا .زه = ۷٣‏ وذلك من وجهة نظر الأساسين المذكورين أعلاه. إنه لمن 
السهل التحقق من أن 1 في (8100)9/,8 ونترك هذا تمرينا للقارىء. لاحظ 
أن يمكن أن يكون أيًا من الأعداد تت ...1,2 و زمن الأعداد م.....13 وبذا 
يكون عدد 7 المعرفة أعلاه هو 50 . 


إننا ندعي أن العناصر 1 تشكل اساي للفضاء (/100)9/,8] على F‏ . 
ومن أجل ذلك لیکن 5 في (/110:09/,3 وحيث إن ۷8 في ۷ وأن أي عنصر في 
خو ترکیب خطي عل ۳ للتار . .ر فان: 
,+<« =8 را لعناصر E Sj pgs‏ : ف الحقيقة 

1 لكل‎ vS=aw, Faw +... Fan 


لنعتبر التشاكل 
Tn FT F<“ TagF---F‏ ...لخو TF AapgT‏ بهحرة 
Cig Tin F---+C mi Tm +--+ mn Tmn‏ ل + Cj Ti‏ 

ودعنا نحسب رک۷ لعنصر الأساس ا 

SoS TF 1 ري ايه‎ O E E) 0) لو‎ 

لوج (vT +-k Tp F**k‏ به 

وحيث إن ۷)70 عندما ۶۴ا و ر۷۳۷ يؤول حاصل الى إلى 
=e ٣.‏ $ والذي يساوي 7*5 . لذا فإن التشاكلين 


ki 1 


ر5 و 5 يتفقان في قيمه) على أساس من ۷ وهذا يجعل 5-,5 (أنظر مسألة (*) في 


۳۱۰ مواضيع في الجبر 


غهاية هذا البند). ولكن ,5هو تركيب خطي من العناصر ۲ ما يؤدي إلى أن 
5 يساوي التركيب الخطي نفسه؛ وباختصار فقد بنا أن العناصر 
وسو تقولد F Je Hon W)‏ . 


کي شت أن التاصر أغلاه تون اساسا للفضاء H10m)۷,W(‏ على F‏ 
بقي لنا أن نبي أنها مستقلة خطياً على ۴ . 
لنفرض أن : 


TF. Tar“ FPan Tm‏ لت .سارل علي .لتر يرقا 


In In in in mil ` ml! mn “mn 
حيث إن جميع 8ی ۴ . بتطبيق هذا على ۽۷ نحصل على‎ 


0=v, (BT +...+B; TF... Ton) <PaWi FB gW F.B 


]1 1 mn mn 


لأن 0= ۷,7 عندما )ا و ر«= آ۷ . ولكن ,۷...۷ مستقلة خطيا 
على ۴ ما يؤدي إلى أن 8=0 لحميع »و ز. لدا فإن ,1 مستقلة خطيا على ۴ ما 
يجعل منها أساساً للفضاء H10)۷,۷(‏ على ۴ . 


كنتيجة مباشرة من مبرهنة )١1-9-4(‏ هي أن (10)۷,۷ لا يحوي العنصر 
الصفري فقط وذلك في حالة (۷)0 و (۷)0 لأن بعد (/ا,/110:)9 على ۴ 


يساوى «مه حيث 21821 . 


هناك بعض الحالات الخاصة والمهمة في الوقت نفسه من مبرهنة )١-۳-٤(‏ نكتبها 


)١( نتيجة‎ 


dim,Hom(V, V)= فإن‎ dim, V=m إذا كان‎ 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ١‏ 


الرهان 
إجعل 8-18 في المبرهنة فيكون "=١‏ و “متهم . 


نتيجة (۲) 


إذا كان V=m‏ ردصلل فإن dim,Hom(V,F)=m‏ 


البرهان 
إن بعد ۴ كفضاء متجهات على ۴ يساوي 1 . بتطبيق المبرهنة نحصل على 


dim,Hom(V,F)=m 


إن النتيجة (؟) تؤدي إلى الحقيقة المهمة أنه إذا كان ۷ منتهي البعد على 
۴ فإنه یماثل (10)۷,۴ ذلك لأن فما البعد نفسه على ۴ وَفْقاً للنتيجة (4) من تمهيدية 
(5-1-4). إن هذا التماثل بعض العيوب منبهاء أنه يعتمد على كون ۷ متهي البعد على 
۴ أي أن هذا التماثل لا يوجد في حالة کون لاغير منتهى البعدعلى ۴ . كا أنه لا توجد 
بنية محددة لهذا النياثل تصلح لجميع فضاءات المنجهات. إذ أنها تعتمد اعتماداً قويا 
على الطبيعة الخاصة للفضاء المنتهي البعد. . ومن ناحية أخرى سنرى في الصفحات 
القليلة القادمة أنه يمكن بناء تماثل معين من أي فضاء متجهات ۷ إلى 
Hom(Hom(V,F),F)‏ . 
تعريف 

إذا كان ۷ فضاء متجهات فإن فضاءه الثنوي (ع36م: لدناف) هو 1101:)1١,17(‏ . 


سوف نستعمل الرمز ۷ للدلالة على الفضاء الثنوي للفضاء 7 كا سنطلق على 
عنصر من ۷ إسم دالي خطي من ۷ إلى ۴ . 


إذا لم يكن /امنتهي البعد على ۴ فإن ( يكون عادة واسعاً جداً مما لا يجعلنا تكترث 
به. وعند دراسة الفضاءات غير المنتهية البعد يكون لدينا بناء آخر معرّف عليها مثل 


PY‏ مواضيع في احبر 


التبولوجي وكفضاء ثنوي لا نأخذ عادة جميع ۷ بل فضاءً جزئياً حدداً منه . وإذا كان ۷ 
منتهي‌البعد فإن فضاءه الثنوي ۷ يعرف دائ على أنه (110)1/,5 كما ذكرنا ذلك آنفا. 


في برهان مبرفنة )١-*-5(‏ أنشأنا أساساً للفضاء (/1108)97,98 بالاستعانة 
بأساس محدّد من كل من ۷ و ۷ وهذا الأساس يعتمد كلياً على اختيارنا لأساسي 
۷ و ۷ على الترتيب. أي أننا لو غيرنا الأساسين المعنيين لاختلف أساس 
(/210)9/,18 . إنه لمن الأفضل كمبدا عام أن لا يعتمد البرهان ولا الإنشاء على اختيار 
أفناين فضاء المتجهات. ويشار لمثل هذا البرهان بالقول إنه لا متغير. إن البرهان 
اللامتغير يتميز بالإضافة إلى الناحية الذوقية على البرهان المعتمد على الأساس بأنه يريحنا 
من مسألة التدقيق في الأمور المتعلقة باختيارنا للأساس . 


إن عناصر ۷ هي دوال معرّفة على ۷ قيمها في ۴ . وباتباعنا لرموز الدوال سوف 
نشير لعناصر ۷ بالرموز رج الخ وإلى قيمة الدالة عند : في ۷ بالرمز (1)0 (بدلاً 
من 1 ). 


لیکن ۷ فضاء متجهات منتهي البعد على ۴ و ,".,...,,“أساساً للفضاء ۷ . 
نعرّف ,8 في ۷ على النحو 0-(8,)0 إذا كان زا 1-(/) ١,‏ 


5 ل جيم + كا‎ SG 


في الحقيقة أن ,ا هي بالأحرى 1 المعرّفة في برهان مبرهنة )١-#-4(‏ حيث 
هنا ۷=۴ أحادي البعد على ۴ . 


6-5 يمكتنا إيجاذ أساس على الشكل ,7,...,رلا0ا- ۷ وبذلك نحصل على 
عنصر في ۷ هو ا بحيث 1#0=(ء۷)# -(0) |1 وبذلك نكون قد أثبتنا 
التمهيدية التالية 5 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۳1۳ 


تمهيدية )۲-۳-٤(‏ 
إذا كان ۷ منتهي البعد و۷۶0 في ۷ » فيوجد عنص ر#في 7 بحيث 
0عو(»)1 . 


في الحقيقة إن تمهيدية )۲-۳-٤(‏ تبقى صحيحة في حالة كون ۷ غيرمنتهي البعد 
بيد أننا لا نحتاج هذه النتيجة . ولكون برهانها يتطلب بعض الحقائق المنطقية غير 
المرتبطة بدراستنا الحالية فسوف لا نتطرق إلى الرهان . 


الآن لیکن ۷ في ۷ حیٹ ۷ فضاء متجهات لد على التعيين على الحقل 
. عندما نت ر۷ وتجعل ٤‏ تنغير في ۷ فإن (00)! تعرف داليا خطيا سن إل 
۴ (لاحظ أننا استبدلنا دور الدالة والمتغير). لنرمز إلى هذه الدالة بالرمز أي 
أن (0-1)0) ,۲ لكل ٤‏ في ۷ . الآن نسأل: ماذا يمكننا القول عن ,7؟ 


أو 


Ty, (f +8) = (f + زو مزع‎ =f(vo)+B(vo) = Ty, (f+ Ty, (8) 


ثائياً 

1 AD=AN(v)=M(v,)=2T, (D 
تقع في الفضاء الثنوي للفضاء ۷ والذي نرمز له بالرمز‎ ٣ وهكذا نجد أن‎ 
. ۷ وندعوه الفضاء الثنوي الثاني (ععدم؟ اهنك 4دمءء؟) للفضاء‎ 7 


إذا كان في ۷ فبإمكاننا أن نقرن معه العنصر ,في ۷ . تعرف التطبيق 
7+لا:نة على النحو =٣,‏ ب لكل + في ۷ . يقودنا هذا إلى السؤال: هل ب تشاكل 
من ۷ إلى ۷؟ حقا إنه كذلك لأن 
)جه )رسا جرمم1- س1 و1 
FTI‏ 


Y6‏ مواضيع في الجبر 


يثبت أن : + حي ,۲ أي أن برس بد ل(w+v)‏ 
وبصورة مشابهة نحصل على (0(10-1)00ة) لكل < في ۴ . وهكذا نجد أن 
يعرف تشاكلا من ۷ إلى لأوهذا التعريف لا يعتمد على اختيار أساس ولا على خواص 
معينة للفضاء ۷ . إنه مثال على إنشاء ثابت. 


وتسأل الآن: فتى يكون ب تمائلا؟ للاجابة على ذلك يجب أن نعرف متى 
۷-0 أو بصورة مكافئة متى 1-0 . ولكن إذا كان 7-0 فإن (0-7)0-1 
لجميع ؟ في ۷ . بيد أننا بيّنا بدون برهان أنه في فضاء المتجهات العام إذا أعطينا ۷۶0 
فبإمكاننا إيجاد ؟ في /آ بحيث 1)0(*0 . في الحقيقة أننا برهنًا على ذلك في حالة كون ۷ منتهي 
البعد على ۴ . لذا فلأي فضاء منتهي البعد (وقي الحقيقة لأي فضاء اختياري) 
يكون «تماثلاً . وبالإضافة إلى ذلك يكون ب نماثلا على لأعندما يكون ۷منتهي|لبعد. 
ونود أن نشير إلى أن ب لا يكون غامرا في حالة ۷ غيرمنتهيالبعد على ۴ . 


إذا كان ۷ منتهيالبعد فوفقاً للتتيجة الثانية من مبرهنة )١-۳-٤(‏ يتساوى 
بَعَدًا ۷ و لأوكذلك بَعْدَا 2 کان ل تمائلا من Vv‏ إلى 7 فإن تساوي البعدين 
يجعل ل غامرا. با سبق نكون قد برهنا التمهيدية التالية . 


تمهيدية )۳-۲-٤(‏ 
إذا كان /امنته البعدء فإن « تمائل من ۷ على 0 . 


من الآن فصاعداً سنطابق ۷ و لأواضعين في أذهاننا أن هذا التطابق يتم بواسطة 


التماثل ا . 


تعر يف: 

إذا كان ۷ فضاءً! جزئياً من ۷ فإن مُفنى (12:01زط0مه) ۷ ون رمز له 
بالرمز (۸)۷ هو جموعة جميع الع ناصرع ف 7 بحيث 0-(1)8 لجميع 
Ww‏ . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية 1o‏ 


نترك للقارىء التحقق من أن (۸)۷ هو فضاء جزئي من 7 . 
من الواضح أنه إذا كان /77اح11] فإن ۸)€(24)W(‏ . 


لیکن ۷ فضاء متجهاتمنتهي‌البعد و ۷ فضاءًا جزئيا من ۷ . إذا كان : في 
۷ و اقتصار :على ۷ . أي أن ۴ معرّفة على ۷ بواسطة («)۴)«(=۴ لكل 
س في W‏ . من الواضح أن 6 في # لأن ۲ في 0 . لننظر إلى التطبيق .0 :1 
المعرّف بواسطة ۲۲۲ لكل ٤‏ في ۷ . فمن السهولة أن نرى أن: 7ع +-7(ع+) 
وكذلك (۸(۲=۸)۴۲) . لذا نجد أن 7 تشاكل من ۷ إلى W‏ . والآن نسأل: ما هي نواة 
fT‏ 


إذا كان ؛ في نواة 7 فإن اقتصرر :على ۷ يجب أن يكون 0. أي أن 
10-0 لكل « في ۷ . وبالعكس إذا كان 0-(8«): لكل س في ۷ فإن ٤‏ يقع في 
نواة 1 . إذن نواة 1هي بالضبط ۸)W(‏ . 

الآن نزعم أن التطبيق 7 يغمر الفضاء # . إن ما نريد بيانه هو أن أي عنصر 
طني الاعبارة عن اقتصار لعنصر ؛في ۷ أي أن 1-۴ . وَفقاً لتمهيدية 
)٥-۲-٤(‏ إذا كان «,....,* أساساً في ۷ فبإمكاننا توسيعه إلى أساس في ۷ على 
الصيغسة ,۷...۷ ,۷...۷ حيث ۷ «iل="+۲‏ . ليكن ,۷ الفضاء الجزئي من 
۷ المولّد بواسطة ,۷...۷ » فيكون ,۷© ¥= . ۰ 


إذا كان ط في # فعرف ۴ في ۷ على النحو: ليكن ۷ في ۷ مكتوبا على الصيغة 
,۷+ س =۷ حیٹ 8 في ۷ و ,في ,۷ عندئذ (w)ط=(۴)۷‏ . من السهل التحقق 
من أن ؛ في لأوأن - 5 مما يجعل 9-11 ويكون 7 تطبيقاً من ۷ على # . باستعمال 
مبرهنة )١-١-4(‏ يكون الامترائلاً مع (/1//818 لأن (4)۷ تساوي نواة 7 . نستنتج من 
ذلك أن: dim(W)=dim(¥/A(W))‏ ليكن n=dim V « m=dim W‏ 
و (۸)۷ نل . وَفْقاً لنتيجة (۲) من مبرهنة (4-"-1) n =dinW‏ و n=dim‏ 
ولکن باستعمال تمهيدية (1-7-4) يكون 


8 مزاع اجنین 


dimV/A(W)=dimV—dim A(W)=n-—r 
ما يجعل +-5-0 . وبنقل الحدود نحصل على -م-: وبذلك نكون قد برها على ما‎ 


مبرهنة (17-7-4) 
إذا كان 77 متهي اليسعد و17 فضا جرا من ۷ > اقإن يقل 
dim A(W)=dim V~dim Wy V/A(W)‏ . 


A(A(W)) = w 

البرهان 

أول» من أجل أن يكون للشعيجة معبى لاحظ أن ۶ع( ۸)۸ 
فلا بد من مطابقة ۷ مع لأ . الآن لیکن س في ۷ عندئذ ,1= ل۷ حیٹ (7,)9-1)0 
و ٤)۷(=0‏ لكل :في (۸)۷ مما يجعل ((/8)84)10 7/2 . ولكن 

dim A(A(W))=dimV—dim A(W) 
(بتطبيق المبرهنة على فضاء المتجهات ۷ وفضائه الجزئى (۸)۷ ) لذا‎ 
dim A(A(W))=dim - متك‎ A(W)=dim V—(dim V—dim W)=dim W 

أي أن ۷ و ((۸)۸)۷ هما البعد نفسه. ولكون ((/78)8)18 نستشتج أن 
W=A(A(W))‏ . 


إن للمبرهنة (4--1) تطبيق على دراسة نظام المعادلات الخطية المتجانسة . 
لنعتبر النظام الحاوي على من المعادلات في « من المجاهيل . 
xq =0,‏ ...يلاي 3ل aX‏ 
aX FAX... Faq =0,‏ 
20 عر وط. مو xX Fa‏ 


mi’! m2 2 


حيث ,هني ۴ . ونسأل عن عدد الحلول (,*.....,*) في ۴ المستقلة خطيا لهذا النظام . 


a 


قضاذات التجهات والنضاءات اة ۳۱۷ 


في ۴۳ ليكن ل الفضاء الجزئي الموّلّد من المتجهات (ن,3.....ريش.رية) » 
موقت دويق رية) > ٠.‏ لومة....بجية.رررة) التي عددها " وافرض أن بعد لا 


يساوي ۲ . في هذه الحالة نقول إن نظام المعادللات هو من المرتبة علهةم) ۲ . 
لیکن (1.0.....0)= ,۰۷ (0,1,0,...,0) = رلا ؛ . . . » (0,0....,0.1) = ۷ الأساس 
السك للقضاء 590 وليكق و الأساس القوي ف 
۴۳ . إن كل عنصر ۲ في ”۴ هو على افيئة 

VFX,‏ جرع 
حیتث × في E‏ 
الآن نسأل: متى يكون ۲ في ()۸ ؟ في هذه الحالة» لكون (رره,....,,ة) في لا نحصل 
على 


= لاررة)1‎ +...+a Vv ( 


HF In n 


(av FFA)‏ 9 .اد ريوحت )ا 


nn 


=X a, FX AF... XA 
. *)۷(=1 إذا كان زاو‎ %)v(=0 لأن‎ 


وبصورة مشابهة تتحقق باقي معادلات النظام . وبالعکس كل حل (,×ر.۰۰,×) 
لنظام المعادلات المتجانسة ينتج عنه عنصر ,7 *+... +8 ,× في (10)ه . 


مما تقدم نرى أن عدد الحلول المستقلة خطياً لنظام المعادلات يساوي بعد 
(10)ه والذي يساوي :-< وَفقاً لبرهنة (4--7) وبذلك نكون قد برهنا على ما يلي : 


مبرهنة امكيكرة 
إذا كان نظام ا معادلات ال خطية المتجانسة 


4X, ...Fa, x, =0 


inn 


۳1۸ مواضيع في الجبر 


aX, +... Fa, 0ح‎ 


a Xx +...ta Xx =0 


mil1 mn n 
حيث رة في ۴ من المرتبة : » فيوجد ۸-۲ من ا حلول ا مستقلة خطيا م„‎ 
إذا كان «:<م » أي إذا كان عدد ال مجاهيل يزيد على عدد ا معادلات فيوجد‎ 
. ۴ حل (,*....,”) لا يساوي الصفر في‎ 


البرهان 
لأن رلك بواسطة «: من المتجهات و محص فإن م>م>تآ r=dim‏ , 


بتطبيق المبرهنة (5-*-) نحصل على النتيجة . 


مسائل 

7 برهن على أن (۸)۷ فضاء جزئي من‎ - ١ 

۲ - إذا كانت 5 مجموعة جزئية من ۷ و (4)5 مجموعة كل العناصر ؛ في ل بحيث 
0-(1)9 لجميع العناصر في 5 . فيرهن على أن ((۸)8(=۸))8 
حيث (1.)5 هو الفضاء الجزئي المتولد من 58 . 

- إذا كان 1,5 في (۷,۷) ۸0 و =۷ لجميع العناصر في أساس من 
۷ . فبرهن على أن 5-7 

4- أكمل برهان أن (۷,۷) H10۳‏ هو فضاء متجهات معطياً جميع التفاصيل . 

4- إذا كان ب يرمز للتطبيق المستعمل في الشرح من 7 إلى 0 . فاعط برهاناً كاملل 
على أن به هو تشاكل فضاء متجهات من ۷ إلى 3 . 

5- إذا كان ۷ منتهي البعد و.0ا#,»ني ۷ . فبرهن على أنه يوجد عنصر ؛ في 
۷ بحیٹ (ر۷)؟ ٤)۷‏ . 

۷- إذا كان ,۷,۷ فضاءين جزئيين من ۷ النتهي البعد. فصف (ر۷+,۸)W‏ 
بدلالة ( )۸ ,ااه . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية فلم 


8- إذا كان ۷منتهي|لبعد و ,۷,۷ فضاءین جزئيين من ۷ . فصف (,/018 )لم 
بدلالة ل /لا)ى ,(ر¥۸)W‏ . 

4 إذا كان ۴ حقل الأعداد الحقيقية . فأوجد (۸)۷ حيث 
)١(‏ ۷ مولد بواسطة (1,2,3) و (1-,0,4) . 
(ب) ۷ مولد بواسطة (1-,0,0,1) » (2,1,1,0) و (2,1,1-1) . 


٠‏ أوجد مراتب نظام المعادلات الخطية المتجانسة التالية على ۴ » حقل الأعداد 
الحقيقية ثم أوجد جميع الحلول. 
x, †2x,—3x+4x,=0, ()‏ 
320+ 
.0 2 + رد رءا6 
(ب) 20+ 3+ 
x 4x, +x4=0.‏ 
(ج) FX=0‏ و رح 
0=ر2x+ Xx,‏ 
حت يع 4x F+Tx, FX,‏ 
0 =× لاس راح رخ 
-١‏ إذا كان ؛ ,ع في ۷ بحيث 10-0 يقتضي أن ۷(=0)۾ . فبرهن على أن 34-ع 
حيث ۸ یي ۴ . 


٤(‏ - 4) فضاءات الضرب الداخلى 
في دراستنا لفضاء المتجهات وجدنا أن الطبيعة الخاصة للحقل ۴ باستثناء كونه 
حقلا لم تلعب دورا يذكر. في هذا البند سنقصر دراستنا لفضاءات المتجهات على حقلي 
الأعداد الحقيقية والمركبة بدلا من أي حقل اختياري وسنطلق على الفضاء ۷ اسم فضاء 
متحهات حقيقي (256م5 :766:0 ادع2) في حالة حقل الأعداد الحقيقية وفضاء متحهات 
مركب (ع36م5 76107 «16م00) في حالة حقل الأعداد المركبة . 


۰ مواضيع في احبر 


إن لدينا بعض الخبرة في التعامل مع فضاءات المتجهات الحقيقية ‏ في الحقيقة 
أن الهندسة التحليلية والتحليل المتجهي يتعاملان مع مثل هذه الفضاءات. والآن 
نسأل: ما هي المفاهيم التي يمكن نقلها إلى صياغة أكثر تجريدا؟ 
أولا: كان لدينا في تلك المواضيع مفهوم للطول . 
ثانيا: كان لدينا فكرة التعامد. أو بصورة عامة» فكرة الزاوية . 

هذه أصبحت حالات خاصة من مفهوم الضرب النقطي (أعسله:م:00) (ويطلق 
عليه عادة اسم الضرب القياسي (scalar product)‏ أو الداخلي (inner product)‏ „ 


الآن لنستذكر بعض خواص الضرب النقطي فيا يتعلق بالحالة الخاصة 
للمتجهات الحقيقية الثلاثية البعد. 


إذا كان لدينا المتجهان ( وکر ,)=۷ و (ولاءولاى )=۷ حيث ,ا ولاأعداد حقيقية . 


فإن الضرب النقطي للمتجهين “ و « ونرمز له بالرمز ٠.۷‏ يعرف كا يلي 


ولاج + ولاو + رلا 


لاحظ أن طول يساوي 7/07 والزاوية 0 بين ؛ و « تُعطى بالصيغة 
جم ا O‏ 
E VV.V Vw.w‏ 

إن السؤال الذي يطرح نفسه هو: ما هي الخواص الشكلية لهذا الضرب؟ 

نسرد بعضا منها: 

۷=0 و ۷.۷=0 إذا وفقط إذا كان‎ 7020-١ 

1 ابن ح بان 

u.(av+Bw) = a(u.v) + B(u.w) ¥ 


لأي متجهات ۷,۷,ں وعددين حقيقيين » و 8. 


كل ما قيل يمكن تعميمه إلى فضاء المنجهات الركب. ولكن للحصول على 


تعاريف هندسية معقولة يجب إجراء بعض التعديلات . فإذا عرّفنا ا + 21 + إلا ءا ح V.W‏ 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۳۲١‏ 


للمتجهين (ر×,ر×,×)=۷و (ولء رل )=۷ حيث ×و لإ أعداد مركبة . فإنه من الممكن أن يكون 
۷.۷-0 و #60». يمكننا توضيح ذلك بالمتجه (1,1,0)-7 » في الواقع أن ۷.۷ قد لا يكون 
عددا حقيقيا. إذا أردناء كا هي الحالة في فضاءات المتجهات الحقيقية » أن يكون ٠.۷‏ 
علد بال يج ا تقول فى ارآ كفن هذا القارق عتم ف اران قوق 
للمتجه غير الصفري طول لا يساوي الصفر. 


إن من الممكن تحقيق ما أشرنا إليه بتغيير تعريف الضرب النقطي بعض الشيء. 
فإذا كان 3 يرمز إلى مرافق العدد المركب» » فإننا نعرف الضرب النقطي للمتجهين ۷وس 
المذكورين أعلاه على أنه : 


V.w = XY, + XY? + ولاج‎ 


في حالة المتجهات الحقيقية يتفق التعريف الحديد هذا مع التعريف القديم وفي 
حالة المتجهات المركبة الاختيارية ۷۶0 لا يكون ٠.۷‏ حقيقيا فحسب ولكنه في الحقيقة 
عدد موجب . لذا فباستطاعتنا تعريف طول غير سالب للمتجهات المركبة. ولكننا 
نخسر بعض الخصائص مثل 0.7-., التي لا تكون صحيحة . وفي الواقع يكون لدينا 
في هذه الحالة العلاقة 9-/ن.» . 


الآن نسرد بعض خصائص هذا الضرب النقطى 
V.w=W.V |‏ 1 
۲ - 0.020 و ۷=0۔۷ إذا وفقط إذا کان ۷=0 
(au+Bv).w = a(u.w) + B(v.w)  *‏ 
u.(av+Bw) =a(u.v) + B(u.w) - 5‏ 


لكل الأعداد المركبة » و 8 والمتجهات المركبة نا » .Wgv‏ 


نؤكد ثانية أن ۴ يرمز إلى حقل الأعداد الحقيقية أو المركبة في كل ما سيأتي من هذا 
البق 


نقضا مواضيع في الجبر 


تعريف 
يقال إن فضاء ا متجهات ۷ على ۴ فضاء ضرب داخلي ٥٤(‏ 2م u٤‏ ٥۲م‏ 7من) إذا كان 
معرفا لكل متجهين ناو ۷ فی ۷ عنصر (“,نا) فی ۴ بحيث : 
(u,v) = (v,u)- ١‏ 
۲ -0><(نا,نا) و u(=0,ں)‏ إذا وفقط إذا كان u=0‏ 
(au+Bv,w) = a(u,w) + B(v,w) - 3*‏ 
لكل u‏ » ۷و« ف ۷ وه » 8ف . 


هنا بعض الملاحظات الواجب ذكرها حول الخواص ٣ »۲ .١‏ أعلاه. 
أوها: أن الدالة التي تحقق هذه الخواص تسمى ضربا داخليا. 
وثانيههما: أنه إذا كان ۴ حقل الأعداد المركبة فإن الخاصة ١‏ تقتضى أن يكون (نا,ن) عددا 
حقيقيا ما يجعل للخاصة ‏ معنى . ١‏ 
أما الملاحظة الثالثة : فهى أنه باستعمال ١‏ و٣‏ نجد أن: 

(u,av+Bw) = (FBO = FEW -‏ 
a(v,u) + B(w,u) = a(u,v) + B(u,w)‏ = . 
الآن نتوقف لننظر إلى بعض الأمثلة على فضاءات الضرب الداخلي . 


مثال(4-4-١)‏ 
في ۴ عرف للمتجهين (م0,...,,ه) >نا . و (م6,...,ر8) >0 المقدار 


(u,v)= af, +aBa+ 5 + ثيه‎ 


إن هذا يعرف ضربا داخليا على ۴۳. 


مثال(4-4-؟) 
في ۴ عرف للمتجهين (ر»,ر»)= ن و (ر۷=)8,,8 المقدار 
.(u,v)=22, Ê, +a 2+ a, +a»‏ 
من السهل التحقق من أن هذا يعرف ضربا داخليا على ۴۳. 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية فس 


مثال(8-4-4) 


لتكن ۷ مجموعة جميع الدوال المتصلة ذات القيمة المركبة المعرفة على فترة الوحدة 
المغلقة [0,1] . 


إذا كانت ()1 و ()ع في ۷ فعرف: 
ِ 1 
(f(D,g(D) = fF(De(Ddt‏ 


0 
نترك للقارىء التحقق من أن هذا يعرف ضربا داخليا على ۷. 


فيا سيأتي في هذا البند ۷ يعني فضاء ضرب داخلي . 


تعريف 
إذا كان v‏ في ۷ فإن طول ٠ )!٥۸8۲۸(‏ (أو معيار (7011) v۷‏ ) مكتوبا ||| يعرف 
على أنه : 
livll > V(v,v)‏ 
تمهيدية )۱-٤-٤(‏ 


إذا كان u‏ 0 دش ۷ وه 3 8 ف ۴ فإن 
(au+Bv,au+Bv)=aa(u,u)+aB(u,v)+aB(v,u)+BB(v,v)‏ 


الرهان 
وفقا للخاصة (۴) في تعريف فضاء الضرب الداخلى يكون: 
9 لسعو قد( دوه هد (au+ BOBO‏ 
ولكن 


(u,au+Bv)=a(u,u)+ (u,v) 


(v,au+Bv)=a(v,u)+B(v,v) 


4 مواضيع في الجبر 


بتعويض هذه في العبارة (8۷+ 8۷,٠٠‏ +س») أعلاه نحصل على النتيجة المطلوبة . 


|إس|/ /ه|- نسم 


البرهان 

(نابن)هه - (ناهرنى) >-”|إنه!| 2 وفقا لتمهيدية )١-4-4(‏ (حيث ۷=0). 

ولا کان 2ه|-»ن , 2|إن||-(ن,ن) فيأخذ الجذر التربيعي للطرفين في أعلاه 
نحصل على : 


llaull=leal أأس||‎ 


الآن نحيد عن سير دراستنا بعض الشيء لنبرهن على نتيجة مألوفة وأساسية 
حول المعادلات الحقيقية من الدرجة الثانية . 


تمهيدية (71-4-4) 
إذا كانت د » ط وء أعدادا حقيقية بحيث 0< و 0< + زط +17 لكل الأعداد 
ا حقيقية ۸ » فإن عم>52. 


الرهان 
بإكال المربع نحصل على 


a+ 2b +e=(a1 +b) + (e-2) 


ولا كان الجانب الأيسر أكبر أو يساوي صفرا لجميع قيم ۸ الحقيقية » فإن هذا 
يجب أن يكون صحيحا عندما /5--< على وجه الخصوص . ومن ذلك نحصل على أن 
0< (4/”ط)-» » ولكون ‏ 4<0 نجدأن ©ه><طم. 


الآن نقدم متباينة ذات أهمية كرى تدعى متباينة شوارتز. 


فضاءات المتحّجهات والفضاءات الحلقية Yo‏ 


ميرهنة )١-4-4(‏ 
إذا كان س و ۷ في ۷ فإن ||"!| |أس||>|(«بن)| 


الرهان 
إذا كان 0-نا فإنكلامن (uv)=0‏ و lull llvll=0‏ 
ما يجعل المتباينة صحيحة في هذه الحالة . 


الآن نفرض أن (١,لا)‏ عدد حقيقي و #0». إذا كان ۸ أي عدد حقيقي فوفقا 
لتمهيدية )١1-4-4(‏ يكون 
0<(u+v,Au+v)=۸2(u,u)+2۸(u,v)+ (¥, ¥)‏ 
لیکن (نا,ن) 2 و (ارنا) -ط و (7,0) جه عندئل جميع فرضيات تمهيدية )۲-٤-٤(‏ متحققة 
ما يجعل .b<ac‏ أي أن (u,v)*5(u,u)(v,v)‏ ومن هذا نستنتج أن: ||| |أس||>ا(رت)| 


إذا كان (۷,)=» غير حقيقي فمن المؤكد أنه لا يساوي صفرا أي أن للمتجه 
0ن معنى . الآن: 


1 دعل - ره = 
وهو حقا عدد حقيقى . 


باستخدام حالة متباينة شوارتز التي شرحناها في الفقرة أعلاه نحصل على 
الا ااا )=1 
ولا کان 


u1 
=u 


ااا لے 
al‏ 


فإننا نستنتج أن 


۳١‏ مواضيع في الجر 


||| اس لزه 
بالتعويض عن قيمة » بالمقدار («,ن) نحصل على : !||| |أن||>|(«.ن)| 
وهي النتيجة المطلوبة . 


بعض ال حالات الخاصة من متباينة شوارتز يكون لها أهمية كبرى بحد ذاتها ونشير 
هنا إلى حالتين منها: 


۷= ۔ إذا كان ")دلاو ,8ه ..+ رمر»ه- (ارنا) حيث (م4»,...ر»)>نا و (ہ8,...,8)‎ ١ 
: تقتضى أن‎ ١-4-4 فإن مبرهنة‎ 
| ارقا ...+6 |)ثامهاء ...+ ارها)>ةارقمه+ ...+رقر»‎ 


- إذا كانت ۷ مجموعة جميع الدوال المتصلة وذات القيمة المركبة المعرفة على [0.1] 
حيث إن الضرب الداخلي معرف بواسطة : 


((D.s(D)= )م10‎ 


فإن مبرهنة ١-4-4‏ تقتضي أن : 
2 2 1 2 
leat‏ راك IO‏ هومسل 
إن مفهوم التعامد مفيد جدا وله أهميته في الهندسة» نقدم هنا ما يقابله في الحالة 
العامة لفضاءات الضرب الداخلى . 


تعريف 
إذا كان نوم في 7 فيقال إن نا عمودى (ا«0ع100:ه) على ۷ إذا كان .)u,۷(=0‏ 


لاحظ أنه إذا كان دا عموديا على ۷ فإن ۷ عمودي على نالأن (v.u)=(1,۷(=0=0‏ 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية YY‏ 


تعريف 

إذا كان ۷ فضاء جزئيا من ۷ فإن ا متمم العمودي (orthogonal complement)‏ 
على ۷ والذي نرمز له بالرمز ۷ يعرف على أنه جموعة جميع العناصر × في ۷ بحيث 
(x,w)=0‏ جميع العناصر س في ۷ . 


تمهيدية (17-4-4) 
۷٣‏ یکون فضاء جزئيا من ۷. 


البرهان 
إذا كان هو طا في ۷ فإنه الجميع العناصر » و3 في ۴ وکل عنصر ۷ في ۷ يكون : 
(aa+Bb,w)=a(a,w)+ B(b,w)=0‏ 
لأن هوه في ۷W‏ 


لاحظ أن (0)=* ۷۸W‏ لأنه إذا كان w‏ في /78/078 فيجب أن يكون عموديا على 
نفسه أي أن 0-(8«,#) مما يجعل 0-« وذلك بالرجوع إلى الخواص المعرفة لفضاء 
الضرب الداخلى. 


إن من أهدافنا هو أن نبين أن ۷۷+۷٠‏ وعند انتهائنا من ذلك سيصبح 
للملاحظة المذكورة أعلاه أهمية لأا ستقتضى أن يكون ۷ مجموعًا مباشرا للفضاءين 
الحزئيين الاو ۷. 


تعر يف 
يقال عن جموعة من ال متجهات ]١(‏ في ۷ إنها مجموعة متعامدة معايرة 
)orthonormal set)‏ إذا كان : 
١‏ - طول كل يساوي 1 (بمعنى أن 1-(,,ا)) 
١‏ -0-(,!,,نا) لكل زا 


۳۲۸ مواضيع في الجر 


تمهيدية (4-4-4) 
إذا كانت (,1] جموعة متعامدة معايرة فإن ا منجهات في (:] مستقلة خطيا . 
إذا کان ,لايه+...خرره- ‏ فإن (ن,يو)-به لكل 1<1,2,...,7. 


الرهان 
افرض أن : 
aV F...+Aaa¥a=O0‏ 
فنحصل على : 
FA (VnsV;)‏ ...ع ...+QgVgs Vi) = (Vj)‏ + لاه ) -0 
ولكن 0=( ۷,ز۷) لكل از و 1=(« )٠‏ نما يجعل المعادلة أعلاه تؤول إلى 0=» وهكذا 
نجد أن المتجهات ,۷ مستقلة حطيا. 


إذا كان ,ايه ...+لاره>- 8 فبإجراء الحسابات کا في أعلاه نحصل على 


.(w,v) =a, 
. التمهيدية التالية تشبه تمهيدية (5-5-4) في طبيعتها وبرهانها‎ 


تمهيدية (8-4-4) 
إذا كانت 7ر جموعة متعامدة معايرة في ۷ و« في ۷ » فإن 
..—(W, Va) Va‏ لاقن ..—(W,‏ لال ولا U=W=(W, V,) Vy - (W,‏ 


يكون عمودي على كل من ٠۷2۰۰۰۷‏ 


الرهان 
بحساب (لا,نا) لكل 1>5 وذلك باستعال خاصة التعامد المعايرة للمتجهات 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۳۹ 


إن البناء الذي سيوجد في إثبات المبرهنة القادمة يظهر بكثرة ف العديد من فروع 
الرياضيات . إن الطريقة المستعملة تعتر أساسية وتسمى طريقة جرام ‏ شمدت في 
التعامد .(Gram-Schmidt orthogonalization process)‏ 


بالرغم من أننا سنعمل داخل فضاء ضرب داخلي متهي )لبعد فإن طريقة جرام 
شمدت تصلح للعمل في حالة الفضاءات غير المنتهية البعد. 


ميرهنة (7-4-4) 
إذا كان ۷ فضاء ضرب داخلى منتهى البعدء فإن ۷ ع عموعة متعامدة معايرة 
/ عرس داخلي مهي إل رئ مو يرة 
كأساس له . 


الرهان 

لیکن بعد ۷ على ۴ يساوي 2 و7 25 ,۷ أساسا للفضاء ۷. من هذا الأساس 
سوف ننشى ء مجموعة متعامدة معايرة تحوي 3 من المتجهات ووفقا لتمهيدية 0 
هذه المتجهات مستقلة خطيا ما يجعلها تكون أساسا في ۷. 


الآن نبدأ البناء . إننا نبحث عن « من المتجهات «.... ,۷ طول كل منها 1 ولكل 
زد 0=( ۷ ۷). في الواقع إننا سنحصل ف النہاية على هذه المتجهات في الشكل 
التالي : 


المتجه ,ا سيكون مضاعفا من 7 . ر« سيكون في التوليذ الخطي من 
,۷ د۷ و “في التوليد الخطي من ٠۷,‏ ر« و ,۷. وبصورة عامة سيكون :في التوليد 
الخطي من ۰۷۷2۰۰۷-۷ 
لیکن 


w= 
قرا‎ 


۰ مواضيع في الجبر 


01د 


(Wı, 


O< TIF 
مما يؤدي إلى أن‎ 
lwrll=1 
الآن نسال: أية قيمة للعدد » تجعل ر۷+ :«» عموديا على | ا؟‎ 
كل ما نحتاج إليه هو ۷,(=0,ر۷+ ,س») أي أن : 0( )+ ( رن« روه‎ 
وبا أن ۷,۷,(=1) يكون (ا,ر؟)--» وهذا العدد يؤدي الغرض المطلوب . ليكن:‎ 
ولا كان ,۷و رہ مستقلين خطيا فإنه یجب‎ wv, ا » فيكون ر عمودیا على‎ =v, W۷, +۷ 
أن يكون ,۷ و ر۷ مستقلين خطيا ما يؤدي إلى أن 0رن.‎ 
)«:,8/( لیکن 2 1 =ر» فنحصل على المجمموعة المتعامدة المعايرة‎ 


o, 


نستمر على هذا المنوال فنجعل و۷+ر۷(ر۷,و۷)- س(« ,و۷)-=ود. إن من السهل التحقق 
من أن 0=( ر۷ ,)=( ۷ (u,‏ ولا كانت ,ر۷ و ر۷ مستقلة خطيا (لأن ,س ر «يقعان 


في التوليد للمتجهين ,۷,ر۷) فإننا نحصل على #0ود. 
لیکن 3 1 - =« فتكون المجموعة [ر,ر۷,۷) متعامدة معايرة . 
والآن يبدو الأمر أمامنا واضحا. نفرض أننا أنشأنا ;«,..., ر« في التوليد 
الخطي للمتجهات |«,...,, بحيث أنها تكون مجموعة متعامدة معايرة. كيف ننشىء 
المتجه التالي ,زس؟ 
نجعل 
جلا الاج ).الالو لاد (Vi,‏ حلا( ار Uj, == (Vi,‏ 


ونترك للقارىء التحقق من أن 0 ,د وأنه عمودي على :8,...,,اليكن ‏ إبزلا_ _ 


منت || جز 


هذه الطريقة إذا أعطيما + من المتجهات المستقلة خطيا في ۷ فيمكننا أن ننشىء 
مجموعة متعامدة معايرة تحوي : من العناصر. وعلى وجه الخصوص عندما ۷<١‏ صنل 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية TY‏ 


فمن أي أساس في ۷ يمكن أن ننشىء مجموعة متعامدة معايرة تحوي « من العناصر. 
هذا يعطينا الأساس المطلوب للفضاء ۷. 


الآن نوضح طريقة البناء المستعملة في البرهان في ا حالة التالية : لیکن ۴ حقل 
الأعداد الحقيقية و ۷ مجموعة كثيرات الحدود في المتغير »× على الحقل ۴ من الدرجة 2 أو 
أقل. نعرف في ۷ ضربا داخليا على النحو التالي: 
إذا كان («)م و («)و في ۷ فإن : 


1 
(P(X), q(x) = J p(x)q(x)dx 
ا‎ 


لنہداً بالأساس 0-1 » ×=« و ”×= ر في ۷. باتباعنا لطريقة البناء أعلاه نجعل 
1 1 


VÎT,1dx Ev 


w= 
vill 


=—(v2, WW, V2‏ ينا 


وبعد إجراء الحسابات نحصل على ×=رد ومن ثم : 


جح حسم كه بويع 
هو !| al‏ 
وأغخيرا: dx)‏ 1 


فيكون 


سبق أن ذكرنا أن المبرهنة التالية هي أحد أهدافنا. يمكننا الآن إثباتها . 


r‏ مواضيع في الجر 


مبرهنة (17-4-4) 
إذا كان ۷ فضاء ضرب داحلي منتهي البعد و ۷ فضاء جزئيا من ۷ « فإن 
+/نآ .٠/-1/+‏ وعلى وجه التحديد ۷ هو ا جمع ا مباشر للفضاءين ۷ و'W‏ 


الرهان 

بسبب الطبيعة الهندسية للنتيجة ولكونها أساسية فسوف نقدم برهانين لها. 
البرهان الأول سيستعمل مبرهنة (4-4-؟) وبعض التمهديات التي سبقتهاء أما 
البرهان الثاني فسيكون ذا دوافع هندسية . 


البرهان الأول 

يمكن اعتبار ۷ فضاء ضرب داخلى ذلك لأنه فضاء جزئى من فضاء الضرب 
الداخلي ۷ (إن الضرب الداخلى على ۷ هو اقتصار الضرب في ۷ على ۷) . لذا يمكننا 
إيجاد رة متعامدة معايرة 37 ...لاف ¥ تكون أساسا له . 
الآن إذا كان ؛ في ۷ فوفقا لتمهيدية )٥-٤-٤(‏ يكون ,3( «,؟)-.. .سرب« ( ول لا للا( لاب )لحترا 
عموديا على كل من ,#,....,«اتما يجعله عموديا على /لا. وهكذا تجد أن رفي ۷ » 
ولكن (,۷,۷,۷)+ ... + ,۷(۷ ,۷)) واج مما يجعل ؛ في W۷‏ + ۷ إذن ۷+ ۷= ۷ ولما 
كان (0)-/18/618 يكون هذا الجمع مباشرا . 


البرهان الثاني 

في هذا البرهان سنفرض أن ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية. إن البرهان يبقى 
صحيحا في حالة حقل الأعداد المركبة بيد أنه يتطلب بعض التفاصيل التي قد تؤثر على 
وضوح الأفكار الأساسية المستعملة. 


لیکن ۷ في ۷ وافرض أنه بإمكاننا إيجاد متجه في ۷ بحيث || ؟ ||>| امه || 
لكل w‏ ف ۷ فعندئذ نزعم أن W(=0‏ ,۷ -۷) جمیع w‏ ف ¥ أي أن ۷-۷0 في ب 
إذا كان « في W۷‏ فإن +« ني ۷ وكنتيجة لذلك يكون: 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية فو فوا 
(v-wo,Y-wo) S(v-(wo F+W) ,¥-(wo+w))‏ 


ولكن الجانب الأتمق هو (2)۷-۷,۷-(۷-۷,ر۷-۷) +(س,س) مما يؤدي إلى 
)W)S(w,W,رw-2(v‏ لكل w‏ في .W‏ إذا كان m‏ أي عدد صحيح موجب فلكون wm‏ في 
۷ نحصل عل : 


w WW 1 
ا‎ 


2 
g(v-wo,w) =2(V-Wo, 5 


ما يججعل (سw,w)‏ > 2(v-wo,w)‏ لأي عدد صحيح موجب «. ولكن 0ب(00) 
عندما »دص فيكون ۷(0 2)۷-۷. وبصورة مشاة » *- في ۷ فيكون : 
0<-2(v-wy,W)=2(v-w,,-w) <0‏ 
وينتج عن ذلك أن : 
۷-۷,۷(=0) لكل « في ۷ وهكذا نجد أن ر ۷-۷ في ۷ وبالتالي ٠‏ في ۷۷1+ ۷۳۷+ رw.‏ 
کي ننبي البرهان الثاني يجب أن نثبت وجود رس في ۷ بحيث || ۷-۷ | |> |إرس-۷ا| 
لكل ”في ۷ ٠‏ سنبين بصورة غير تفصيلية ‏ طريقتين لاثبات وجود عنصر مثل رس. 


لیکن ,نا i‏ ا أساسا في ۷ لذا يكون أي عنصر « في ۷ على الصيغة 
+ ...+ لا .w=‏ لیکن (زنارننا) > زوق و (زنا,/9) تبلا لعنصر ما ۷ في 53314 
لذا 
(vw, V-w)=(V-A U... U YA U... Ww)‏ 


= (vv) - ZAZAY; 
)002- في تكون ذات قيم غير سالبة‎ (quadratic function) إن هذه الدالة التربيعية‎ 
فباستعمال حساب التفاضل نجد أن هذه الدالة قيمة صغرى. نرمز لقيم‎ 068311©( 
بل حيث )kکوکا , التي تعطينا هذه القيمة الصغرى بالرموز:‎ 
.۷ فيكون ,")3 +...+,”] 2ن« وهو المتجه المطلوب في‎ OAD 


هناك طريقة أخحرى للحصول على مثل هذا العنصر « الذي يعطي قيمة 
صغرى . عرف في ۷ المقاس (06:11)ي بواسطة ||-»||-(9,*)ي. يمكن التأكد من أن 


r+‏ مواضيع في الجبر 


يا يحقق صفات المقاس على ۷ ما يجعل ٠7‏ فضاءً مقاسيا .(metric space)‏ 
لتكن || ۷| |> s=)w€W| ||v-w||‏ 


إن هذه المجموعة متراصة في الفضاء المقاسى ۷ (برهن على ذلك) ولذا 
يكون للدالة المتصلة ||#0-۷||=(«) والمعرفة لكل » في 5 قيمة صغرى في نقطة 
ما ,«في 5 . نترك للقارىء التأكد من أن ,“اهو المتجه المطلوب الذي يحقق 
|| «-؟ || > اا ,۷-۷ || لكل «في W‏ . 


نتيحة 
إذا كان ۷ فضاء ضرب داخلي منتهى البعد و الا فضاءً جزئيا من ۷ فإن 
(Ww )*=w‏ 


البرهان 

إذا كان س في ۷ فإنه لأي دا في */لا يكون 0-(نا,/8) ما يجعل +(/1) ح/لا. 
الآن لاحظ أن W^‏ += ¥ و `( +)W‏ =۷ . ولا كان حاصلا الجمع مباشرين 
نحصل على ((-1«))Wل=(W)‏ «ل. وحيث إن +(/93)/ وأن هذين الفضاءين 
الحزئيين نفس البعد يكون .W=)W(*‏ 


مسال 
في جميع المسائل التالية يكون ۷ فضاء ضرب داخلي على ۴. 
-١‏ إذا کان ۴ حقل الأعداد الحقيقية و ۷=۴ فبين أن متباينة شوارتز تقتضي أن جيب 
تمام الزاوية له قيمة مطلقة تساوي على الأكثر 1 . 
؟- إذا كان ۴ حقل الأعداد الحقيقية فأوجد جميع العديدات (8,0,6.0) من رتبة 4 
بحيث إنه إذا کان (ر»,, »)=0 و (ر8 ۷=)8 ف iE?‏ 
بيهل (u,v)=aa,B, + ba +ca, B+‏ 


يعرف ضر با داخلیا على ۴ 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية Yo‏ 


۳ - في ۷ عرف المسافة (©00هادنك) (0,ن) يا من د إلى ١‏ بواسطة العلاقة اسسا = v(‏ ,)ج 
برهن على أن 
)١(‏ 0<(؟,دا)ي و 0>-(0.دا)ي إذا وفقط إذا كان ادن 
(ب) (س,۷)٤=(t)u,۷‏ 
(ج) 6)w.۷(‏ +( س (u,v) >) u,‏ ( المتباينة المثلثية (triangle inequality‏ 
٤‏ - إذا كانت (م....,,8) مجموعة متعامدة معايرة في ۷. فبرهن على أن 
> دمرس )اج لاي + في . 
(تسمى هذه المتباينة بمتباينة (Bessel inequality j‏ 

ه ‏ إذا كان امنتهيالبعد و (م۷,.....۷) مجموعة متعامدة معايرة في ۷ بحيث : 
ااا = ۷,۷(۶ )| لأي في , فيرهن على أنه يجب أن تكون (ى».....,:«) 
أساسا للفضاء ۷. 

5- إذَا كان "=۷ ۴ف و (م«.....,8) مجموعة متعامدة معايرة في ۷. فبرهن على أنه 
توجد متجهات ,۷,۰۰۷ بحيث تكوك ( ٠۰۰.۰۷‏ ب م۷ 0/,....8ا) مجموعة 
متعامدة معايرة (وأساس للفضاء ۷). 

۷- استعمل النتيجة في مسألة ٦‏ لتقديم برهان آخر للمبرهنة (4-4-”) . 

۸- في ۷ برهن على قانون متوازي الأضلاع : 

lu+vll+llu-v|l=2( lull? +|lvl |)‏ 
اشرح ماذا يعني هذا هندسيا في الحالة الخاصة ۴= ۷ حيث ۴ حقل الأعداد 
الحقيقية وحيث إن الضرب الداخلي هو الضرب النقطي المعتاد. 
التكن ۷ مجموعة جميع الدوال الحقيقية ¥ يي تحقق المعادل التفاضلية 


0 جو 
بل في 7 الضرب الداخلي 0 ک0 أوجد أنساسا متعاندا معاي را في ب 


96 لتكن ۷ مجموعة جميع الدوال الحقيفية 2100( التي تحقق المعادل التفاضلية 


1 كر بكم‎ 6y=0 
dx 


فنا مواضيع في الجبر 


(ا) برهن على أن ۷ فضاء متجهات ثلاثي البعد. 
(ب) في ۷ عرف 


(u,v)= f° uvdx 


بين أن هذا يعرف ضربا داخليا على ۷ ثم أوجد أساسا متعامدا معايرا في ۷. 
١۔‏ إذا كان /لا فضاء جزئيا في ۷ وکان ۷ ف ۷ يحقق (سw,۷(>)w,w)+(v,wW)‏ لكل w‏ 
في ۷. فبرهن على أن 0-(7,8) لكل س قي ۷ . 
7 - إذا كان ۷ فضاء ضرب داخلي منتهي لبعد وكان ۲ اليا خطيًا على ۷ (أي ؛في 9) 
فبرهن على أنه يوجد رفي ۷ بحيث: (رنا,0)-()1 لکل “في ۷. 


(0-4) الفضاءات الحلقية 


القياسات غل كرتا عاض راق حقل يجعلها عناصر ف حلقة اخنيارية. 


إن هذا البند يحوي العديد من التعاريف بالإضافة إلى مبرهنة واحدة فقط. إن 
التعاريف المذكورة في هذا البند ذات طبيعة قريبة من تعاريف سبق وأن ذكرناها في 
موضوع فضاءات المتجهات لذا فإن الأفكار الرئيسة التي سنتطرق إليها أدناه ينبغي ألا 
تنطمس تحت زحام هذه التعاريف. 


55 
7 لتكن ۸ حلقة» تدعى ا مجموعة غير ا خالية لفضاءً حلقيًا ل +1 (R-module)‏ 
راو فضاءً حلقيًا على ) إذا كانت ١4‏ زمرة إبدالية بالنسبة لعملية + بحيث لكل في ۸ 
و ٣"‏ في ۷1 يوجد عنصر 177 في 1 يحقق الشروط التالية : 

r(a+b)=ra+rb -١ 


r(sa)=(rs)a N 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية TY‏ 


(r+s)Ja=ra+sa = 


جميع 0,3 في 1و : 2 دق .R‏ 


إذا كان للحلقة ۴ عنصر وحدة 1 وكان 10-0 لجميع العناصر ” في 14 فعندئذ 
يدعى 11 فضاءً حلقيًا واحديًا (eالهم‏ اھانمں). لاحظ أنه إذا كانت ۸ حقلا فالفضاء 
الحلقي الواحدي على ۸ ليس إلا فضاء متجهات على آ. ف دراستنا هذه كل الفضاءات 
ا حلقية ستكون واحدية . 


إن الفضاء الحلقي الذي عرفناه أعلاه هو في الحقيقة فضاء حلقي أيسر على ۸ 
ذلك لأننا ضر بنا بعناصر ۸ من اليسار. بصورة مشامة يمكننا تعريف الفضاء الحلقى 
الأيمن عل 34 في شرا أدثاة سوق الا لكر عة الأيمن والأيسر لأننا سمي يكتلية 
فضاء حلقي على ۸ الفضاء الحلقي الأيسر على ۸. 


مثال(4-ه١)‏ 
كل زمرة إبدالية 6 هي فضاء حلقي على حلقة الأعداد الصحيحة. كي تدرك 
ذلك اكتب عملية 6 على الشكل + ودع 28 لعنصر في 6 و عدد صحيح تدل على 
ما أشرنا إليه في الفصل الثاني . إن القواعد المعتادة للأسس في الحلقة الإبدالية ترجم 
نفسها إلى الخصائص التي نحتاجها كي تجعل في 6 فضاء حلقيا على حلقة الأعداد 

الصحيحة» لاحظ أيضا أنه فضاء حلقي واحدي . 


مثال(5-4١)‏ 
لتكن 8 أية حلقة و N‏ مثاليا أيسر في ۸. لعنصر :في ۸ و0 في 34 دع 7 تساوي 
حاصل ضرب هذين العنصرين كعناصر في ۸. إن تعريف الثالي الأيسر يقتضى أن 
يكون 5< في 14 وأن المسلَّمات التى تعرف الحلقة تجعل من 06 فضاءً حلقيًا على ۸. (في 

هذا المثال الحلقة 1 يجب أ تكون تجميعية كي يكون "(ءع)=(۳)٣).‏ 


۳۸ مواضيع في الجبر 


مثال(4-ه"8) 
إن الحالة الخاصة التي فيها 26-1 تكون فيها أية حلقة ۸ قضاء: خلقيًا عل 
مثال(1-5-4) 


لتكن ۸ أية حلقة و مثاليا أيسراً في ۸. لتكن 14 مجموعة المجموعات المشاركة 
2+3 حيث 3 في 1 عرف 
++(ط+3)-(0+72)+(3+2) وا r(a+A)=ra+î‏ 
وهذا يجعل 14 فضاءً حلقَيًا على ۸ (انظر مسألة ۲ في نهاية هذا البند). يرمز 
ل MN‏ بالرمز ۸-۸ (أو في بعض الأحيان /8) ويطلق عليه اسم فضاء الفرق الحلقي 
)difference module)‏ أو الفضاء الحلقي الخارج (quotient module)‏ للحلقة 1 
ا 


يطلق على زمرة الجمع الحزئية ۸ لفضاء حلقي 4 على ۸ اسم فضاء حلقي جزئي 
من 84 إذا كان 3: في ه لكل : في ۸ وه في ۸. 


إذا كان لدينا فضاء حلقي 4 على ۸ وفضاء حلقي جزئي ۸ يمكننا أن ننشىء 
الفضاء الحلقي الخارج بطريقة مشابهة لتلك التي استعملناها لانشاء الزمر الخارجية» 
الحلقات الخارجة والفضاءات الخارجة. كذلك يمكننا التحدث عن التشاكلات من 
فضاء حلقى على ۸ إلى آخر وإثبات مبرهنات التشاكل المناسبة لذلك . هذا هو فحوى 
بعض المسائل في باية هذا البند. إن اهتمامنا بالفضاءات الحلقية يأخذ اتجاها ختلفا 
فسوف نحاول أن تجد تعريفا لفضاءات حلقية على حلقات معينة . 


تعريف 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۳4 


عنصر 77 ف 1 بصورة وحيدة على الصيغة ,:+...+ ,+ ,۳= ٣‏ حیٹ ,ہی ,له 2 > 
.M, im, 2 « M, jm,‏ 


كا هي الحال في فضاءات المتجهات إذا كان 014 الجمع المباشر ل M,,...,M1,‏ فإن 
1H‏ ياثل . كفضاء حلقي > مجموعة العديدات (,52,...,22) من رتبة 5 (وءامد؛-ة) حيث 
إن امركبة هي أي عنصر في وعملية الجمع تعرف بجمع المركبات . 
وححيث ۲۳+ ...++ r)m,,...,m (=m‏ لكل عنصر ۲ في R‏ من معرفة بناء كل :14 
يمكننا أن نتعرف على بناء [. 


إن الفضاءات الحلقية المولدة من عنصر واحد بسيطة وذات أهمية خاصة تطلق 
عليها اسم فضاءات حلقية دورية (5001165 ءذكنإه) وتوخيا للدقة نعرف ما يل . 
تعريف 

يوصف الفضاء ا حلقي 4 على ۸ بأنه دوري (عذاءين) إذا وجد عنصر في ۸1 
بحيث لكل 77 في 4! › m=‏ حیث 1 ف 1. 


في حالة كون 8 حلقة الأعداد الصحيحة يكون الفضاء الحلقى الدوري على R‏ 
زمرة دورية. 1 


بقي علينا تعريف واحد وهو ما يلي . 


تعريف 
يقال عن الفضاء ا حلقي على ۴۸ إنه منته والتوليد (0ع20]ء5عع تراء]زم8) إذا وجدت 
عناصر ,3,,....3 في ١4‏ بحيث كل 77 في 1 هو على الصيغة ۵ ,۲+ ...+ ر ۵ر ۲+ ره - جم 


بعد تقديم التعاريف اللازمة نأتي الآن على المبرهنة التي تعتبر السبب الرئيس 
وراء وجود هذا البند. من الشائع أن يطلق على هذه المبرهنة اسم المبرهنة الأساسية 


لكا مواضيع في احبر 


للفضاءات الحلقية المنتهية التوليد (The fundamental theorem on finitely genrated‏ 
(20010165: على الحلقات الإقليدية في هذه المبرهنة ستقصر ۸ على كونها حلقة إقليدية 
(الفصل الثالث» البند 87-/) ولكن في الواقع أن المبرهنة صحيحة في حالة أعم من ذلك 

عندما تكون ۸ حلقة تامة رئيسة المثالي . 


مبرهنة )١-5-4(‏ 
لتكن ۸ حلقة إقليدية عندئذ أي فضاء حلقي 1 منته التوليد على ۸ عبارة عن 
جع مباشر لعدد منته من الفضاءات ا حلقية ا جزئية الدورية . 


الرهان 
قبل أن نخوض بتفاصيل البرهان لننظر إلى ما تقوله المبرهنة . إن الفرضية بكون 
1 منته التوليد تفيدنا بوجود مجموعة من العناصر ,2 في 21 بحيث يمكن التعبير 


عن كل عنصر في ١14‏ على الصيغة مقن ...+ +r‏ 13 حيث ,5 في .R‏ 


أما الاستنتاج في المبرهنة فيقول إنه تحت شروط مناسبة على ۸ يمكن إيجاد 
مجموعة أخرى من العناصر ,0..... ,طني 1 بحيث من الممكن التعبير عن أي عنصر 5 
في 4 بصورة وحيدة على الصيغة ,پ٣‏ ...+ ,= حيث ز5 في .R‏ 


ثمة ملاحظة عن الوحدانية هناء إنها لا تعني أن كل ,5وحيد, في الحقيقة إن هذا 
يمكن أن يكون غير صحيح . إقاما تيه ان أن العناصر نار 5 وحيدة . أي إذا كان 
وتاي ...+ m=‏ وطية+ ...+ m=,‏ فلا يمكننا الاستنتاج أن 
=5 ودرو . . . » يُوحبةولكن يمكن أن نقول إن 


رطزوةرطرفه ...¢ 4= 0ان5. 
وملاحظة أخرى قبل أن نبداً بالبرهان. بالرغم من أن المبرهنة تشير إلى الحلقة 


الاقليدية بصيغتها العامة إلا أننا سوف نعطي تفاصيل البرهان في حالة خاصة وهي 
حلقة الأعداد الصحيحة . في نهاية البرهان سوف نشير إلى التغيرات اللازم إجراؤها كي 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۳٤١‏ 


يكون البرهان صا حا للحالة العامة. لقد اخترنا هذا السبيل لتجنب تداخل الأفكار 
الأساسية الذي قد يؤدي إلى الإرباك» بالإضافة إلى كون هذه الأفكار هي ذاتها التي 
تستخدم في ا حالة العامة مع توخي بعض أوجه الدقة التي لا تبدو ذات أهمية . 


وهكذا فإننا ببساطة نفترض أن ۸ زمرة إبدالية ذات مجموعة توليد منتهية . لندعو 
مجموعات التوليد التى تحوي أقل عدد تمكن من العناصر مجموعات توليد دنيا لهسنمنم) 
(5اء5 عatinاeneع‏ وندعو عدد العناصر في مجموعة توليد دنيا مرتبة (لهدء) 1/4 


الآن نبدأ البرهان بالاستقراء على مرتبة 84: 

إذا كانت مرتبة 24 تساوي 1 فإن ١4‏ مولد بعنصر واحد مما يجعله دوريا وفي هذه 
الحالة تكون المبرهنة صحيحة . لنفرض أن النتيجة صحيحة لحميع الزمر الإبدالية من 
مرتبة 1-و وأن مرتبة 34 تساوي 4. لتكن و3,....,3 مجموعة مولدة دنيا في 4. لو كان 
0ت + ...++ ,4" (حیٹ ...ره أعداد صحيحة) تقتضى أن يكون 
تق =...=رn4=‏ رق ره لأصبح ١1‏ يساوي الجمع المباشر ل Mı Ma,...,M,‏ حيث 
هو الفضاء الحلقي الدوري المولد (أو بالأحرى الزمرة الجزئية المولّدة) بواسطة به 
وبذلك ينتهى البرهان. ونتيجة لذلك. إذا كانت ,0,..., ا مجموعة مولدة دنيا في ١‏ 
فيجب أن يكون هناك أعداد صحيحة ,؟,...,,: بحيث 0= ط۲+...+ ,ط۲ ولیس كل 
العناصر ...۲,2,۰ تساوي صفرا. من بين جميع هذه العلاقات للمجموعات 
المولدة الدنياء يمكن إيجاد عدد صحيح موجب أدنى كمعامل في إحدى العلاقات . 
ليكن هذا العدد الصحيح ,5والمجموعة المولدة التي يقع فيها كمعامل لأحد عناصرها 
ان وق,...ررة لذلك : 

sa, +S +... +qaq =0‏ )ع( 

إننا ندعي بأنه إذا كان 0=ھ۲+...+ ,۲,۵ فإن ,۲| وذلك لأن )+ سد 
رء>ا>0. وبضرب المعادلة )١(‏ بالعدد © وطرحها من المعادلة 0=يهيإ+...+ ۲,۵ 
نحصل على : 0-ية(,ةهسي؟) + ... +ية(يوتصيء) + ,ةا وبما أن ,5>او ,وهو أصغر عدد 
صحيح موجب في مثل هذه العلاقة. لذا يجب أن يكون 0-]. 


er‏ مواضيع في الجر 


أما الآن فندعي أن :وأره لكل .....1-2 لنفرض أن هذا غير صحيح عندئذ 


رامثلا لذا: ۲+ رکرص=ری» ,0>1>5. إن العناصر ي3.,....ية, يديه + ,=4 تولد × 
أيضاء ولكن 0= 4 ,5+ ... + رهرة + ين + 5,3 ولذا فإن أيقع كمعامل في علاقة ماء بين 
عناصر مجموعة مولدة دنياء ولكن هذا يجعل 0-: أو 1<5من اختيارنا للعدد ,5إذن يجب 


أن يكون 0-: وبالتالي رةارة وهكذا بالنسبة لبقية المعاملات . لنكتب ,05 =. 


الآن لننظر إلى العناصر ...3ھ "+ ...+۳2 +ر ةردم + =a,‏ 2 إنها تولد 74 
وبالاضافة إلى ذلك : 
0= 54+ ...+ هيهية + هروحيهر5 ,+ s4 =8, FMS a+...‏ 
إذا كان 0حيفي+...+بدرء+ ۲۵ فبالتعويض عن :2 نحصل على علاقة بين ٩...۵‏ 
فيها معامل ,2 يساوي ,: مما يجعل ٣ء‏ وبالتالي 0-:2,؟. إذا كان ,34 الفضاء الحلقي 
الحزئي الدوري المولد بواسطة .و د« الفضاء الحلقي الجزئي من 81 المولد بواسطة 


...دة فنكون قد برهنا على أن (0)= 0M‏ ,5. ولكن M+ M;=1‏ لأن ...21,4 
تولد 04. نستنتج أن ألا يساوي الجمع المباشر ل ,81 و 317 ولما كان ر1 مولدا بواسطة 
وذ....,:3 فإن مرتبته لا تزيد عن 0-1 (في الحقيمه مها تساوي 4-1) لذا فوفقا للاستقراء 


يصبح :1 حاصل الجمع المباشر لفضاءات حلقية دورية . بجمع كل ما حصلنا عليه 
أعلاه. نجد أنه يمكن تفريق 84 إلى حاصل جمع مباشر لفضاءات حلقية دورية. 


كل زمرة إبدالية منتهية هي حاصل ضرب (جمع) مباشر لزمر دورية. 
الرهان 


من البديهي أن الزمرة الإبدالية المنتهية هي منتهية التوليد. في الواقع إنها مولدة 
من المجموعة المنتهية الحاوية على جميع عناصر الزمرة. لذا فوفقا للمبرهنة )١-5-4(‏ 
نحصل على النتيجة. طبعاء هذه نفس النتيجة التي أثبتناها في مبرهنة )١-١٤-۲(‏ . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ا وا 


الآن نفرض أن ۸ حلقة إقليدية مع الدالة 0. نقوم بإجراء التعديلات اللازمة على 

البرهان المعطى في حالة الأعداد الصحيحة كي يصلح ل 8 كالتالي: 

أت بدلا من اختيار ,5 كأصغر عدد صحيح موجب يقع كمعامل في أية علاقة بين 
عناصر مجموعة مولدة دنياء اختره كعنصر من ۸ يقع في أية علاقة بحيث تكون 
قيمة ل له أصغر ما يمكن . 

7 في الرهان إن ,,ار؟ لأية علاقة 0حريي+...+ هر ۲ » إن التغيير اللازم هو 
٠=, +٤‏ حيث إما 0= أو (رء)1)0>۵. أما بقية التفاصيل فتبقى كا هي . 
وبصورة مشامبة نجري التعديل في برهان أن بروارد. 


وهكذا نجد أنه بإجراء التعديلات البسيطة هذه يكون البرهان صحيحا في حالة 
الحلقات الاقليدية العامة وتكون بذلك قد أكملنا إثبات المرهنة )١-8-4(‏ . 


مسائل 
١‏ - تحقق من صحة المذكور في المثال (1-0-4) حول كون كل زمرة إبدالية فضاءً حلقيًا 
على حلقة الأعداد الصحيحة . 
؟ - تحقق من أن المجموعة المذكورة في مثال (5-5-4) تكون فضاءً حلقيًا على ۸. 
٠-۳‏ لنفرض أن ۸ حلقة بعنصر وحدة و84 فضاء حلقي غير واحدي على ۸. برهن على 
وجود عنصر #0 في 1 بحيث 7-0 لكل : في ۸. 
إذا كان 14 و × فضاءين حلقيين على ۸ و 1 تطبيقا من 34 إلى ۸N‏ » يطلق على 7 
اسم تشاكل (homomorphism)‏ أو تشاكل على (R-homomorphism) R‏ أو 
تشاكل فضاء حلقي )module homomorphism)‏ إذا كان : 
١‏ - وضع 1 رع 11+ ,7) 
(rm,JT=r(m,T) - ١‏ 
لکل ,”و رفي 1 و : فٍ ۸ . 
٤‏ - إذا كان 7 تشاكلا من M‏ إلى N‏ وكان .×)۲(=)×٤M|×۲=0(‏ برهن على أن (1)1 
فضاء حلقي جزئي من 81 وأن (1518681*) -(1)1 فضاء حلقي جزئي من ۸. 


4٤‏ مواضيع في الجبر 


٥‏ - يطلق على التشاكل 1 اسم تمائل إذا كان أحاديا. برهن على أن 7 تماثل إذا وفقط 
إذا كانت 0-(1)5. 

5- ليكن N » M‏ و 0 ثلاثة فضاءات حلقية على ۸ . 7 تشاكلا من 84 إلى 1( و 5 
تشاكلا من N‏ إلى . عرف ۲5:5+0 بواسطة 1(5)-(15) لكل « في 11. 
برهن على أن 18 تشاكل من 1 إلى © ثم حدد نواته (۸)۲5. 

۷- إذا كان 14 فضاًء حلقيًا على ۸ و ۸ فضاءً حلقيًا جزئيًا من 84 . عرف الفضاء 
الخارج 0/8 (باستعمال نفس الأسلوب المتبع في الزمر» الحلقات وفضاءات 
المتجهات) بحيث يكون فضاءً حلقيًا على ۸. برهن على وجود تشاكل من × 


على .M/A‏ 
4- إذا كان 7 تشاكلا من 84 على ۸و .K)۳(=۸‏ فبرهن على أن N‏ يماثل (كفضاء 
حلقي ) هلاا. 


4- إذا كان ۸ و 8 فضاءين حلقيين جزئيين من 04 فبرهن على أن : 
۸٣8 )1(‏ فضاء حلقي جزئي من × 
)ب( }€8 A+B={a+b|a€ A,}b‏ فضاء حلقى جزئى من 14. 
(ج) 8/رظ+ه) ياثل A/ANB‏ ` 
8 يقال عن فضاء حلقي على ۸ إنه غير محتزل إذا كان لا يحوي فضاءات حلقية 
جزئية سوى (0) و 44. برهن على أن كل فضاء حلقي واحدي غير ختزل على +1 
يجب أن يكون دوريا. 
-١‏ إذا كان فضاءً حلقيًا غير محتزل على ۸. فبرهن على أنه إما أن يكون 84 دوريا 
أو لجميع في 04 و في R‏ » 0-مم. 
bi‏ إذا كان 14 فضاء حلقيا غير محتزل على ۸ بحيث إن 72+20 لعنصر ما + 
في ۴ و ”في ۷. فبرهن على أن أي تشاكل ٣‏ من ۷1 إلى نفسه هو إما تماثل 
من 24 على نفسه أو 01-0 لجميع ”في 31. 
م لیکن ۷ فضاءً حلقيًا على ۸ و (5)01 مجموعة جميع التشاكلات من 1 إلى نفسه. 
عرف عمليتي جمع وضرب مناسبتين على (5)84 لتجعل منها حلقة . (إرشاد: قلد 
ما عمل في حالة (/1100)9/,7 حيث ۷ فضاء متجهات) . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية rio‏ 


4" - إذا كان 14 فضاءٌ حلقيًا غير محتزل على ۸ بحيث 7540 لعنصر ما : في و : 
في 24. فبرهن على أن E)M(‏ حلقة قسمة (تدعى هذه النتيجة بتمهيدية شور 
(Schur’s lemma‏ 
٠‏ - أعط برهانا كاملا للمبرهنة (4-ه-١)‏ للفضاءات الحلقية المنتهية التوليد على 
الحلقات الاقليدية . 
5 - لیکن 314 فضاءً حلقيًًا على ۸. إذا كان في M‏ وكان (0= ×| €×) -(«). فبين 
أن (0)ة مثالي أيسر ف ۸. يطلق عليه اسم رتبة (0507) 3ه. 
7 - إذا كان ۸ مثاليا أيسر في ۸ و 34 فضاء حلقيا على ۸. فبِينَ أنه بعنصر « في × 
يكون (€۸×|"×) =۸ فضاءً خَلتيًا جريا من .M‏ 
2 لیکن 24 فضاءً حلقيًًا غير مغتزل على ۸ وفيه 7840 لعنصر ما ۲ في و 
في .M‏ للعنصر ۶0ر" دع }0= ^(m,)= {x € R|xm,‏ 
(ا) برهن على أن (,2)0 مثالي أيسر أعظمي في ۸ (أي إذا كان ۸ مثاليا أيسر 
في ۸ بحيث (,)1222<2 فإما أن يكون ١<-1‏ أو (رہ)۸=۸). 
(ب) برهن على أن الفضاءين الحلقيين 24 و (,)خ-* على متاثلان [انظر 
مثال (5-6-4)]. 
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لقد سبق وأن أشرنا إلى الحقول كحالة خاصة من الحلقات أثناء دراستنا لها . 
ولنتذكر أن الحقل هو حلقة إبدالية بعنصر وحدة بحيث يوجد معكوس ضربي لكل 
عنصر لا يساوي صفراء وبعبارة أخرى. الحقل هو حلقة إبدالية يمكن فيها التقسيم 
على أي عنصر غير صفري . 


إن للحقول دورا مهما في الجبر ويعود ذلك إلى عدة أسباب منها استخدام بعض 
التتائج في نظرية الأعداد. وسبب آخر أن نظرية الحقول تتضمن نظرية المعادلات 
التي تعالج أسئلة تتعلق بجذور المعادلات . 


في دراستنا هذه سوف لا ندخل في تفاصيل حقل الأعداد الجبرية وبدلا من ذلك 
سيكون تركيزنا على جوانب نظرية الحقول المتعلقة بنظرية المعادلات . على الرغم من 
أن معالجتنا للمادة سوف لا تكون في صورتها العامة والكاملة ولكن ستكون كافية لتقديم 
بعض الأفكار الشيّقة التي تعود إلى عالم الرياضيات الفرنسي إيفارست جالوا عادضمه) 
(5ذه1ة6 والتي لها الأثر البالغ في الجبر الذي ندرسه اليوم . 


4¥ 


۳4۸ مواضيع في الجبر 


)١1-4(‏ امتداد الحقول 
في هذا البند سنعنى بعلاقة حقل مع آخر. فليكن ۴ حقلاء يدعى الحقل ٠‏ 
امتدادا (دمنومعفمع) للحقل ۴ إذا احتوى × الحقل ۴. وبعبارة مكافئة يكون × امتدادا 
ل إذا كان ۴ حقلا جزئيا من × رف هذا الفصل ۴ یرمز إلى حقل ما و إلى امتداد له) . 


كما سبق وأن ذكر في فصل فضاءات المتجهات. إذا كان × امتدادا ل ۴ فنسبة 
إلى عمليات الحقل الاعتيادية في × يكون × فضاء متجهات على ۴. وكفضاء متجهات 
يمكننا التحدث عن الارتباط الخطي . البعد والأساس . . . الخ في × نسبة إلى ۴. 


تعريف 
تعرف درجة (06676) ۸ على ۴ على أنها بعد × كفضاء متجهات على 5. 


سنرمز دائ) إلى درجة × على ۴ بالرمز [۴ :16]. وسنہتم بالحالة التي يكون فيها [۸:۴] 
عَددًا منتهياء > أي في حالة كون × منتهي البعد كفضاء ء متجهات على ۴. نصف هذه الحالة 
بقولنا إن × امتداد منته ل ۴. 


نبدأ أولاً مبرهنة في حالة الامتداد المنتهي » هي سهلة نسبيا ولكنها ذات فائدة كبرى . 


مبرهنة )١١6(‏ 
إذا كان ا امتدادا منتهيا ل × و ۸ امتدادا منتهيا ل ۴ فإن ا امتداد منته ل ۴ 
وبإلاضافة إلى ذلك [L:F]=[L:K][K:F]‏ 


الرهان 

إن طريقة البرهان ستكون بكتابة أساس معين للحقل ا على ۴. هذه الطريقة 
إننا لا نثبت أن .1 امتداد منته ل ۴ فحسب ولكن في الحقيقة نبرهن على النتيجة الأعمق 
التي تعتبر عصب هذه المرهنة وهي [L:F]=[L:K][K:F]‏ 


یون ۳4 


لنفرض إذن أن <> [1:1] و ]K:۴[=‏ ودع ایکون أساسا ك تاغل 1 
و ,ل,..., ا اساسا ل × على . ألا تعتقد أنه من الطبيعى أن تكون العناصر ۷۷ حيث 
3 اک استاس لديا عل 8 غل الأقل إن عدد هذه العناصر هو 
العدد الذي ىڭ . 


الآن نبدأ برهان أن هذه العناصر تكون اساسا ل ا على ۴. 
أولا يجب أن بين أن كل عنصر في .1 هو تركيب خطي من هذه العناصر بمعاملات في 
۴ ومن ثم نثبت أن هذه العناصر التي عددها ٣١‏ مستقلة خطيا على ۴. ليكن ) عنصرا 


ما في .آ. لما كان كل عنصر في .1 هو تركيب خطي من 7 5 بمعاملات في ۸ 
فكذلك .. أي أن امع +...+رلارعا-) حيث ...٤نی‏ 1. ولكن كل عنصر في 
× هو تركيب خطى من ,8...., ,الا بمعاملات في ۴ ما يجعل 
Pin Wn:‏ عم عت Ka Sfp Wi‏ وو الاو .عل رادحنا لوالاو ل ل لاحتنا 
حيث جميع ز٤‏ في :F‏ 
بالتعويض عن عبارة كل من ) 5277 4 في و۷ =k ۷ +... +k‏ نحصل على 


CT E E‏ ا كن 


mn "n 


باستخدام قانوني التوزيع والتجميع يمكننا كتابة ۲ على الشكل : 


{=f VWF Ffig VW ل‎ fmn Wa. 


ولا كانت العناصر ر٤‏ في ۴ نكون قد عبرنا عن ۲ کترکیب خخطي على ۴ من العناصر .۷٠۷‏ 
لذا فإن العناصر ,0“ تولد ا على ۴ وتحقق بذلك الشرط الأول في كونها أساسا. 
يبقى أن نبين أن العناصر 7:0 مستقلة خطيا على ۴. نفرض أن 


t=(fW+ ...+f 


+fmnVmWn =0‏ ...+ اللا + ملالاو أ ل الا ولاو 
حيث ,5 في 5. إن هدفنا هو إثبات أن 0-ر5. ومن أجل ذلك نعيد تجميع العبارة أعلاه 


0حتب لا( الاي ل عات FEW)... (fqiW‏ لل اللو ) ا ل لا (fiw F...FfigWp)‏ 


ولا كانت ۷ فی × و ۸K2۴‏ فإن جميع العناصر ,۷ ...+ رار k=‏ في 1. 


ro.‏ مواضيع في الجر 


الآن k۷ +... ٣k۷0‏ حيث ...فی >1 ولکن ۷...۷ تکون اساسا ل ا على 
× ما جعلها مستقلة خطيًا على × وهذا يؤدي إلى أن 0= )=...=رk=).‏ 
وبالتعويض عن ۴ نحصل على 

fq WF... FfjpWa=O0 
لجميع قيم 1=1,2,...,۳. ولكن ;« مستقلة خطيًا على ۴ ما يؤدي إلى أن 0-ر,5. وبذلك‎ 
نكون قد برهنا على أن العناصر ز۷٠ مستقلة خطيًا على ۴ وبناءً عليه تكون هذه العناصر‎ 
قد استوفت الشرط الثاني كي تكون أساسا.‎ 


لقد نجحنا في برهان أن العناصر ۷« والتي عددها 0< تكون أساسًا ل على ۴. 
لذا مصم-[من]] . ولا كان [>1:1]-5 و [16:5]-ه نحصل على النتيجة التي ننشدهاء 
وهي .[L:F]=[L:K][(K:F]‏ 


الآن لنفرض أن 12۸2۴ حيث 1,۸,۴ ثلاثة حقول وأن [۴:ا] منته . 
من الواضح أن أية مجموعة من العناصر في .1 مستقلة خطيا على × تكون بطبيعة الخال 
مستقلة خطيًا على ۴. لذا فإن الفرض بأن [1:5] منته يدعونا لاستنتاج أن [1.:16] منته . 
ومن ناحية أخرى لما كان >1 فضاءً جزئيًا من .1 يكون ]K:۴[‏ منتهيا . وفقا للمبرهنة 
نحصل على [1::16[]16:5]-[7:.ا] ما يجعل [۴:۔]|[۸:۴] وبذا نكون قد برهنًا على 
النتيجة . 


إذا کان ا امتدادًا منتهيا ذ۴ و۸ حقلا جزئيا من يحوي ۴ » فإن .]K:F۴[|]L:F۴[‏ 


وهكذاء فعلى سبيل المثال إذا کان [1:۴] عددًا أولیًا فلا يمكن أن يوجد حقل 
يقع فعليا بین ۴ و 1. عندما ندرس موضوع إنشاء بعض الأشكال اهندسية باستعال 
المسطرة والفرجار في بند (4-8) سيكون هذه النتيجة أهمية كبرى . 


الحقول ۳۱ 
تعريف 
يقال عن عنصر ۾ ف K‏ إنه جري (0نةااءواة) على ۴ إذا وجدت عناصر 
,۰۰۰٩و‏ في ۴ ليست جيعها صفرا بحيث 0-ين+...+ا "هرو +"دره. 


إذا كانت [×]۴ هي حلقة كثيرات الحدود ف ×علی ۴ و کانٹ[×]۴)(×)٩‏ 
حيث م8 +... + ”,8 +”«8-( فإنه لأي عنصر ا في × سنعنى ب (ط)٩‏ العنصر 
مقع ...+ "م رم جاطرق في ×. إن العبارة الشائعة هي أن (ط) قيمة كثيرة الحدود («)0 
عندما نعوض عن × بالعنصر 5. ويقال إن العنصر ط يحقق (2دناهة) («)و إذا كان 
.٩)0(-0‏ باستخدام هذا الأسلوب يكون ‏ في × جبريًا على ۴ إذا وأجدت كثيرة حدود, 
غير صفرية (۸) م في [×] ۴ بحيث إن العنصر ه يحققها أي يكون 0-(3) م. 


لیکن × امتدادًا ل ۴ وه في ۸. ولتكن ۷ مجموعة جميع الحقول الحزئية من × والتي 
تحتوي كلا من ۴ و ه. 14 لا تساوي المجموعة الخالية ذلك لأن × في 84. من السهل 
البرهان على أن تقاطع أي عدد في الحقول الحزئية من × هو أيضا حقل جزئي في ۸. لذا 
فإن تقاطع الحقول الجزئية من × والموجودة في 14 هو حقل جزئي من نرمز له بالرمز 
(۴)۵. ونسأل : ما هي خواص هذا الحقل؟ من المؤكد أنه يحوي و5 لأن هذا صحيح 
بالنسبة لجميع الحقول الجزئية من × الموجودة في 4. وإضافة إلى ذلك ومن تعريف 
التقاطع فإن أي حقل جزئي من في 11 يحوي (۴)۵. ولكن (5)3 نفسه موجود في 31 مما 
يجعل (7)3 أصغر حقل جزئي من × يحتوي على كل من ۴ و «. وندعو (5)3 الحقل 
الجزئي المتكون من ضم د إلى ۴. 


إن وصفنا للحقل (۴)۵ حتى الآن كان وصفا خارجيا. أما الآن فنقدّم وصفا 
بديلا ل ()2 ذا طبيعة إنشائية. لننظر إلى جميع عناصر × التي يمكن كتابتها على 
الصيغة *,8+...+8,2+مقم حيث با عناصر اختيارية في ۴ و 5 أي عدد صحيح غير 
سالب . كعناصر في × يمكن تقسيم أي عنصر من هذا النوع على آخر بشرط أن لا 
يكون العنصر الأخير صفرا. لتكن لا مجموعة جميع خوارج القسمة هذه. نترك للقارىء 


ror‏ مواضيع في الجبر 


كتمرين البرهان على أن لا حقل جزئي من . من الواضح أن الحقل لا يحوي ۴ وه ما 
يجعل ()12۴. ومن جهة أخرى كل حقل جزئي من × يحوي كلا من ۴و ۾ يجب أن 
يحوي جميع العناصر التي على الصيغة 8,3 +...+80+8,3 حيث ,8 في وذلك لانغلاقه 
تحت عمليتي الجمع والضرب . لذا فإن (۴)۵ يجب أن يحوي جميع هذه العناصر» ولكونه 
حقلا جزئيًا من × فإنه يحوي خوارج قسمة مثل هذه العناصر» إذن (5)3(21. من 
العلاقتين (75)8ح11 . (11217)8 نحصل على [1>-(5)8. هذه الطريقة حصلنا على إنشاء 
داخلى ل (۴)۵ . ألا وهو ا. 


الآن نربط بين خاصة کون في × جبريًا على ۴ والخواص المنظورة للحقل (۴)۵ 


مبرهنة ره-١-؟)‏ 


يكون العنصر ة فی ۸ جرريًا على ۴ إذا وفقط إذا كان (۴)۵ امتدادًا منتهيًا للحقل ۴ 


الرهان 
كا هو المعتاد في مثل هذه المبرهنة التى تحوي إذا وفقط إذا فإن إثبات أحد 
الاتجاهين» يكون سهلا غير معقد بين يكون إثبات الاتجاه الآخر أكثر عمقًا وتعقيدًا . 


لنفرض أن (۴)۵ امتداد منته ل ۴ وأن «-[5)(:2] ولننظر إلى العناصر 
ا في (۴)۵ والتي عددها 2+1. وفقا لتمهيدية )٤-۲-٤(‏ فإن هذه العناصر 
مرتبطة خطيًا على ۴. إذن توجد عناصر م»....,ر»,ه فی ۴ ليست جميعها صفرا بحيث 
0= "+ ... + ھر + ,+ 1نه. لذا فإن ه جبري على ۴ ويحقق كثيرة الحدود غير 
الصفرية "×0 +... + p(x>)= 0+ a,x‏ في []5 والتي درجتها لا تتعدی [۴)۵(:۴]=٣.۔‏ 
هذا يثبت جزء «إذا» من المبرهنة وهو الشرط الكاني. 


الآن نثبت جزء «إذا فقط» وهو الشرط الضروري من المبرهنة . لنفرض أن 2 في 
× جبري على ۴. لذا فإن ه تحقق كثيرة حدود غير صفرية في [×]۴.لتكن (5)م كثيرة الحدود 


Yor الحقول‎ 


في [×]۴ ذات الدرجة الموجبة الأصغر بحيث 0-(3)م. إننا ندعي أن (2)م غير محتزلة على 
۴. فإذا كانت (×)ع(×)۴=(×)م حيث ٤)×(‏ و (×)ع في [×]۴ فإن (2(6)3):-(3)م-0 (انظر 
مسألة .)١‏ وحيث إن (1)3 و (3)ه عنصران في الحقل × نستنتج 0=(ه)؟ أو 0-(3)ع. ونا 
كانت (×)م ذات أصغر درجة موجبة بحيث 4(=0)ص نستنتج أن («)مععك < («)1عءل أو 
(«)م وعل < («)ع عع وهذا يرهن غلل أن («)م غير محتزلة على ۴. 


الآت تورف القطييق ا من [×]۴ إلى (۴)۵ كما يلي : لكل (×)۸ ني )دع 
(2)ط- (»)ط. نترك للقارىء التحقق من أن هو تشاكل من الحلقة [×]۴ إلى الحقل 
(۴)۵ (انظر مسألة .)١‏ ونسأل: ما هي نواة ب التي نرمز لها ب ۷ ؟ من تعريف 
للاء (0> (5][|0)3 («)ط) -2. كذلك نجد أن (×)م عنصر في ۷ درجته أصغر ما يمكن . 
بالاستعانة بنتائج بند (۹-۳) نجد أن كل عنصر في ۷ هو مضاعف ل (×)م ولكون (×)م 
غير مختزلة فوفقا لتمهيدية )١-4-7(‏ يكون ۷ مثاليا أعظميا في [×]۴. وبالاستعانة بمبرهنة 
(1-5-7) نحصل على أن ۴]×[/۷ حقل . والآن وباستعال مبرهنة التشاكل العامة 
للحلقات (مبرهنة )١-4-«‏ يكون ۴]×[/۷ مماثلا لصورة [×]۴ وفق التشاكل ب 
فباختصار» أثبتنا أن صورة [×]۴ وفق ل هي حقل جزئي من .۴)١(‏ إن هذه الصورة 
تحوي =× ولكل » فی ۴ . هدر». لذا فإن صورة [×]۴ وفق ب هي حقل جزئي من 
(۴)۵ يحوي كلا من 7و4 وباستعمال تعريف (۴)۵ نستنتج أن صورة [*]5 وفق ۷ هي كل 
(5)3. وهكذا يكون ۴]×[/۷ مماثلا ل (ھ)۴. 


الآن ولكون ((×)م)=۷ المثالي المتولد من (×)م » نذّعي أن بعد فضاء المتجهات 
:]5 على ۴ هو بالضبط درجة (0م (انظر مسألة ؟). وبالنظر للتماثل بين ۴]×[/۷ 
و (۴)۵ نحصل على أن (×)م ع۴)۸(:۴[=de].‏ لذا يكون [5)3(:5] منتهيًا . وهذا ما نريد 
إثباته في جزء «فقط إذا» من المرهنة. لاحظ أننا أثبتنا أكثر من ذلك وبالتحديد أن 
[5)3(:5] يساوي درجة كثيرة الحدود (*)م التي درجتها أصغر ما يمكن بحيث 0-(8)م. 


إن البرهان الذي قُدم أعلاه كان مطولاً بعض الشىء» بيد أن هذا كان متعمدًا 
ذلك لأن الطريقة التي اتبعت تحوي أفكارًا مهمة وتربط نتائج ومفاهيم طُوّرت آنفا مع 


ot‏ مواضيع في الجير 


ما ندرسه الآن . وهذا غير مستغرب لأن الرياضيات لا تحوي مواضيع مستقلة تماما بحد 
ذاتها. 


الآن نعيد برهان جزء «فقط إذا» بالعمل داخل الحقل (5)3. إن عملنا سيبدي 
في الحقيقة » مطابقا للبرهان المقدم أعلاه ولكن الاختلاف يكمن في أن أجزاء البرهان 


مرة أخرى دع (×)م كثيرة الحدود على ۴ التي درجتها أقل ما يمكن بحيث 
0-)م. تدعى مثشل كثيرة الحدود هذه بكثيرة الحدود الدنيا 
(لقتددممتزامم )minima1‏ ل ه على ۴. يمكننا الفرض أن معامل أعلى قوة ل × هو 1 أيأنها 
واحدية؛ وفي هذه الحالة يمكننا التحدث عن كثيرة الحدود الدنيا ل a‏ على ۴ ذلك لأن 
أي كثيرتي حدود واحديتين دنيوين ل ه على ۴ متساويتين (برهن على ذلك) . لنفرض 
أن درجة (×)م تساوي أي أن + ...+" "× +"×=(×)م حيث o;‏ في1. حسب افتراضنا 


يكون 0= +...+ "44+" وبالتالي : ڕه-...-” "ويم "ور»--"ة. ماذا عن '*"ج؟ 


من العلاقة أعلاه قي.. ."ويم "و دا *"ق وإذا عوضنا عن "2 بها تساويه 
أعلاه في الحانب الأيمن من هذه العلاقة نحصل على '*"3 كتركيب خطي من العناصر 


',... ,1 على ۴. وبالاستمرار على هذا النحو نحصل على ** حیٹ 0< على شكل 
تركيب خطي على ۴ من العناصر '"1,3,...,2. الآن لننظر إلى 
CF}‏ بوء...ررقروة|! T={8o+B,a+ ... +B,"‏ 


من الواضح أن 7 مغلقة بالنسبة لعملية الجمع ومن الملاحظات أعلاه تكون 1 مغلقة 
بالنسبة لعملية الضرب أيضا . ومهما يكن فإن هذه تشكل حلقة على الأقل . بالإضافة 
إلى ذلك ا تحتوي كلا من ۴ و 2. والآن نثبت أن 7 ليست حلقة فحسب وإنما هي 
حقل. 


ليكن 8,a"‏ +... +82 +ىق- غ0 في 17و ",م +... جرم +مم -()ط في .F[x]‏ 
عندئذ لما كان 0ں ولا كان ()ط-ن فإن 5)2(60 وعليه فإن (×)۸|(×)م. وحيث إن («)م 


Foo الحقول‎ 


غير مختزلة لذا فإن (*) مو (8) ١‏ يجب أن تكونا أوليتين نسبيًا . لذا يمكننا إيجاد كثيرتي 
حدود (<) و (:)) في [×]۴ بحيث 1=(×)ا(×)۸+(×)ء(×)م. ولكن حينئذ 
1=p(a)s(a)+h(a)t(a)=h(a)t(a)‏ 

لأن 0-(4)ص » و بالتعويض (۸)4=ں نحصل على 1-(1)3ن. وبذا يكون (3)) معكوس نا 
ولاحظ أن قوی ۾ في (8): التي تزيد عن 5-1 يمكن استبداها بتراكيب خطية من 
“*ق,...رة, على مما يجعل t)a(‏ في 7. لقد بينا أن لكل عنصر غير صفري في ۴ معکوس 
في 1 ونتيجة لذلك يكون 1 حقلا. ولكن (77)8 وکل من ٩‏ و۴ محتو في '7 ما يؤدي إلى 
أن ()5-5. بهذا نكون قد وصفنا (5)3 على أنه جميع العبارات على الصيغة 


.Bo+B,a+...+B,_ a 


لأن 7 مولد على ۴ من العناصر '*1,3,...,8 مما يجعل 1:5[>2]. ولكن 

العناصر 1,3,32....,8"37 مستقلة خطيًا على ۴ لأن أية علاقة من الصيغة 
1-0 ر ۔۷+...+ ,۷+ حيث إلافي ۴ تقودنا لاستنتاج أن ة تحقق كثيرة 
الحدود ' ×+ ...++ و على ۴ والتى درجتها أقل من .١‏ هذا التناقض يرهن 
الاستقلالية للعناصر "1,3,...,3 وبذا تكون هذه العناصر أساسا ل 7 على ۴ وبناءً عليه 
يكون م>-[1:5]. ولا كان (1-7)3 نحصل على ه-[5)3(:5]. 
تعريف 

يدعى العنصر في × جريا من الدرجة «على ۴ إذا حقق كثيرة حدود غير صفرية 
على ۴ من الدرجة 7 ولا يحقق سواها من درجة أقل . 


أثناء برهاننا لمبرهنة (ه-١-5؟)‏ رفي كلا البرهانين) أثبتنا نتيجة أدق فن تلك 
المذكورة في المبرهنة ألا وهي المبرهنة التالية . 


ميرهئة [لنكتضة 
إذا كان a‏ فی ۸ جریا من الدرجة « على ۴ فإن «-[ط:(ة)]. 


۳٦‏ مواضيع في احبر 
إن هذه النتيجة استعمالات عديدة أحدها الاستنتاج الشيق في المبرهنة التالية . 


مبرهئة )14-١-5(‏ 
إذا كان 3 و طا في × جبريين على ۴ فإن كلا من اعدة » «ab‏ طلة (إذا كان 0عدط) 
جبريًا على ۴. وبعبارة أخرى تكون العناصر ا جبرية على ۴ من ا حقل ۸ حقلا جزئيا من ۸. 


الرهان 

لنفرض أن ۾ جبري من الدرجة «: على ۴ و ط جبري من الدرجة « على 5. وفقا 
لمبرهنة (1-1-0) فإن درجة الحقل الجزئي (7-5)3 في > على ۴ تساوي « لكون «اجبريًا 
على ۴ من الدرجة : فمن الطبيعي أن يكون جبريًا من درجة لا تزيد عن «على 7 الذي 
يحتوي ۴. لذا فإن الحقل الحزئي (7)6-/18 من × ذو درجة لا تزيد عن « على الحقل 7 
بالاستعانة بمبرهنة (ه-١-)‏ مرة أخرى. ولكن [۷:۴[=]۷:1[]۲:۴] حسب مرهنة 
.)١-1-5(‏ إذن هم > (۷:۴] مما يجعل ۷ امتداذا منتهيًا ل5. بيد أن دو في ۷ لذا 
فإن غه . مه و مله فى ¥ . بالاستعانة بمبرهنة )5-١-65(‏ ولكون (۷:۴] منتهيًا تكون 
لله السار برعاي عا يقبت البرسة. 


هنا أيضا أثبتنا أكثر ثما تذكره المبرهنة. فلكون 5]>35:/لا] كل عنصر في 
۷ يحقق كثيرة حدود درجتها لا تزيد عن 75 على ۴ » ومن ذلك نحصل على النتيجة 
التالية . 


نتيجة : 
ماه » اھ و 5/ة (إذا كان 0۶0) عناصر جبرية على ۴ درجاتہا لا تزيد عن 517. 


في برهاننا للمبرهنة السابقة كونا امتدادين للحقل ۴: الأول أسميناه 7 الذي 
يساوي (5)3. والثاني ۷ الذي يساوي (1)0. لذا فإن (75)3()6-/8. والمعتاد كتابته على 


YoY الحقول‎ 


الصيغة (,5)8. وبصورة مشابهة يمكننا التحدث عن (5)0,3. إنه ليس من الصعب 
البرهان على أن (5)6,3-(5)3,6. على هذا المنوال يمكننا تعريف (,3,...رية,ية)5 
للعناصر ...1 في .K‏ 


تعريف 
د يطلق على الامتداد ۸ ”1 امتداد جبري (دمندمءالء ءنهراءهاه) د۴ إذا كان كل 
1 4 
عنصر ف × جریا على 7. 


الآن نبرهن حقيقة أخرى على نمط البراهين التي أثبتناها حتى الآن . 


مبرهنة (ه-١-0)‏ 
إذا كان 1 امتدادًا جریا ل ۸ و۸ امتدادًا جریا ل:1 » فإن 1 امنداد جبري ل ۴۔ 


الرهان 

ليكن دا عنصرًا اختياريًا في 1. نريد أن نثبت أن« يحقق كثيرة حدود غير تافهة 
معاملاتها في . ما هي المعلومات المتوفرة لدينا الآن؟ إننا نعلم أن د يحقق كثيرة حدود 
+ ...+ و+تيرحيث ...في >1. ولكن × جبري على ۴ لذا فباستعمال ميرهنة 
(٥۔١۔٣)‏ عدة مرات يكون (ہ٥,...,,)M=۴‏ امتدادًا منتھیًا ل 5. لما كان نا يحقق كثيرة 
الحدود ۾٥+...‏ +" »"+٥»‏ الذي معاملاتها في 14 لذا فإن ا جيري على 31. وفقا لمرهنة 
(7-1-5) يكون (14)0 امتدادًا منتهيًا ل 14. ولكن بالاستعانة بمبرهنة )١-١-(‏ فإن: 

[M(u):F]=[M(u):M]{M:F] 


لذا فإن (24)1 امتداد منته ل 5. وهذا يقتضى أن يكون داجيريًا على ۴ ما یکمل 
إثبات المرهنة . 


إن التعبير المختصر عن مبرهنة (٠-١-ه)‏ هو: الامتداد الجبري على الجبري 
يكون جبريًا . 


o۸‏ مواضيع في الجر 


إن للنتائج السابقة أهمية خاصة في حالة کون ۴ حقل الأعداد النسبية و ×حقل 


الأعداد المركبة . 
تعريف: 
يطل العدد ا مركب اسم عدد جرى (e۲طb nun‏ ebraicواa)‏ إذا كان عر 
پا اسم ري 0 4 
على حقل الأعداد النسبية . 


يطلق على العدد المركب الذي ليس جبريًا اسم عدد متسام 
„(transcendental number)‏ في هذه المرحلة لا يمكننا الادّعاء بوجود أعداد متسامية 
ولكن في البند القادم سنبرهن على أن العدد المألوف وام .. ودا سنت سيثبت بالطبع وجود 
أعداد متسامية . في الحقيقة إن هذه الأعداد كثيرة جدَّاء وبمعنى محدد يوجد منها أكثر 
من الأعداد الجبرية . 


بتطبيق مبرهنة )4-١-5(‏ على حالة الأعداد الجبرية نستنتج أن هذه الأعداد 
تكون حقلاء أي أن حاصل جمع وضرب وخارج قسمة الأعداد الجبرية هي أعداد 
جبرية أيضا. 


عند استعمال مبرهنة (0-1-5) مع ما يدعى «بمبرهنة الجبر الأساسية» نستنتج 
أن جذور كثيرة الحدود التي معاملاتها أعداد جبرية هي أعداد جبرية بحد ذاتها . 


مسائل 
١‏ برهن على أن التطبيق (۴)۵ + [×]۴:ل المعرف وفق القاعدة (2)ط-ل(»)ط هو 
تشاكل . 
۲ - لیکن ۴ حقلا و [×]۴ حلقة كثيرات الحدود في × على ۴. ولتكن (×)ع في [×]۴ من 
الدرجة و ((×)ع)=۷ المثالي المولد بواسطة (2)ع في [×]۴. أثبت أن ۴]×[/۷ فضاء 
متجهات بعده يساوي « على الحقل ۴. 


الحقول 0۹ 


"- (1) إذا كان ۷ فضاء متجهات منته البعد على الحقل × وكان ۴ حقلاً جزئيًا من × 
بحيث أن [۴:×] منته. برهن على أن ۷ فضاء متجهات منته البعد على ۴ وأن 
dim,(V)=(dimx(V))([K:F])‏ 
(ب) بين أن مبرهنة )١-1-5(‏ هي حالة خاصة من النتيجة في جزء (ا) . 
٤‏ - (ا) لیکن ۸ حقل الأعداد اة وها جل الآغنداة النسبية. في ۸ العنصران 
2 و ۷3 جبريان على ©. اكتب كثيرة حدود من الدرجة الرابعة يحققها العنصر 
.VI+V3‏ 
(ب) ماهي درجة ۷3 +۷2 على © ؟ برهن على إجابتك . 
(ج) ما هي درجة ۷2۷73 عل 0 ؟ 
© - باستعمال نفس رموز مسألة ٤‏ . أثبت أن ۷5 +۷2 جبري على © من الدرجة 
السادسة. 
؟"-(أ) أوجد عنصرًا ا في +1 بحيث ()۷5(=0 ٩)۷2,‏ 
(ب) في (00/2,5/5 مير جميع العناصر ۷ بحيث (0)۷2:/5+(«)0 
)١(-‏ برهن على أن (ھ,ط)۴=(ط,۴)a‏ 


(ب) إذا كان (ماء...,واى,ة) أي تبديل من (1,2,....,0) فبرهن على أن 
لويقد..نروزقببة)1> (يهى...ررة)آ1 


8- :إذا كان 2 و طا في × جبريين على ۴ من الدرجة " و« على الترتيب وكان 5 وم أوليِي 
نسبيًا. فبرهن على أن درجة (ط۴)۵ على ۴ تساوي 0. 0 
4- لنفرض أن ۴ حقل يحوي عددًا منتهيًا ومن العناصر. 
(۱) برهن على أنه يوجد عدد أولي م بحيث أن 8+...+2+2 (م من المرات) لجميع 
هي .F‏ 
(ب) برهن على أن "م- لعدد صحيح مام 
(ج) إذا كان ه في ۴ . فيرهن على أن ه-38 
(د) إذا كان طفي × جبريًا على ۴. فبرهن على أن -”09 لعدد ما 5<0. 
يقال إن العدد الجبري ۾ عدد جبري صحيح (1016821 دنة]اءعاة) إذا حقق 
معادلة من الشكل 0تين+...+ا"وبه+”ة حيث ي0....,به أعداد 


صح حه , 


لمانا مواضيع في الجبر 


فلاب إذا كان ۾ أي عدد جبري . فبرهن على أنه يوجد عدد صحيح موجب « بحيث 
إن 23 عدد جبري صحيح . 

-١‏ إذا كان العدد النسبى #عددًا جریا صحيحًاء فبرهن على أن + يجب أن يكون 
اا ا 

- إذا کان a‏ عددًا جبريًا صحيحًا و «:عددًا صحيحًا اعتیادياء فرهن على : 
)١(‏ أن +4 عدد جبري صحيح . 
(ب) 108 عدد جبري صحيح . 

٠‏ - إذا كان » عددًا جبريًا صحيحًا يحقق 03+0+1-0 و 8 عددا جبريا صحيحا يحقق 
82+8-3-0 فبرهن على أن كلا من 0+8 و 8ه عدد جبري صحيح . 

4" (1) برهن على أن حاصل جمع عددين جبريين صحيحين هو عدد 
(ب) برهن على أن حاصل ضرب عددين جبريين صحيحين هو عدد 

(l)- 1°‏ برهن على أن 1° اوهو عدد جبري . 
(ب) من الجزء )١(‏ برهن على أن “51070 هو عدد جبري لأي عدد صحيح ". 


(0 - ۲) تسامي العدد » 
عندما عرفنا الأعداد الجبرية والمتسامية أشرنا إلى أنه يمكن إثبات وجود الأعداد 
المتسامية .)transcendental numbers)‏ إن إحدى الطر ق لتحقيق ذلك هي تبيان کون 
عدد معين متساميا. 


في عام 1801م قدم العالم ليوفيل (©1ان“هن1) معيارًا لكون عدد مركب جبريًا 
وباستعمال هذا المعيار استطاع أن يكتب مجموعة كبيرة من الأعداد المتسامية. على 
سبيل المثال يُستنتج من عمله أن العدد ...101001000000100...10. متسام حيث عدد 
الأصفار بين الواحد والذي يليه هو على النمط ....!ه,....!1!,2 إن هذا بالتأكيد يحسم 
ماله وجود هذه الأعداد. ومع ذلك فإن السؤال عن کون عدد مألوف ما متسام يبقى 
قائ . إن أول نجاح في هذا الاتجاه كان على يد العام هرمايت (]نتمم116) الذي قدم 


۳٣۱ پڪ‎ 


في عام ۴م برهانًا بان ع عدد متسام » ثم سط برهانه كثيرا بواسطة الرياضى هلبرت 
11 ). البرهان الذي سنعرضه هنا يعود إلى هرفتز (1:112ا11) وهو يختلف بعض 


إن برهان كون العدد : متساميا أمر أصعب من برهان م. ولكن لندمان 
(10670855!) استطاع التغلب على الصعوبات وبرهن ني عام ۱۸۸۲م على أن × 
متسام . وكنتيجة حتمية من ذلك هي استحالة تربيع الدائرة باستعمال المسطرة 
والفرجار» لأن مثل هذا البناء سيؤدي إلى عدد جبري 0 بحيث 7= 8. ولكن إذا كان 0 
جبريًا يكون ”6 كذلك وعليه يكون × جبریا ما يناقض استنتاج لندمان . 


في عام ٤۳م‏ استطاع العالمان جلفاند (0هم/اء6) وشنايدر (Schneider)‏ 
القيام بعملين مستقلين عن بعضهاء إثبات أنه إذا كان و ا عددين جبريين وكان 6 
غير نسبي فإن ' عدد متسام . إن هذا يجيب بالإيجاب على سؤال هلبرت عن كون 202 
عددا مستا 


للقراء المهتمين بمتابعة موضوع الأعداد المتسامية ننصحهم بالرجوع إلى 
كتاب سيجل (©هغف5..آ.2) المفيد وعنوانه “transcendental Numbers”‏ أو كتاب 
“‘Irrational Numbers”‏ ومؤلفه نفن (1.Niven)‏ 


كي نبرهن على أن غير نسبي )irr0۵1(‏ أمر سهل أما برها کون غاراي 
فهو أصعب كثيرا . ولكن هناك برهان بسيط نسبيا يمكن للقارىء الاطلاع عليه بالعودة 
إلى بحث كتبه نفن (ه20106) بعنوان : 
Niven, I. “A Simple Proof that 7t is Irrational”. Bulletin of the American‏ 


Mathematical Society, 53(1947), page 509. 


الآن لنبرهن على أن ء متسام . بالرغم من أن البرهان مهم بحد ذاته فهو أيضا يعتبر 
تغييراً عا ألفناه من البراهين المقدمة إلى هذا الحد في هذا الكتاب والتي يغلب عليها 


نض مواضيع في الجبر 


الطابع الجبري . أما الآن فنعود ولفترة قصيرة إلى مفاهيم التفاضل والتكامل الأكثر ألفة 
للقارىء. إن البرهان سيستعمل أفكارا أولية من التفاضل والتكامل» وأعمق نتيجة 


مبرهنة )١-37-5(‏ 
العدد e‏ متسام 


الرهان 
. في هذا البرهان سنستعمل الرمز المتفق عليه ٠)»(‏ ليعني المشتقة من الرتبة ال 
۴)١‏ بالنسبة إلى *. 
لنفرض أن ٤)×(‏ كثيرة حدود من الدرجة : ومعاملاتها أعداد حقيقية . وليكن : 
F(x)=f(x)+1(x)+12(x)+...+f°(x)‏ 
لنحسب (eee)‏ باستع مال الحقيقة القائلة إن 0=(») (لأن درجة 


d 
: تساوي ) وبالاستعانة بخاصة ء الأساسية وهي أن مك ) » نحصل على‎ 1)«( 


(ex F(x))=-e f(x) 
dx 
إن مبرهنة القيمة المتوسطة تؤكد أنه إذا كانت (×)ع دالة مفردة القيمة ذات مشتقة‎ 
: متصلة معرّفة على الفترة المغلقة [ر×ر»] فإن‎ 
LE) 


X2‏ - ا 


((سي)0 )07و - 


حيث 0>0>1. 


نطبق هذا على دالتنا («)5*© التي من الواضح أنها تحقق جميع شروط مبرهنة 
القيمة المتوسطة على الفترة المغلقة [*,,] حيث 0-, و k=ر×‏ » حيث ‏ أي عدد 


صحيح موجب . عندئذ نحصل على : 


او ۹۳ 


0 حيث 0 يعتمد على » وهو عبارة عن عدد حقيقى بین‎ e*۴)۸(-۴)0(=-e***)0,k(k 
٠ : و 1. عند ضرب هذه العلاقة ب “© نحصل على‎ 
F(k)-F(0)e*=-e'”K)*f(0,k)k 
: نكتب هذا صريحا کا بلي‎ 
01)6ة اع ر0) عم (1)م‎ )=e,, 
(002) ريع > (ي2201-521)28-- (0)ع2ه(5)2‎ 


F(n)-e"F(0)=-nef(n0,) =e, 


لنفرض الآن أن ء عدد جبري . إذن ء يحقق علاقة من الصيغة : 
ce" +e; e + ...+ êê + ê =0‏ 
حيث پ٥‏ 58 ,وء أعداد صحيحة و 0<رء 2( 
في العلاقة )1( لنضرب المعادلة الأولى قت © والثانية ب نءوهكذا. بجمع هذه 
المعادلات مع بعضها نحصل على : 


e F(1)+oF(2)+ ... +e, F(n)-F(0)(ce +ce+ ... قر ل دوع +رعره "عع‎ 


وفقا للعلاقة (؟') يكون رعهح-"عرء+...+2ءيء +ع لذا فإن المعادلة أعلاه 
تصبح : 


(۳) cgF(0)+e,F(1)+...+e,F(n)=c€, +... +CpEn 


كل ما عملناه صحيح لأية دالة [×]۴ منشأه كا في أعلاه من كثيرة حدود اختيارية 
f (x)‏ نرى ما نحصل عليه عند استعمالنا لكثيرة حدود معينة استعملها لأول مرة 
هرمايت » ألا وهي : 
1 
1م 


f(x) 5 ) xP" (1-x)P (2-x)P ... (n-x)P 


۳4 مواضيع في الجير 


حيث مأي عدد أولي نختاره بحيث ه<م و ر»<م. لكثيرة الحدود هذه سوف نتفحص 
جيدا (۴)0(,۴)1(,...,۴)۸ وسوف نقدر كذلك مقدار كل من مع,...ريعررع. 


عند نشر (×)] نحصل على كثيرة حدود من الصيغة : 
(n!)P 5-8 agxP 7 5‏ 
(p-1)! (p-D! (p-1)!‏ 


جيك فة أغلااة صخ ية 


عندما يكون م<افإننا ندعي أن (») هي كثيرة حدود معاملاتها أعداد صحيحة 
عدد صحيح [ » (7)] هو عدد صحيح من مضاعفات م إذا كان م<ة. 


مرق تعريف (×»)۴ فإن لها جذر تكراره م عند 1,2,...,8-«. لذا فلكل 
2 1عزر» 0غزنة > 020 » ...| ع ۴(0 ٤‏ وحيث إن 
(0+ ... +( +( ۴+ ... +00 +()1-(50 فوفقا لما قُدّم أعلاه يكون (۴0 
عددا صحيحا من مضاعفات ولكل دل 


ماذا عن (۴)۵ ؟ لما كان لكثيرة الحدود (×)۴ جذر تكراره 1-م عند 
0=× » فإن ۴)0(=۴)0(=...=۴۶2)0(=0. عندما ¡<p‏ » فإن (100)0 عدد صحيح من 
مضاعفات م. ولكن "(!۶)0(=)۸ولكون «<م وهو عدد أولي. فإن ”(!2)/م. لذا فإن 
(05-1)0)] هو عدد صحيح لا يقبل القسمة على م. وحيث إن : 

(0) 0ك +fP-(0)+fP(0)‏ رو) لمكب ... F(0)=f(0)+f(0)+‏ 

نستنتج أن (1)0 عدد صحيح لا يقبل القسمة على م. ولا كان 0<ء و رء<م ولكون 
pIF(1),p|F(2),...,p|F(n) [ia pIF(0)‏ « فإن (م)ط+...+(1)طء+(0)طرن عدد 
صحيح لا يقبل القسمة على م. 


1o الحقول‎ 


ولكن وفقا ل (۳) معمء+ ... +رعره- (م)ظيء+ ... +(1)ره+(0)ظره ماذا يمكن 
القول عن ,8 ؟ لنتذكر أن: 


_ei1)(1-i0,)P...(n-i0;)P(i0;)P i 


= 
(p-1)! 
حيث 0>0;>1. لذا‎ 
مم‎ (n!)P 
|e se” 
(p-1)! 
: عندما »جم فإن‎ 
e"nP(n!)P 


0ج م (برهن على ذلك) لذا يمكننا إيجاد عدد أولي أكبر من 0٤و ٣‏ وهو 
من الكبر بحيث إن : 1>ارعمع + ...+ |e,‏ ولكن (ص)طء + ... +(0) رع تيعرء ...+ c8,‏ 
ما جعله عددًا صحيكحا ولكونه أصغر من 1 نستنتج أن 0حمعرء+ ...+ رعرن. ونتيجة لذلك 
يكون 0-(5),+...+(0). ولكن هذا يناقض کون ((٣)۴ہ٥‏ +...+(5)0 )م بینما 


0. إن التناقض الذي حصلنا عليه من فرض كون ء جبريا يبرهن على أن العدد يجب 
أن يكون متساميا. 


مسائل 
-١‏ باستعمال المتسلسلة اللانهائية للعدد ©: 


1 1 
¥ o 


.+ سج شد دع 
n!‏ !3 !2 !1 


برهن على أن ء عدد غير نسبي . 


۲ - إذا كانت (*)8 كثيرة حدود معاملاتها أعداد صحيحة » فرهن على أنه إذا كان معددا 
أوليا فإنه لكل «izp‏ 


م مواضيع في الجبر 


(«)ع / أن 
سك 
هي كثيرة حدود معاملاتها أعداد صحيحة كل منها يقبل القسمة على م. 
۳- إذا كان ۾ أي عدد حقيقي . فبرهن على أن : 0ج (!دم/”ة) عندما 0ه ". 
٤‏ - إذا كان ۳<0 و عددين صحيحين . فبرهن على أن العدد e"‏ متسام . 


(ه ‏ ۳) جذور كثيرات الحدود 
في بند )١-5(‏ درسنا عناصر في امتداد ما × ل ۴ والتی كانت جبرية على ۴. أي 
عناصر تحقق كثيرات حدود في [×]۴. أما الآن فنعكس المسألة . أي إذا أعطينا كثيرة 
حدود (×)م في [×]۴ فإننا نريد إيجاد حقل × امتداد ل ۴ والذي فيه يوجد جذر ل (×)م. 
لم يعد الحقل × متوفرًا لديناء وفي الحقيقة أن هدفنا الرئيس هو إنشاؤه. وعند الانتهاء 
من إنشائه سوف ندرسه عن كثب ونرى ما هي النتائج التي يمكننا أن نشتقها من ذلك . 


تعريف 
إذا كان (×)م في [×]۴ فإن العنصر ۾ الواقع في امتداد ما للحقل ۴ يدعى جذرا 
. (امم) ل (x)م‏ إذا كان a(=0)م.‏ 


نبدأ بالنتيجة المألوفة والمعروفة باسم مبرهنة الباقي . 


تمهيدية (ه )1١- ٠"‏ 
إذا كان (0م في [×]۴ وكان ۸ امتدادًا ل ۴ » فإنه لاي عنصر ط فی × يكون 
(ط)م+ ()و(ط-) -()م حيث ٩)×(‏ في [×]۸ وحيث 1 - (×)م هء0-(:)9 ع06. 


البرهان 
لما كان ۴K‏ فإن ۴]×[CK]×[‏ , لذا يمكننا أن نعتبر (5)م عنصرًا في [×]۸. 
باستعمال خوارزم التقسيم لكثيرات الحدود في K[x]‏ نحصل على: 


اتون ۳۹۷ 


+ (×b()x-x×(=)x)م‏ حيث ٩)×(‏ ف K(x]‏ و20 أو .deg r<deg (x-b)=1‏ 
لذا فإن 0= أو 0 عل وفي كلتا الحالتين يكون : عنصرًا فى ×. ولكن أي 
عنصرفي K×Kھو؟‏ لما کان ۲+(×)پ(ط-×)=(×x)م‏ فإن .p(b)=(b-b)q(b)+r=r‏ إذن 
()P+()(ط-×)=(×)ص.‏ نترك للقارىء التحقق من أن : 1 - (×)م عل ٩)×(=‏ ع۵ وهو 
أمر سهل. 


نتيحة 


إذا كان ھ في ۸× جذرًا ل (٭)م في [×]۴ حيث ۴٥C۸‏ فإن 0 م|(ه) في [×]۸. 


البرهان 
من تمهيدية (ه*-١)»‏ (8)م+(000(ه*)-(00م في [×]۸. ولكن 0-(3)م. لذا 
يكون (×)٩(4-×)=(×)ص‏ وبناءً عليه (×)م|(۵-×) في [×]۸. 


تعريف 
يدعى العنصر 23 ف K‏ جذرا تكراره m (multiplicity)‏ ل (::)م فی F]x[‏ إذا كان 
(ن)م|"(ه-م) بين ()م|!+"رهمم. 


من الأسئلة المعقولة التي يمكن طرحها هنا هو: كم من الجذور يمكن لكثيرة 
حدود أن تملك في حقل ما؟ قبل أن نجيب على السؤال يجب أن نقرر كيفية احتساب 
الجذر الذي تكراره «:. سوف نحسبه دائمًا على أنه ” من ا جذور . الآن لدينا التمهيدية 
التالية . 


تمهيدية (ه-1-8) 
لا يمكن أن يكون لكثيرة حدود من الدرجة على حقل أكثر من :من ا جذور 
في أي امتداد للحقل . 


۳۸ مواضيع في الجبر 


الرهان 

سنستعمل الاستقراء الرياضى على « » درجة كثيرة الحدود («)م. إذا كانت درجة 
)ع تساوي 1 فيجب أن يكون 00م على الصيغة 0+8 حيث » و 8 في حقل ما ۴ 
وحيث 0». إذا كان 0-(3)م لعنصر ما ۾ فيجب أن يكون 8=0+» ونستنتج في هذا 
أن (8/0)-ه. أي أن ل ()م جذرًا وحيدًا وهو »/3- . لذا فإن التمهيدية صحيحة في 
هذه الحالة . 


لنفرض أن التمهيدية صحيحة لحميع الحقول وجميع كثيرات الحدود من الدرجة 
" حيث ۸>" 0 ولنفرض أن درجة (×)م على ۴ تساوي «. لیکن × أي امتداد ل ۴. إذا 
لم يكن ل (×)م جذور في × . فإن التمهيدية صحيحة لكون عدد الجذور يساوي صفرا 
وهو أقل من «. لذا نفرض أن ل (×)م جذرًا واحدًا على الأقل في × وليكن 3. ونفرض 
أن تكراره يساوي «. لما كان (×)م|"(۵-×) فإن م>م. الآن (×)۵("۹-»)=(×)م حيث 
٩)*(‏ في K]×[‏ من الدرجة «-ه. من حقيقة كون (8)م]!*"(2-) نستنتج أن (»)إ(-») 
وعليه فإن ه ليس جذرا ل («)ن حسب النتيجة لتمهيدية (ه-”-1١).‏ إذا كان ا في >1 
جذرا ل («)م و دغدط . فإن (0)و"(ه0)-(60)م-0 . ونستنتج من هذا أن 0-(0)و ذلك 
لأن معجهط ولأننا نعمل داخل حقل . أي أن أي جذر ل (×)م في × عدا ه يجب أن 
يكون جذرًا ل (»). ولا كانت درجة (×)¶ هي صم و م«> صم » فاستنادا إلى فرضية 
الاستقراء يكون ل (×) جذور في × عددها «-ه على الأكثر. وبإضافة الجذر الآخر ۾ 
والذي نحتسبه 2 من الجذور. يكون ل (×)م 8-(0-م)+0 من الجذور على الأكثر في 
الحقل ×. هذا يكمل الاستقراء وينبي برهان التمهيدية . 


يجب التأكيد هنا على أن خاصة الإبدال ضرورية في تمهيدية (ه-1-7) إذا اعتبرنا 
حلقة الرباعيات الحقيقية التي لا يفصل بينها وبين كونها حقلا إلا أنها غير إبدالية . إن 
لكثير الحدود 1+* ثلاثة جذور على الأقل وهي ,زر (في الحقيقة إن له عددًا غير منته 
من الجذور) في حلقة الرباعيات الحقيقية . 4 جانب آخر نؤكد أن خاصة الإبدال 
وحدها لا تكفي إذ يجب أن تكون الحلقة حلقة تامة . فلو كان 0-0 حيث 3*0 و #0ط 


ات ۳۹ 


في الحلقة الإبدالية ۸ . فإن لكثيرة الحدود ×ه من الدرجة 1 على ۸ جذرين مختلفين على 
الأقل هما 0=× و ا=×في ۸. 


بالرغم من كون التمهيدتين السابقتين شيقتين ولكنهما ذاتا أهمية ثانوية . الآن 
نبدأ بإنجاز مهمتنا الرئيسة وهي إنشاء امتداد مناسب ل والذي فيه يكون لكثيرة حدود 
ما جذور. وعندما ننتهي من ذلك» يمكئنا دراسة مثل هذه الامتدادات إلى حد معقول 
وكاف من الدقة لنخرج بنتائج معيّنة . إن أهم خطوة في الإنشاء تنجزها لنا المبرهنة 
التالية . إن المناقشة الواردة في البرهان ستذكرنا ببعض ما ذكرناه في بند (ه  .)١‏ 


مبرهنة (1-7-5) 
إذا كانت (×)م كثيرة حدود في [×]۴ من الدرجة 1<1 وهي غير حتزلة على ۴ » 
عندئذ يوجد امتداد 5 ل ۴ بحيث ]E:۴[=۸‏ ویکون ل (:) م جذر فيه . 


الرهان 

لتكن [×]۴ حلقة كثيرات الحدود ف × على ۴ وليكن ((×)م)=۷ المثالي في F[x]‏ 
والمولد بواسطة (2)م. وفقا لتمهيدية (#-5-4) فإن ۷ مثالي أعظمي في [×]۴. لذا فإن 
E=۴]۷‏ حقل استنادا لمبرهنة (*-ه-١).‏ إننا سنبين أن 8هذا يحقق استنتاج 
المبرهنة . 


أولا: نريد أن نبين أن ع امتداد ل ۴ . بيد أنه في الحقيقة ليس كذلك. 
ولكن دع ۴ يساوي صورة ۴ في € » أي أن .F={a+V|aeF)‏ إننانزعم أن 
هو حقل ياثل ‏ وف الحقيقة إذا كان به التطبيق من [×]۴ إلى ۴]×[/۷=۴ 
والمعرّف بواسطة /1+(*«)1-م(*): . فإن اقتصار :على ۴ يعطينا تمائلا من ۴ على 
۴ (برهن ذلك!). باستعمال هذا التماثل نطابق ۴ مع ۴ » ويبذه الطريقة يمكننا 
اعتبار 15 امتدادًا ل 5. 


.۷ مواضيع في الجبر 


إننا ندعي أن ع امتداد منته ل ۴ درجته (*)مع5-46 » ذلك لأن العناصر 
باج 1+V,x+V, (x+V)=x%+V, ..., (x+V)Î=xÎ+V, ..., (x+V)T =x"‏ 

تكون أساسا ل 8 على ۴ (برهن على ذلك!) . لغرض تسهيل عملية الترميز دعنا نرمز 
ل 7ا+«دب» في الحقل 8 بالرمز 8. ونسأل: ما هي قيمة (*)1 لعنصر ما (»)1 في 
[*]5 ؟ إننا ندعي أنه محرد (1)2 ذلك لأنه إذا كانت :إ: “ديق +... +»درم جوم -()؛ فإن 
“(0::) (6)+ ...+ (0) (بدر8) + بنوق > ))1 بسبب کون به تشاكلا. وباستعمال 
التطابق المشار إليه أعلاه ل بم مع 8 نستنتج أن ()1عب(»):.لما كانت (×)م في ۷ فإن 
0-(×)م ولكن (3)م-م(5)م » إذن a(=0)م‏ » أي أن العنصر ×= في 8 هو جذر ل 
()م. بہذا يكون الحقل 5 متمتعا بجميع الصفات المطلوبة في نص مبرهنة )١-7-(‏ 
ما يغبي البرهان . 

إذاكانت (:)1 في [×]۴ فيوجد امتداد منته 5 ل ۴ يحوي جذرًا ل (:)1. وفضلا عن 
ذلك [E:F]<deg f(x)‏ 


الرهان 

لیکن (×)م عاملا غير مختزل ل ٤)×(‏ » كل جذر ل (×)م هو جذر ل .٤)×(‏ وفقا 
للمبرهنة يوجد امتداد 5 ل ۴ بحيث : »)1 م000>0)م ع06-[8:5] وهو يحوي جذرًا ل 
(×)م وبالتالی ل 100. 


إن الحقيقة التالية بالرغم من كونها نتيجة للنتيجة أعلاه ولكن لأهميتها العظمى 
نكتبها على صيغة مبرهنة . 


مبرهنة (ه-37-7) 
لتكن (×) f‏ فی[۴]×۸ من الدرجة ۸21 . عندئذ يوجد امتداد 8 ل ۴ درجته لا تزيد 
عن !۸ يحوي من ا جذور ل (:) /( أي جذورها يأجمعها) . 


الحقول ۳۷1 


البرهان 

في نص المبرهنة نعتبر الجذر الذي تكراره " عبارة عن " من الجذور. وفقا 
للنتيجة أعلاه يوجد امتداد م5 ل ۴ بحيث 5[>8:م] وفيه («)1 تملك جذرا ». لذا 
تتحلل (۸)؟ إلى («)0(9-)-(1 في الحلقة [×]۴ حيث درجة (0)و تساوي 1حت. 
باستعمال الاستقراء (أو بتكرار العملية أعلاه) يوجد امتداد ۴ ل م8 درجته لا تزيد عن 
)١-1(!‏ وفيه (×) يملك 2-1 من الجذور. ولا كان أي جذر ل ٤)×(‏ هو إما » أو جذرل 
()9 » نستنتج أن ع يحوي جميع جذور ٤)×(‏ والتي عددها «. الآن 

[E:F]=[E:E oJ[E 0:F]s(n-1)!n=n! 

وهذا ينهي إثبات المبرهنة . 


إن مبرهنة (۲-۳-۵) تؤكد وجود امتداد منته ۴ يحوي ١‏ من الحذور لكثيرة حدود 
معطاة من الدرجة « على . إذا كانت ,8+...+ا "×+ ٤)×(=×"‏ حيث 
0ھ وإذا كانت جذور ٤)×(‏ في ۴ هي العناصر »,...,,». فباستعمال النتيجة لتمهيدية 
(5-"1-7) يمكننا تحليل («)1 على 5 بالشكل (مه-)...(يه-:)(,-+)رة-(6)2. لذا فإن 
()؛ تنشطر تمامًا على ٤‏ كحاصل ضرب عوامل خطية (من الدرجة الأولى) . طالما يوجد 
امتداد منته ل ۴ متمتع بهذه الخاصة فإنه يوجد امتداد منته ل ۴ ذو درجة دنيا ويتمتع 
با لخاصة ذاتها أي تفريق (»)۴ إلى حاصل ضرب عوامل خطية . لمثل هذا الامتداد 
الأدنى لا يمكن إيجاد حقل جزئي فعلي تتحلل فيه (*)؛ إلى حاصل ضرب عوامل 
خطية . هذا يدعونا إلى التعريف التالي . 


تعريف 

إذا كانت (۴)۸ في [×]۴ » فندعو أي امتداد منته ۴ ل ۴ حقل انشطار 
spin 11610(‏ على ۴ ل (:)1 إذا أمكن تحليل ٤)۸(‏ على ع إلى حاصل ضرب عوامل 
خطية ولكن لا يمكن عمل ذلك على أي حقل جزئي فعلي من 8. 


نعود فنقول إن مبرهنة (ه--1) تضمن وجود حقل انشطار. في الحقيقة إنها 
تنص على أكثر من ذلك. إذ أنها تؤكد على أنه يوجد لأي كثيرة حدود من الدرجة « على 


vt‏ مواضيع في الجبر 


۴ حقل انشطار هو امتداد ل ۴ ودرجته لا تزيد عن !على ۴. سوف نرى فيا بعد أنه 
يمكن التوصل إلى هذا الحد الأعلى ١!‏ » بمعنى أنه إذا أعطينا « فبإمكاننا إيجاد 
حقل ۴ وكثيرة حدود من الدرجة « في [×]۴ بحيث أن درجة حقل انشطار 10 على 
۴ تساوي !2. 


إن العبارة التالية مكافئة للتعريف الذي قدمناه لحقل انشطار ()1 على ۴: 
يدعى ال حقل حقل انشطار ل ٤)(‏ عل ۴ إذا كان 8 امتدادًا أدنى ل ۴ والذي يوجد 
فيه ل ()1 7 من ا جذورء حيث ()1 قه5-9. إن السؤال الذي يطرح نفسه هنا هو: إذا 
كان ,۴ و ۴ حقلي انشطار لكثيرة الحدود («)؛ في [×]۴ » فا هي العلاقة بينهها؟ من نظرة 
أولى» لا يحق لنا الفرض بوجود أية علاقة بينهها . إن مهمتنا القادمة هي بيان أنهما بالفعل 
ذوا علاقة وثيقة ببعضههاء والحقيقة أا متماثلان بواسطة تماثل يترك كل عنصر في ۴ 
دون تغيير. الآن نبدأ بالعمل في هذا الاتجاه . 


لیکن ۴ و ۴ حقلين و > تمائلا من ۴ على ۴. من أجل السهولة نرمز لصورة أي 
عنصر » في ۴ تحت تأثير > بالرمز '» أي =۲». سوف نحتفظ بهذا الترميز في الصفحات 
القليلة القادمة . 

هل يمكننا استعمال + لتعريف قاٹل بين [×]۴ و [5"]1 ؟ نعم . ولنجرب الأمر 
الواضح وهو إذا كانت »+ ...+" ×,»+ "ہہ = (×)؟ كثيرة حدود اختيارية في [×]۴ فنعرف 
* وفقا لما يلي : 


+ ب + +ajt™‏ ]نيوت +a,)t‏ ...+ ا قير بن د "عزوي ) > *ج()1 
تمهيدية (همم) 


*+ يعرف تاثلا من [×]۴ على [) ”1 بحيث '»- *1» لكل .F a‏ 
إذا كانت (*)1 في [×]۴ فسوف نكتب ٤)×(۲*‏ على الشكل (1) إن تمهيدية (ه-) 


الود يفف 


تقتضي حنم أن ینتج تحليل (* في []5 تحليلاً مشاببًا ل ۲)9 في [۴]۲ والعكس 
بالعكس . وبصورة خاصة تكون (2) في [»] ۴ غير مختزلة إذا وفقط إذا كانت 0)' ا 
غير مختزلة في [5']1. 


ومع هذا فإن حلقات كثيرات الحدود لا تعنينا في الوقت الحاضر ولكن المهم هو 
امتدادات ۴. دعنا نتذكر أنه في برهاننا لممرهنة (ه-١-7)‏ استعملنا الحلقات الخارجة 
لحلقات كثيرات حدود للحصول على امتدادات مناسبة من ۴. ونتيجة لذلك يبدو من 
الط أن ندرس العلاقة بين (()/[]5 8 (۴][/))0 حيث (()1) یرمز للمثالي 
امود بواسطة (×) في [<]5 و (۴)0) المثالي المولّد بواسطة (۲) ۴ في [:]"5. إن التمهيدية 
القادمة ذات صلة وثيقة مهذا الموضوع وهي في الوقت نفسه جزء من نتيجة عامة في 
نظرية الحلقات ولكننا سنكتفي بتقديمها في الشكل الذي يتلاءم ودراستنا الحالية 


تمهيدية )٤-۳-٥(‏ 
يوجد تسمائل **+ من (()۴]۸[/)1 على ((:)5"]:[/)6بحيث أنه لجميع العناصر » 
في ۴ يكون 'ه-**جو و () 8 +)-**ج(((10) +). 


الرهان 

قبل البدء بالبرهان يجب أن نوضح المقصود بالجزء الأخير من نص التمهيدية . 
كما فعلنا من قبل ولعدة مرات» يمكننا اعتبار الحقل ۴ مدخلا في ((5][/))5 
بمطابقة العنصر © في ۴ بالمجموعة المشاركة ((»)؟)+» في ((٭))/[×]۴. وبصورة 
مشابهة يمكننا اعتبار "1 محتوى في ((5”][/)5'00. لذا فإنه يُفترض فيالتماثل **+ أن يحقق 
) “)+ نوع * *1((ر)1 ج»). 


إننا نبحث عن تمائل **+ من ((۴]×[/)۴)۸ على ((5"]][/0')0 ولا نجد أسهل من أن 
نجرب التطبيق **+ المعرّف وفقا ل(5)0)+0)'ع-**(()1)+()2] لكل (×)ع في [×]۴۔ 


نكسن مواضيع في الجبر 


نترك للقارىء تفاصيل التحقق من أن **+ حسن التعريف وأنه تماثل من ((×)۴]×[/)۴ 
على ((1) '1"'][/)1 يتمتع بجميع الصفات التي تنص عليها تمهيدية (ه-"-1). 


إن تمهيدية (ه-"-5) تمكننا من تحقيق الخطوة الأولى نحو غايتنا وهي إثبات 


مبرهئة (-1-7) 

إذا كانت (0م غير مختزلة في [×]۴ وكان ۷ جذرًا ل (:)م» فإن (0)ط يباثل (م)”ط 
حيث « جذر ل ()'م وبإلاضافة إلى ذلك يمكننا اختيار هذا التياثل © بحيث يكون : 
| باحمور 


7 - »=0 لكل » في 5. 


الرهان 
ليكن ۷ جذرًا لكثيرة الحدود غير المختزلة (×)م موجودا في امتداد ما × ل ۴. ودع 
M= ()EF[x]|f(v)=0}‏ 
من الواضح أن N‏ مثالي في [×]۴ وأن [×]۸۶۴. وحيث إن (×)م في ۸ وأنها كثيرة حدود 
غير مختزلة نستنتج أن ((2)م)-84. كما في برهان المبرهنة (ه-١1-1)‏ نعرف تطبيقا له من 
[«]5 إلى (۴)۷ وفقا ل: 
(۷) و = 00و لكل («)و في [×]۴ 
لقد رأينا سابقا (في برهان مبرهنة ه-١-؟)‏ أن ب يطبق [×]۴ على (۴)۷. إن نواة له هي 
بالضبط 24 أي ((0)م). وفقا لمبرهنة التشاكل الأساسية للحلقات يوجد تمائل "له من 
((٭)م)/[×]۴ على (۴)۷. لاحظ أيضا أن »= *ر:ه لكل » في ۴. وباختصار التطبيق *ههو 
تماثل من (0)م)/ [×]۴ على (۴)۷ يترك جميع عناصر ۴ دون تغيير ومن خواصه أن 
*[(0)م) +»]ت؟. لما كانت (×)م غير محتزلة في [×]۴ فإن (۲)'م غير محتزلة في [5"]1 (وفقا 
لتمهيدية ه*-") وبناءً عليه يوجد تماثل *0 من (()'م)/[۴']۲ على (۴)۷ حيث ۷ جذر 
ل (0'م بحيث يترك *0 جميع عناصر ۴ دون تغيير وأن «-*9[()'م+]]. 


Vo الحقول‎ 


الآن نجمع الأجزاء مع بعضها كي تثبت مبرهنة (ه-7-) . فوفقا لتمهيدية 
(ه--4 ) يوجد تمائل **+ من ((8)م)/[] على (()'7"]1[/)5 يتوافق مع + على 7 ويأخذ 
x+(p(x))‏ إلى (0)'م)+. لنعتبر التطبيق خوعع*جا- (* )عدن موضحا في الشكل 


+1 + * 
mg OT RL mM ¢ 
(p()) (p'(D) 


من (۴)۷ على (5")8. إنه تماثل من (۴)۷ على (#)"5 لأن كلا من التطبيقات * ہہ **ة2 
*6 هو تماثل غامر. لما كان *[(»)م) +»]-+ فإن : 
vo=(v(y*)")r**0*=([x+(p(x))]r**)0*=[t+ (p’(t))]0*=w.‏ 
كذلك لکل » في ۴ يكون 
(at**)0*=a'a*=a'‏ - *ة**و(! (*بس)ه) مو 


لقد بِيّنا أن تماثل يحقق جميع الشروط المنصوص عليها في المبرهنة تما يكمل البرهان . 


F'(w) 


إن حالة خاصة من المبرهنة أعلاه مهمة بحد ذاتها وهي النتيجة التالية. 


إذا كانت ()م في [::[غير غتزلة وكان ۵ وط جذرین ل ()صفإن (ه)"يباثل (۴)۵ 
بتراثل يأخذ 2 إى ط ويترك جميع عناص ر ۴ دون تغيير. 


الآن نأتي إلى المبرهنة التي كما ذكرنا من قبل تعتبر حجر الأساس لنظرية جالوا. 
وهي الغاية الأساسية من هذا البند. 


مبرهنة (1-17-0) 

أي حقلي انشطار و ۴ لكثيرتي ا حدود (::)1 فی [×]۴ و )۴ف []" على الترتيب 
متباثلان بواسطة تماثل © يتمتع با خاصية 00-0 لكل » في ۴. (بصورة خاصة كل حقلي 
انشطار لكثيرة حدود ما على أي حقل امتاثلان بواسطة تماثل يترك جميع عناص ر“ادون 


ام مواضيع في الجبر 


البرهان 

يبدو من المناسب استعمال طريقة الاستقراء الرياضي في البرهان . ومن أجل ذلك 
فإننا نحتاج إلى مؤشر قيمه أعداد صحيحة يتناقص باستعمال طريقة ما ضمن خطوات 
عملنا. إن المؤشر الذي سنستعمله هو درجة حقل انشطار ما على الحقل الابتدائي . 
قد يبدو لأول وهلة أن اختيارنا هذا مصطنع (وقد يكون مصطنعًا فعلا) ولكننا نفعل 
ذلك لأنه کا سترى: أن مبرهنة (1-17-8) توفر لنا الطريقة لإنقاص هذا المؤشر 


إذا كان 1-[8:5] فإن 8-8 وعليه فإن («): تنشطر إلى حاصل ضرب عوامل 
خطية على ۴ نفسه. استنادا إلى تمهيدية (ه-8-*) فإن (۲)۲ تنشطر على ۴ إلى حاصل 
ضرب عوامل خطية ما يجعل "5-'8. ولكن عندئذ يوفر لنا التطبيق #-4ه التهائل من ع 
على '5 والذي يتفق مع على 5. 


لنفرض أن النتيجة صحيحة لأي حقل ۴ وأي كثيرة حدود ٤)×(‏ في [×|۴ بحيث 
أن درجة أحد حقول انشطاره ,على ر۴ أقل من ه. أي أن ه>[و:رع]. 


نفرض أن 2<1-[8:5] حیٹ 8 حقل انشطار ل ٤)×(‏ على ۴. لما كان 1<ہ فإن 
5 (*)1 عاملا غير محتزل («)م درجته 1<:. لیکن ()'/م العامل غير المختزل المقابل ك 
5)0. لما كان ع يشطر ٤)×(‏ فإن ۴ يحوي جميع جذور («)4 وبالتالي جميع جذور (5)م. لذا 
يوجد عنصر ۷ في 8 بحيث 0-(0)م. وفقا لمرهنة )7*-١-5(‏ فإن ۴)۷(:۴[=۲]. بصورة 
مشابهة يوجد عنصر « في ۴ بحيث 0-(8)'م. استنادا لمبرهنة (ه-4-7) يوجد تماثل ه 
من (۴)۷ على (۷) ۴ يتمتع بالخاصية '» مه لكل » في .F‏ 


لما كان1< : = [:(5)0] › فإن 


Ey E" 
v۷ —<n 
{FW:F] r 


VV الحقول‎ 


إننا ندّعي أن 8 حقل انشطار ۲)0 باعتبارها كثيرة حدود على (۷) ۴= ,۴ . ذلك لأنه لا 
يوجد حقل جزئي فعلي من ۴ يحوي ۴ وبالتالي ۴ وفي نفس الوقت يشطر (6)؟ لأننا افترضنا 
أن ۴ حقل انشطار ل ٤)×(‏ على ۴. بصورة مشابهة يكون '8 حقل انشطار ل ۴)0 
على (*) ”0-17آ. باستعال فرضية الاستقراء يوجد تماثئل ۾ من 2 على '۴ بحيث 34-20 
لكل هھ في وآ. ولكن لكل » في ۴ » '»-مه». إذن لكل » حيث و0675 » يكون 


'»=0»=ض». هذا ما يكمل الاستقراء ويثبت المبرهنة . 


لغرض برهنة الجزء الأخير من نص المبرهنة دع “5-5 و التطبيق المحايد وهو 
»= لكل » في 5. لنفرض أن ,۴ و ر8 حقلا انشطار ل (*«؛ في [×]۴ . باعتبار 
E, =۴‏ و طع“8د/8درظ نستنتج أن E‏ یماٹل ر۴ بواسطة تمائل يترك عناصر ۴ دون 
تغيير وذلك استنادا إلى المبرهنة التي قد انتهينا من إثباتها أعلاه . 


بالنظر للحقيقة أن كل حقلي انشطار لكثيرة حدود على ۴ متماثلان بواسطة تمائل 
ترك جميع عناصر ۴ دون تغيير» يمكننا التتحدث عن حقل الانشطار كاسم معرف بدلا 
من مجرد حقل انشطار ذلك لأنه وحيد بالضرورة . 


E 

۴ لیکن ۴ حقلا ما و 6+ ×+ *×=(×)م حيث »وق في ۴۔ إذا كان × أي امتداد ل‎ )١( 
يحوي جذرًا ه ل (×)م » فإن العنصر م-»--ط موجود أيضا في × و هو جذر ل‎ 
(«)م. إذا كان هط فإنه من السهل التأكد من أن “(ه:)-()م وعليه يقع جذرا‎ 
()م في ×. وإذا كان ۲4 ففي هذه الحالة أيضا يكون جذرا (×)م في >. نستنتج‎ 
من ذلك أنه يمكن شطر (×)م بواسطة امتداد درجته 2 على ۴. يمكننا التوصل إلى‎ 
. النتيجة نفسها باستخدام ميرهنة (ه-1-1) مباشرة‎ 

00( ا وا عذاد ا (x)=‏ اجلو ستل ا لأركية 
هي 7ن ,02 .V2,‏ يه انايد -)-ه و7/2.. هو الجذر التكعيبي 
الحقيقي للعدد 2. إن الحقل (5)5/2 لا يمكن أن يشطر 7-2 لأنه حقل جزئي من 


۳۷۸ 


(۳) 


مواضيع في ادر 


حقل الأعداد الحقيقية فلا يمكن له أن يحوي 01/2 لأنه عدد مركب غير حقيقى . 
ماذا يمكننا القول عن 5 حقل انشطار 2 على ۴ دون تعيينه صراحة؟ وفقا 
لبرهنة (17-7-5) نحصل على 6= e‏ :5] » ولا كانت 0-2« غير مختزلة على ۴ 
حسب ملاحظتنا أعلاه ولكون 3-[58 :۴ فاستنادا لنتيجة مبرهنة (ه-١-١)‏ 
خضل عل 3 3 

[E:F]>[F(V2):F]=3 ولكون‎ .3=[F(V2):FJI[E:F] 
فلا يبقى لنا إلا أن يكون 6-[5:5]. يمكننا أن نحصل على النتيجة ذاتها بعمل‎ 
وبيان أن « تحقق كثيرة حدود غير ختزلة من‎ E=۴,)۵( امتدادين هما (۴,=۴)۷2 و‎ 
.5, الدرجة الثانية على‎ 
E=F(») لیکن ۴ حقل الأعداد النسبية و2+1«+*»<-()؛ في [«]5. إننا ندّعي أن‎ 
حيث 1/2 3/. +!) =» هو حقل انشطار ل («)1. لذا فإن 2 -[:8] وهوعدد يقل‎ 
كتير عن القيمة القصوى وهي 24-إ4.‎ 

مستاقيل 

في برهان تمهيدية (ه7-١).‏ أثبت أن (×)م ع٤4 ٩)×(=‏ عل 
في برهان مبرهنة (ه-1-7)» أثبت بالتفصيل أن العناصر ۷+" "×,... ,۷+×,1+۷ 
تكون اساسا ل ٤‏ على ۴. 
برهن تفصيلا تمهيدية (ه-7) . 
في تمهيدية (4-7-5) بين أن **+ حسن التعريف وهو تماثل من (5][/00 على 
.F[t(f'(0)‏ 
في مثال (۳) في نهاية هذا البند. أثبت أن (۴)۵ هو حقل انشطار ل 2+1«+». 
لیکن ۴ حقل الأعداد النسبية . عين درجة حقول الانشطار لكثيرات الحدود أدناه : 
x×“+1 )|(‏ (ب) 1+ × 
(ج) 2× (د) x1‏ 
(ه) 1+ ×+؟x‏ 
ليكن م عددا أوليا. برهن على أن درجة حقل انشطار 1-*× على حقل الأعداد 
النسبية تساوي 1-م. 


اللتقبول ۳۷4 


۸- إذا كان 0<1. فبرهن على أن درجة حقل انشطار 1-"× على حقل الأعداد النسبية 
تساوي (6)7 حيث © هي دالة أويلر (#عان). إن هذه المسألة هى في الحقيقة 
مبرهلة مروا ولا أعرق علا بسيطًا طن لذا فلا تشعر بخيبة أمل إذا عجزت 
عن حلها. إذا حصلت على حل بسيط فإنني أرغب في الاطلاع عليه. هذه 
المسألة ستصادفنا بصيغة مكافئة في مسألة (ه-١)‏ في بند (ه-5) . 

٩‏ - إذا كان ۴ حقل الأعداد النسبية. فأوجد الشروط الضرورية والكافية على 
العنصرين ه و ا بحيث تكون درجة حقل انشطار ط+«ة+* تساوي 3 على الحقل 
.F‏ 

٠‏ - لیکن م عددا أوليا و ,۴=2 حقل الأعداد الصحيحة قياس م 

.۴ برهن على أنه يوجد كثيرة حدود غير مختزلة من الدرجة 2 على‎ )١( 

(ب) استعمل كثيرة الحدود هذه لبناء حقل يحوي ”ص من العناصر. 

(ج)" أثبت أن أي كثيرتي حدود غير مختزلتين من الدرجة 2 على ۴ تقودانا إلى 
حقلين متماثلين يحويان ”م من العناصر. 

-١‏ إذا كان ع امتدادًا ل ۴ و ()؛ في [×]۴ وإذا كان + نماثلا ذاتيًا للحقل 5 يترك جميع 
عناصر ۴ دون تغيير. فبرهن على أن ۾ يجب أن يأخذ جذرًا ل (1)2 موجودًا في 5 


إلى جذر ل («)4 في 5. 8 
- أثبت أنه لا يوجد تماثل ذاتي للحقل (۴)۷2 حيث ۴ حقل الأعداد النسبية عدا 
التهاثل الذاتي المحايد . 


١‏ - باستعمال نتيجة مسألة )١١(‏ برهن على أنه إذا كان العدد المركب » جذرًا لكثيرة 
الحدود («)م التى معاملاتها أعداد حقيقية » فإن ».. هو جذر أيضا ل (×)م حيث 
ادد الركب الزافق لذنة: 

٤‏ - باستعمال نتيجة مسألة )۱١(‏ برهن على أنه إذا كان :عددًا صحيحًا لا يساوي 
مربع عدد صحيح آخر وكان 81/0+» (حيث » » 8 أعداد نسبية) جذرًا لكثيرة 
الحدود (×)م التى معاملاتها أعداد نسبية فإن 0-8۷٩‏ هو أيضا جذر ل (×)م. 

ب إذا كان ۴ حقل الأعداد الحقيقية . فبرهن على أنه إذا كان م تماثلا ذاتيا ل ۴ فإن 
ب يترك جميع عناصر ‏ ثابتة . 


ا مواضيع في الجر 


5 -() أوجد جميع الرباعيات الحقيقية +k‏ زية + آرة +رة-] التي تحقق 1--2). 


(ب)* إذا كان :كا في جزء )١(‏ . فبرهن على أنه يوجد رباعي حقيقي ؛ بحيث 
أن = هاو 


(5 - 4) الإنشاء اهندسي باستعمال المسطرة والفرجار 
نتوقف في هذا البند عن تطوير دراستنا العامة لنتفحص بعض ما تقتضيه ج تقتضيه النتائج 
التي حصلنا عليها حتى الآن في مواضع هندسية مألوفة . 


يدعى العدد ا حقيقي »© عددا قابلا للانشاء (eاconstructib)‏ إذا أمكننا إنشاء 
قطعة مستقيم طوطا » باستخدام المسطرة والفرجار فقط . نفرض أن لدينا وحدة قياس 
طول أساسية. ولنتذكر أنه في دراستنا للهندسة في المدرسة الثانوية تمكنا من إنشاء 
مستقيم عمودي ومستقيم مواز لمستقيم معلوم يمر بنقطة معينة وذلك باستخدام المسطرة 
والفرجار فقط فقط. من هذا نجد أنه من السهل البرهان على أنه إذا كان » و 6 عددين 
قابلين للإنشاء فإن الأعداد م+» > 08 و قله عندما 660 كلها قابلة للإنشاء (انظر 
مسألة .)١‏ لذا نستنتج أن مجموعة الأعداد القابلة للإنشاء تكون حقلاً جزئيًا ۷ من 
حقل الأعداد الحقيقية . 


على وجه الخصوص ولكون 1٤۷‏ فإن ۷ يجب أن يحوي ,5 حقل الأعداد 
النسبية . إننا نود دراسة علاقة ۷ بحقل الأعداد النسبية . 


وحيث إننا سنصادف التعبير «الإنشاء باستعمال المسطرة والفرجار» (واشتقاقات 
أخرى منه) فإن الكليات : أنشىء» قابل إلانشاء وإنشاء كلها تعني استعال ا مسطرة 
والفرجار. 


إذا كان ۲۷« فبإمكاننا التوصل إلى س يدْءًا بحقل الأعداد النسبية باستخدام 
عدد منته من الانشاءات. 


الحقول ۳۸1 


لیکن ۴ أي حقل جزئي من حقل الأعداد الحقيقية . لنعتبر جميع النقط (ل,») في 
المستوى الإقليدي الحقيقي الي إحداثياها × و يقعان في ۴. نطلق على مجموعة هذه 
النقط مستوى ۴. إن كل مستقيم يصل بين نقطتين في مستوى ۴ له معادلة على الشكل 
0= +رط+×ه حيث 3 » طوء عناصر في ۴ (انظر اة ۲). بالإضافة إلى ذلك أية 
دائرة يكون مركزها في مستوى ۴ وطول نصف قطرها عنصر في ۴ ها معادلة على الشكل 
0= + برط +يرج + ”+× حيث 23 ط وه في ۴ (انظر مسألة ۳). نصف مثل هذه 
المستقيمات والدوائر بأخها مستقييات ودوائر في ۴. 


إذا تقاطع مستقيمان في ۴ في نقطة على المستوى الحقيقي فإن هذه النقطة 
تقع في مستوى ۴ (انظر مسألة 4). من جهة أخرى ليس من الضروري أن تقع نقطة 
تقاطع مستقيم في امع دائرة في في مستوى ۴. ولكن باستخدام حقيقة أن معادلة 
مستقيم في ۴ هي على الشكل 0=ء+رط+×ه ومعادلة دائرة في ۴ على الشكل 
ey + =0‏ جيل + +× حیٹ «ce cb » a‏ ل ce‏ #عناصر في ۴ يمكننا أن فين أنه إذا 
تقاطع في المستوى الحقيقي مستقيم في ۴ مع دائرة في ۴ فإما أن تقع نقطة تقاطعه) في 
مستوى ۴ أو في مستوى (1)3/7 حيث ۷+عدد موجب في ۴ (انظر مسألة ه). وأخيرا 
فإن تقاطع دائرتين في ۴ يمكن أن يعتبر كتقاطع لمستقيم في مع دائرة في ۴ 
فلو كانت هاتان الدائرتان هما 0حع + ورم عير و ++ تر و 0حرء + تروط + نرق + x+y?‏ 
فإن تقاطعه| هو تقاطع أي منبما مع المستقيم 0=(ر»رء)+ر(رطا-,ط)+×(رة-ة) والذي 
يعطينا نقطة إما في مستوى ۴ أو مستوى (7)1/7 حيث ۷ عدد موجب في ۴. 


لذا فإن المستقييات والدوائر في ۴ تقودنا إلى نقط إما في ۴ أو في امتداد تربيعي 
من ۴. إذا اعتبرنا أننا في (,۴)۷۲ وهو امتداد تربيعي ما من ۴ فإن المستقيمات والدوائر 
في (5)177 تقاطع في نقط تقع في مستوى (:5)1/7,.7/7 حيث ل عدد موجب في 
(5)377. نصف نقطة بأنها قابلة للإنشاء من ۴ إذا أمكننا إيجاد أعداد حقيقية 
.۸ بحیٹ 0268 (/226580.» (ی۸ر )€۴ ۰ (ريفر... ,۴)۸ €. وحیٹ إن 
النقطة تقع في مستوى (م5)3,,...,3. وبالعكس إذا کان فی ۴ بحيث ۷۷ عدد حقيقي 


AY‏ مواضيع في الجبر 


فيمكن أن يدرك ۷۲ على أنه ناتج من تقاطع مستقیمات ودوائر في ۴ (انظر مسألة 5) . 
لذا تكون النقطة قابلة للإنشاء من ۴ إذا وفقط إذا أمكننا إيجاد عدد منته ...من 


الأعداد الحقيقية بحيث: 
۸ه [F(A ):F]=1,2‏ 
د [F(A.-.A):F(A,.--,A_)J=1,2‏ 


لكل ,...,1,2-: وبشرط أن النقطة تقع في مستوى (م5)(.....3. 


لقد سبق وأن عرّفنا العدد الحقيقي القابل للإنشاء » إذا أمكننا باستعمال المسطرة 
والفرجار إنشاء قطعة مستقيم طوها 0. ولكن هذا يصبح بدلالة المناقشة أعلاه كالتالي : 
يكون العدد » قابا للإنشاء إذا تمكننا بدءًا بمستوى الأعداد النسبية و إدخال » في 


حقل يمكن الحصول عليه من ,5 بواسطة عدد منته من الامتدادات التربيعية . أي 
تصبح لدينا المبرهنة التالية . 


مبرهنة )١-٤-٥(‏ 
يكون العدد الحقيقي » قابلًا للانشاء إذا وفقط إذا أمكننا إيجاد عدد منته من 


الأعداد ا حقيقية n‏ ...1 بحيث 
١‏ 1 ف F‏ 0 
۲ 1 في (ربة EE‏ ۴ لکل -خ. بحیث hg e‏ 000 


يمكننا حساب درجة (ہ۸,..., ۴)۸ على 50 باستعمال مبرهنة (ه-١-١)‏ 
[Fo(*1, ..., A") :Fo]=[Fo(A1-.-A,):Fo(A: lest‏ 
X([Fo(A 5.-4) :Fo(A 15--23]‏ 
x[Fo(^):Fo]‏ 
ولا كان كل حد في حاصل الضرب هو إما 1 أو 2 نحصل على أن: 
[Fo(^,,...,4,):Fol=2"‏ 
وتكون لدينا النتيجة التالية . 


AY اجرل‎ 


نتيجة )١(‏ 
إذا کان » قابلًا للانشاء فإنه يقع في امتداد ما من الأعداد النسبية درجته إحدى 
قوى العدد 2. 


إذا كان » قابا للإنشاء فوفقا للنتيجة )١(‏ أعلاه يوجد حقل جزئى 1 من حقل 
الأعداد الحقيقية بحيث ۸)» و '2=[ر۸:۴]۔ ولكن 16-(5,)0 لذا یسال نتيجة 
مبرهنة (ه-١1-١)‏ يكون 
[Fo(a):FoJ|I[K:Fo]=2"‏ 
ما يجعل [50)0(:10] يساوي إحدى قوى العدد 2. وحيث إنه إذا حقق » كثيرة حدود غير 
مختزلة من الدرجة »!على ر۴ يكون 1-[م15:0)0(:5] حسب مبرهنة (ه-١7-1)‏ . لذا نحصل 
على معيار مهم لعدم القابلية على الإنشاء. وهو النتيجة التالية . 


نتيجة (۲) 
إذا حقق العدد ا حقيقي » كثيرة حدود غير ختزلة من الدرجة )على حقل الأعداد 
التسيية وم يكن » يساوي إحدى قوى العدد 2 » فإن » غير قابل للانشاء . 


إن هذه النتيجة أعلاه تمكننا من حل مسألة قديمة وهي عملية تثليث زاوية 
باستعمال المسطرة والفرجار حيث يمكننا برهان ما يلي . 


مبرهنة (ه-31-4) 


هق الستحيل تعليث الزآوية 607 باستعرال :امسطرة والفريجا زر فقط.. 


البرهان 

لو كان بإمكاننا تثليث الزاوية *60 باستعمال المسطرة والفرجار فإن الطول 
”0-0520 يصبح قابلا للإنشاء. في هذا الموقف نعود بذاكرتنا إلى المتطابقة 
3)0(-3c05)0(‏ 5 -(005)30. بالتعويض عن 9 بالزاوية 20° E‏ أن 


A4‏ مواضيع في الجبر 


2 = 60 05 » نحصل على ل = 40-3 أي أن 360-1-0ه8. لذا فإن » جذر 
لكثيرة الحدود 1-×6-×8 على الأعداد النسبية . ولكن كثيرة الحدود هذه غير ختزلة على 
حقل الأعداد النسبية (انظر مسألة 1(۷)) ولكون درجته تساوي 3 وهوليس إحدى قوى 
العدد 2 نستنتج أن » غير قابل للإنشاء حسب النتيجة (۲) من مبرهنة (ه-4-١).‏ لذا 
لا تمكن تثليث الزاوية *66 باستغمال المسطرة والفرجار فقط . 


حجمه يساوي ضعف حجم مكعب معطى . إذا كان حجم المكعب الأصلي هو وحدة 
حجم واحدة فهذا يلزمنا بإنشاء طول » بحيث 3-2ه. ولا كانت كثيرة الحدود 0-2 غير 
مختزلة على الأعداد النسبية (مسألة ۷(ب)) فوفقا للنتيجة (۲) من مبرهنة )١-4-0(‏ 
يكون » غير قابل للإنشاء . وبذا نحصل على المبرهنة التالية . 


هناك مسألة قديمة أخرى وهي مسألة مضاعفة المكعب أي عملية إنشاء مكعب 


مبرهنة (17-4-5) 


من ا مستحيل مضاعفة مكعب باستعيال ا مسطرة والفرجار فقط . 


نود الآن أن نعرض شكلا هندسيا آخر لا يمكن إنشاؤه باستعمال المسطرة 
والفرجار ألا وهو المسبع المنتظم . من أجل تنفيذ مثل هذا الإنشاء يتحتم علينا إنشاء 
(27/7) 205 -ه. ولكننا ندّعى أن » يحقق 1-×2-×+ × (مسألة ۸) وكثيرة الحدود هذه 
غير مختزلة على حقل الأعداد النسبية (مسألة ۷(ج)) . نستنتج باستعمال نتيجة (۲) من 
مبرهنة (1-4-8) ما يلي . 


مبرهنة (1-4-5) 
من ا مستحيل إنشاء مسيسع منتلم sept aon)‏ arاuعeا)‏ باستعيل ال مسطرة 
والفرجار فقط . 


الحقول A0‏ 
مسائل 
-١‏ برهن على أنه إذا كان » » م قابلين للإنشاء فكذلك ±8» . 8» و قله (عندما 
0غد8). 
1 أثبت أن كل خط مستقيم في ۴ له معادلة على الصيغة 0-ه+ترط+عة حيث a‏ » اء » 
في .F‏ 
*- أثبت أن كل دائرة في ۴ لها معادلة على الصيغة 0-0 + رط +يرة + ”ر +× حيث 3 » 25 » 
FE‏ 
٤‏ - برهن على أنه إذا تقاطع مستقيان في ۴ في نقطة على المستوى الحقيقي فإنهما 
يتقاطعان في مستوى 5. 
ه ‏ برهن على أنه إذا تقاطع مستقيم في مع دائرة في في نقطة على المستوى الحقيقي 
فإما أن تقع هذه النقطة في مستوى ‏ أو في مستوى (5)1/7 حيث :عدد موجب 


۴ 
5 - إذا كان ہنی #عددًا موجبًا . فبرهن على أنه يمكن إدراك 7/7 من تقاطع مستقييات 
ودوائر في ۴۔ 
۷ - أثبت أن كثيرات الحدود أدناه غير محتزلة على حقل الأعداد النسبية : 
)0( 6-1 تيرق 
(ب) 2 
(ج) x +x? -2x-1‏ 


۸ - أثبت أن (2005)2/7 يحقق 1-×2-×+ × 
(إرشاد = استخدم ٠ (2c0s(2/7)=e 7 +e 27i?‏ 
قد انيت أن المخمس المنتظم («معةامعم )regular‏ قابل للإنشاء . 
1 أثيت أن المسدس المنتظم )regular hexagon)‏ قابل للإنشاء . 
۹ ا اتان المضلع المنتظم ذاالخمسة عشر ضلعا («مع-15 :داناوء:) قابل للانشاء :. 
۲ - برهن على أنه من الممكن تثليث الزاوية 72°. 
وى اشع إن المتسع المنتظم (دمع-9 arاuع۲e)‏ غير قابل للانشاء . 
15" ترف ل أن المضلع المنتتظم ذا السبعة عشر ضلعا (دمع-17 عقادوع2) قابل 
للانشاء . 


سن مواضيع في الجر 


(ه ‏ ه) المزيد عن الجذور 
نعود الآن إلى عرضنا العام. لیکن ۴ حقلاً ما و [×]۴ حلقة كثيرات الحدود 
في × على ۴۔ 


تعريف 

إذاكانت »+ ×+ ...+ "×+ ...+ تبرره + ”ير يه-()1 في [×]۴ فإن مشتقة 
derivative‏ (5) والتى نرمز ها ب (×)۴ هى كثيرة الحدود 
x" (n-1)a,x™ 2+... (ni) 1+... +‏ ممه (:) ؛ في .F(x)‏ 


إننا لا نحتاج إلى مفهوم الغبايات لغرض تقديم مثل التعريف أعلاه أو لإثبات 
الخواص الأساسية الشكلية لمشتقات كثيرات الحدود. ومع ذلك فلكون ۴ حقلا 
اختياريا يمكن أن نتوقع حدوث بعض الأمور الغريبة . 


في نهاية بند )۲-٠(‏ عرفنا المقصود بمميز الحقل . لنستذكر هذا الآن: يقال عن 
حقل ۴ إنه صفري المميز إذا كان #0 لكل 3*0 في ۴ وكل عدد صحيح 
0<. إذا كان 2-0 لعدد صحيح ما 0<" ولعنصر 320 في ۴ قيل عن ۴ إنه منته 
المميز. في هذه الحالة الأخيرة يُعرف مميز الحقل ۴ بأنه أصغر عدد صحيح موجب م 
بحيث 0-دم لكل في ۴. في الحقيقة إنه إذا كان ۴ منته المميز فإن بميزه م يحبب أن يكون 
عددًا أوليًا. 


نعود الآن إلى مسألة المشتقة وليكن ۴ حقلا ميزه 0ص. في هذه الحالة تكون مشتقة 
كثيرة الحدود ”»دهى كثيرة الحدود 0='×م. لذا فإن النتيجة المعتادة في حساب التفاضل 
والتكامل القائلة بأنه إذا كانت مشتقة كثيرة حدود تساوي صفرا فإنه يجب أن يكون 
ثابتا. (هذه النتيجة لم تعد صحيحة دائ|). ولكن إذا كان مميز ۴ يساوي صفرا وكان 
0-(×)'۴ حيث (5)* في [×]۴ فيجب أن يكون »-(:)؛ حيث » في ۴ (انظر مسألة .)١‏ 
في حالة كون مميز الحقل مساويًا ل مو #0 فيبقى في استطاعتنا وصف كثيرات الحدود 


TAY الحقول‎ 


التي مشتقاتها تساوي صفرا وهي على وجه التحديد كثيرات حدود في المتغير ”× (انظر 
مسألة م الان نبرهن ما يقابل القواعد الشكلية للتفاضل والتي نعرفها جيدا. 


تمهيدية (ه-ه-1) 

لكل ()! و (×)ع فی [::[! وکل » فی ۴ نحصل على ما 5 
(f()+g(x))'=f'(x)+ g(x) -١‏ ۰ 
(af(s))'=af'(x) a7‏ 
(fO)g())'=f'(x)g()+E()g' (x) -F‏ 


الرهان 

إن برهان القاعدتين ١‏ و۲ سهل جدا ونتركه للقارىء. كي نيرهن 
القاعدة التالية لاحظ أنه يكفينا برهانها في الحالة الخاصة جدا عندما «-(»)؛ 
و ×=(×)۾ حيث ذو زعددان صحيحان موجبان . ولكن حينئذ أ*-(*)و(») نما يجعل 
)1+j (7‏ = '((و)ع()1) بيد أن ارود اير رك )ع0 و .f)»)g' 0=» x»‏ 

ونتيجة لذلك يكون '((×)ع(×)۴) =" '×(ز+1)=(×)'ع(×)٤+(×)ع(x)‏ 7 
٠‏ تذكر من مبادىء حساب التفاضل والتكامل أنه إذا كان لدالة جذر مكرر في 
نقطة معيّنة فإن هذا يكافء تلاشي كل من الدالة ومشتقتها عند تلك النقطة . في وضعنا 

الحالي حيث ۴ حقل اختياري تبقى هذه العلاقة المتبادلة صحيحة . 


تمهيدية (ه-ه-1) 
يكون لكثيرة ا حدود (:)! في [×]۴ جذرا مكررًا إذا وفقط إذا كان ل ()1 و (۴)۸ 
عامل مشترك غير تافه (أي درجته موجبة) . 


البرهان 
قبل برهان التمهيدية لابد من ذكر الملاحظة التالية: إذا كان ل (*)4 و (×)ع في 
[×]۴ عامل مشترك غير تافه في [×]× حيث × امتداد ل ۴ فإن لما عامل مشتركًا غير تافه 


AA‏ مواضيع في الجبر 


فى [×]۴. ذلك لأنه لو كانت 600 و00 ع أوليتين نسبيا في ۴)۸ لأمكننا إيجاد كثيرتي حدود 
a)×)‏ و («)ط في [×]۴ بحيث 1=(×)ع(×)ط+(×)۴(×)ه. وحيث إن هذه العلاقة تبقى 
صحيحة عندما ننظر للعناصر على أنها في [×]× نستنتج أن (») و (»)ع أوليتان نسبيًا في 
K]×[‏ عا يرهن العبارة أعلاه . 


الآن نبدأ ببرهان التمهيدية. من الملاحظة أعلاه يمكننا الفرض دون المساس 
بعمومية البرهان » إن جميع جذور ()1 تقع فی ۴ (وإلا فمد إلى × حقل انشطار ()٤)۔‏ 
إذا كان » جذرًا مكررًا ل (0؛ فإن (×)۹"(٥-×)=(٭)٤‏ حيث 1<م, 
ولكن "”(»-×)"='("(»-×)) حيث يمكن التأكد من ذلك بسهولةء وعليه استنادا 
لتمهيدية )١-5-(‏ يكون: 

f'(x)=(x-a)"q'(x)+m(x-a)™q(x)=(x-a)r(x), 

لأن 1<د. من هذا نرى أن ل ٤)×(‏ و (×) ۴ عامل مشتركًا هو »× ما يبرهن اتجاهًا واحدًا 
في التمهيدية . 


في الاتجاه الآخرء لو فرضنا أن («)5 لاتملك جذرًا مكرراء فإن 
(مه-:)...(يه-<)(,هع) -(:)1 حيث 5ز1>1>2(0) كلها مختلفة عن بعضها (إننا نفترض 
أن () ۲ واحدية ). ولكن حينئذ : 


...(0)...( بعس E‏ =0( £ 
حيث إن العلامة ۸ تعني أن الحد محذوف. إننا ندعي أنه لا يوجد جذر مشترك 
بين («)1 و («) 2 لأن 0 ره) 1 - (0) ”1 بسبب كون الجذور كلها ختلفة عن 
بعضها. ولكن إذا كان ل (×)] و («)'؛ عامل مشترك غير تافه فيجب أن يكون ما جذر 
مشترك وهو أي جذر من هذا العامل المشترك . نخرج من هذا بأنه لا يمكن ل )1و 
(«)* أن يكون هما جذر مشترك مما يبرهن الاتجاه الآخر في التمهيدية . 


)١( نتيجة‎ 


إذا كانت ()4 غير حتزلة في F[x]‏ » فإنه : 


الحقول ۳۸۹4 


. إذا کان میز ۴ يساوي صفرا‎ ٤)۸( لا توجد جذور مكررة ل‎ - ١ 
إذا کان میز ۴ يساوي ۶0م وكان ل (*)! جذر مکررء فيجب أن تکون (٭) ۲ على‎ - ۲ 
اهيئة (×)ع=(»)‎ 


الرهان 

لما كانت (×)۴ غير مختزلة فإن عامليها الوحيدين في [×]۴ هما 1 و (۸). وفقًا 
للتمهيدية أعلاه إذا كان ل («)؛ جذر مكررء فيجب أن يكون ل ٤)×(‏ و ()؛ عامل 
مشترك غير تافه مما يؤدي إلى أن («)|(*)1. ولكن درجة (*)؛ أقل من درجة ( لذا لا 
يوجد مخرج من ذلك إلا أن تكون ۲)×(=0. عندما يكون مميز ۴ يساوي صفرا فيجب أن 
تكون (1)5 مساويا لثابت؛ وبذلك لا يكون لها جذور. أما في حالة کون مميز ۴ يساوي 
#م فيجب أن تكون (۶×)ع=(»)]. ١‏ 


سيكون لنا عودة لمناقشة ما تقتضيه النتيجة )١(‏ بصورة مفصّلة. ولكن الآن 
نبرهن نتيجة خاصة سنستعين بها في الفصل السابع عندما نعالج الحقول المنتهية . 


نتيجة (۲) 
إذا كان ۴ حقلا ميزه 0م فإن لكثيرة ا حدود ع-' "مير فی [×]۴ جذورا ختلفة » حيث 


رةه 


الرهان 
إن مشتقة × "× هي 1-= 1-1" ×"م لأن عميز ۴ يساوي م. إذن "0 ومشتقتها 
أوليتان نسبيًا وهذا يقتضي أن ×× ليس لهاجذور مكررة حسب التمهيدية . 


إن النتيجة )١(‏ لا تلغي إمكانية وجود جذور مكررة لكثيرة حدود غير مختزلة على 
حقل ميزة #0م. كي نوضح الأمور نعرض مثالا يكون فيه ما ذكرناه تمكنا. ليكن 
0 حقلا ميزه يساوي 2 و (×)۴=۴ حقل الدوال النسبية في «على و5. إننا ندعي أن كثيرة 


۳۹۰ مواضيع في الجبر 


الحدود × في [۴]۲ لا مختزلة على ۴ ومع ذلك فإن جذريها متساويان. كي نبرهن على أنها 
غير مختزلة يجب أن نبين أنه لا توجد دالة نسبية في (×)۴۵ مربعها يساوي × والذي هو 
محتوى مسألة .)٤(‏ كى ترى أن ل -2) جذرًا مكررا لاحظ أن مشتقتها (المشتقة بالنسبة 
ل :. لكون × ثابنًا لأنه في ۴) تساوي 0-:2. بطبيعة الحال يمكن تقديم أمثلة مشابهة في 
حالة كون ميز الحقل أي عدد أولي . 

لقد أصبحت. الآن» الإمكانية حقيقة . إنها تشير إلى الفرق الكبير الموجود بين 
حالةالمميز 0 وحالة المميز م. إن وجود كثيرات حدود غير محتزلة ذات جذور مكررة في 
حالة المميز م تقودنا للعناية بدقائق أمور شيقة وفي الوقت نفسه معقدة. إن هذه الأمور 
تتطلب معالجة متطورة وتفصيلية » لذا فإننا نفضل تجنبها في مرحلة دراستنا هذه . وعليه 
فإننا نفرض أن جميع الحقول التي سنتطرق ها ضمن شرحنا في كل ما تبقى من هذا 
الفصل هي حقول صفرية المميز. 


تعريف 
يدعى امتداد >1 ل ۴ بأنه امتداد بسيط («مندهعانء eاsimp)‏ من ۴ إذا كان 
(۴)۵ =× حيث »© عنصر ما في .K‏ 
في حالة كون المميز يساوي صفرا (أو تحت شر وط معيّنة بالنسبة للامتدادات في 
حالة المميز #0م. انظر مسألة )١4‏ يمكن إثبات أن جميع الامتدادات المنتهية هي 
بالأحرى امتدادات بسيطة . هذا هو فحوى المبرهنة التالية . 


مبرهئة (هدفد1) 
إذا كان ۴ حقلا نميزه يساوي صفرا وكان 3 » ا جيبريين على ۴ فإنه يوجد عنصر 
c‏ في (طره)ظ بحيث (۴)c=(ط,۴)a.‏ 


البرهان 
لتکن ٤)×(‏ و (×)ع كثيري الحدود وغير المختزلتين من الدرجة " و « على الترتيب 
واللتان تتحققان بواسطة 2 و طا على الترتیب . لیکن × امتدادًا ل ۴ وفيه تنشطر كل من 


الحقول ۴۹۱ 


()! و (×)ع تمامًا. لما كان میز ۴ يساوي صفرا فإن جميع جذور (»)۴ مختلفة وكذلك الحالة 


بالنسبة ل (×)ع. لتكن ا م ec‏ جذور ٤)×(‏ و وطى...روطررط-6 جميع جذور 
(×)ع. إذا كان 1ز فإن ا= ,طط وعليه فإن للمعادلة 2+ - ط2+ ره - + دوحل 
واحد ۸ في × وهو 
aa‏ 
کڪ 
b-b;j‏ 


لما كان مميز ۴ يساوي صفرا فيجب أن يحوي ۴ عددا غير منته من العناصر. لذا يمكننا 
إيجاد عنصر ف ۴ بحيث +4 رط +3 لكل ذ وكل 1ز دع جد إننا ندعي أن 
.۴)(=F)a,b(‏ لما كان (ط,ce۴)a‏ فإن (ط,۴)c(C۴)a.‏ الآن سنبين أن كلا من ۸ و ط 
عنصران في )5 ما يجعل (٥)C۴(ط,۴)۹.‏ الآن ١‏ يحقق كثيرة الحدود («)ع على ۴ وبالتالي 
فهو يحقق كثيرة الحدود ذاتها باعتبارها على (١ء)۴=×.‏ وإضافة إلى ذلك إذا كان 
(×-۴)c=(×)ط‏ فإن [2] >1 عط و h)b(=f)c-b(=)a(=0‏ لأن طy-ء=ه.‏ لذا فإنه في 
امتداد ما ل × يكون ل (×)1 و (×)ع عامل مشترك هو 0-*. إننا ندعي أن 0« هو في 
الحقيقة القاسم المشترك الأعظم لما. فلو كان طط جذرًا آخر ل (*)ع فإن 
#0 (رطبسه):- (رط)ط. لأنه حسب اختيارنا ل ١لا‏ يمكن ل راه #1ز أن يساوي ,2 أحد 
جذور («):. كذلك لاحظ أن (»)ع|0(2-<) وعليه فإن (ط-×) لا يمكن أن يقسم القاسم 
المشترك الأعظم لكل من (×)1 و (*)8. لذا نستنتج أن م هو القاسم المشترك الأعظم 
لكل من (×)۸ و (×)ع على امتداد ما ل ×. ولكن حینئذ يكون لما قاسم و أعظم 
غير تافه على × يقسم 0-*. ولكون درجة 0-× تساوي 1. نستنتج أن القاسم المشترك 
الأعظم ل (×)ع و (»)ط في [×]× هو بالضبط 0-». أي أن ط-× في [×])× نما يجعل ا في >1. 
ولكن K=۴)(‏ فنجد أن (©)561. ولكون =4 و ا » ء في ()۴ و )1*1 /: نستنتج 
أن ه في )5 وعليه يكون 13)0-(5)3,6. من علاقتى الاحتواء المتعاكستين يكون لدينا 
١ .F(a,b)=F(c)‏ 


باستعمال الاستقراء الرياضي يمكننا توسيع النتيجة من عنصرين إلى أي عدد 
منته من العناصرء أي إذا كانت العناصر ,0,...,,» جبرية على ۴ فإنه يوجد عنصر »في 
(ي0....ى1)9 بحيث (يمور...نه)5)0-21. أي يكون لدينا النتيجة التالية . 


۳4۲ مواضيع في الجبر 


يكون كل امتداد منته حقل ميزه صفرا امتدادًا بسيظا . 
سائل ٍ 
-١‏ إذا كان ۴ حقلا ميزه يساوي صفرا و (*)1 في [×]۴ بحيث 0-(2) #. فبرهن على أن 
»-(<)1 حيث » لي 5. 
؟' - إذا كان ۴ حقلا میزہ #0م و ٤)×(‏ في [×]۴ بحيث 0-(5)8. فبرهن على أن 
”م)ع-(:)؛ حيث (×)ع في [×]۴. 
*- برهن على أن (:) '8 +( 1= (f(x) +(x)‏ و (*) = '((«)قه) لكل (×)؟ » («)ع في 
F[x]‏ وه في .F‏ 
5 أثبت أنه لا توجد دالة نسبية في (۴)۸ مربعها يساوي ×. 
ه أكمل الاستقراء اللازم لإثبات نتيجة مبرهنة (ه-ه-١). ٠‏ 
يقال عن عنصر ۾ في امتداد ما × ل ۴ إنه قابل للانفصال (3616:دم»5) على ۴ 
إذا حقق كثيرة حدود على ۴ ليس لما جذور مكررة. يوصف امتداد × ل ۴ بأنه قابل 
للانفصال على ۴ إذا كانت جميع عناصره قابلة للانفصال على ۴. يقال عن حقل ۴ إنه 
كامل (اء26,عم) إذا كانت جميع الامتدادات المنتهية منه قابلة للانفصال . 
5- أثبت أن أي حقل صفري المميز يجب أن يكون حقلا كاملا . 
- () إذا كان میز ۴ هو #0م. فأثبت أنه لكل 2 و ا فی ۴ یکون "05 +"مجد-"7(م+ج) 
(ب) إذا كان مميز ۴ هو ۶0م و × امتدادا من ۴ وكان 
( لعدد مام )a€K| a" €F,‏ =1 فيرهن على أن 7 حقل جزئي من . 
4- إذا كان × 7 . و كم في مسألة /ا(1). فبين أن كل تمائل ذاتي ل × والذي يترك 
جميع عناصر ۴ ثابتة» يجب أن يترك جميع عناصر ۳ ثابتة . 
9*- أثبت أن الحقل ۴ الذي ميزه 0م هو حقل كامل إذا وفقط إذا أمكن إيجاد لكل 
عنصر a‏ في ۴ عنصر ‏ في ۴ بحيث 8-"6. 
٠١‏ - باستخدام نتيجة مسألة .٩‏ برهن على أن كل حقل منتوٍ هو حقل كامل . 
-**0١‏ إذا كان × امتدادا ل ۴. فبرهن على أن مجموعة عناصر × القابلة للانفصال على 
۴ تكون حقلا جزئيًا من ۸. 


الحقول ا 


١١‏ - إذا كان میز ۴ هو 0م و × امتدادًا منتهيّا من ۴. فبرهن على أنه لكل ه في × إما 
أن يكون ”3 في ۴ لعدد ما أو يمكن إيجاد عدد صحيح " بحيث "٤۴‏ ولكنه 
قابل للانفصال على ۴. 

١١‏ - إذا كان >1 و ۴ کا في مسألة (۱۲) وكان كل عنصر في × ولیس في ۴ غير قابل 
للانفصال على ۴. فبرهن على أنه لكل 2 يوجد عدد صحيح ٣‏ يعتمد على 3 بحيث 


إن "ديقع في ۴۔ 

4 - إذا كان × امتدادًا منتهيّا ل ۴ قابا للانفصال عليه . فبرهن على أن × امتداد 
بسيط ل ۴. 

6 - إذا كان أحد العنصرين 2 أو ط قابلا للانفصال على 5. فبرهن على أن (ط,ھ)۴ 
امتداد بسيط ل ۴. 


)٦ - (‏ مبادىء نظرية جالوا (كنهاه6©) 
إذا أعطينا كثيرة حدود (×)م في حلقة كثيرات الحدود [×]۴ في المجهول × على 
الحقل ۴ فسوف نقرن ب (×)م زمرة تدعي زمرة جالوا (مناممع وزهاة6) لكثيرة الحدود 
(:)م. هناك علاقة وثيقة بين جذور كثيرة حدود وزمرة جالوا لما. وفي الحقيقة إن زمرة 
جالوا ستكون عبارة عن زمرة تبديلات معينة لجذور كثيرة الحدود. في هذا البند والبند 
القادم سنقوم بدراسة هذه الأفكار. 


إن طريقة تقديم زمرة جالوا ستكون من خلال حقل انشطار كثيرة الحدود (×)م 
على . وعلى وجه التحديد فإن زمرة جالوا ل (×)م هي عبارة عن زمرة عناصرها تماثلات 
ذاتية لحقل انشطار (*)م. وفي الحقيقة إن هذا هو سيب اهتامنا بالتراثئلات الذاتية 
للحقل في العديد ما سيأتي من مبرهنات . إن المبرهنة الأساسية لنظرية جالوا (مبرهنة 
51-8) تبين تقابلاً بين الزمر الجسزئية لزمرة جالوا والحقول الجزئية لحقل 
الانشطار. من هذا سنستنتج في النباية شرطا لقابلية الحل باستخلاص الجذور -ة۷اهء) 
(2016215: وا اناا لمعرفة جذور كثيرة حدود ما وذلك بدلالة البناء الجبري لزمرة جالوا 
له. من هذا نحصل على النتيجة التقليدية للعالم ابل (1ءط4) بأن كثيرة الحدود العامة 
من الدرجة الخامسة غير قابلة للحل باستخلاص الجذور. وفي أثناء دراستنا هذه 


كنا مواضيع في الجير 


سنحصل على مبرهنات شيقة بحد ذاتها كنتائج جانبية. إحدى هذه المبرهنات هي 
المبرهنة الأساسية للدوال المتناظرة . إن طريقة معال جتنا للموضوع ستكون على نمط 
الرياضى ارتن (متاتره). 

لنستعيذ ذاكزتنا بأننا تتعامل مع حقول ميزها يساوي صغراء ويتاء على ذلك 
يمكننا الاستعانة بمبرهنة )١-٠١-١(‏ ونتيجتها . 


ليكن × حقلاً ما وه تطبيقًا من »على نفسه. يسمى التطبيق ه تمائلا ذاتيا 
)automorphism(‏ للحقل × إذا كان (6)ه+(6)3-(6)3(65)0(,0)8+0-(0)30 لكل 
۾ و طب ×. يقال عن تمائلين ذاتيين هو + للحقل × إنبما نختلفان إذا كان 
(4(#1)8)ه لعنصر ما ۾ ف .K‏ 


الآن نبدأ دراستنا بها يلي . 


مبرهنة )۱-٦-٥(‏ 
لیکن × حقلا و ,ه,..., ٠,‏ تماثلات ذاتية مختلفة للحقل ۸. إذا كانت مقر...ررة 
في ۸ بحيث 0-(نا)ر6رة... +(نا)يهرة + (نا)رهرة لكل u‏ في >1 » فإن 0= رة...درهدرة. 


الرهان 
لنفرض أنه بإمكاننا إيجاد مجموعة من العناصر ,3,,...,3 ليست جميعًا مساوية 
للصفر في × بحيث : 
0>(نا)رممة + ...+ (نا)رمية + (1ا)) 6ر3 
لكل :دا في ۸ . عندئذ من الممكن إيجاد مثل هذه العلاقة بحيث يكون عدد الحدود غير 
الصفرية أصغر ما يمكن. بإعادة الترقيم يمكننا الفرض أن العلاقة الدنيا هي على 
الصيغة 


(1) a,0,(U)+...+aqoq(u)=0 


حيث إن جميع العناصر ,,ة,...,,2 مختلفة عن الصفر. 


الحقول موقم 


إذا كان 5-1 فإن 0>(د)رورة لكل u‏ في × » مما يجعل 0=,ه. وهذا مناقض 
للفرض . لذا يمكننا الفرض أن 0<1. لما كانت التماثلات مختلفة. فإنه يوجد عنصر © 
في × بحيث (0,)(#60,,)0. ولا کان داه في >1 لكل دافي × فإن العلاقة )١(‏ تبقى صحيحة 
في حالة العناصر التي على الشكل ده . أي 
0>(ناء)رممة + ... + (ناء)رومية + (ناء) ,30 


لكل د في ×. باستخذام الفرضية بأن 5....,,» تمائلات ل × نحصل على العلاقة : 


0>(نا)م6(ء)ركية+ ... +(نا)ره(ه)رمية + (نا)رهك)رمرة 2( 

بضرب العلاقة )١(‏ ب (5,)0 ثم طرحها من (۲) نحصل على 
a,(0,(c) - 0,(c))o,(u)+ ... +a, (0o, (c€)-0,(c))o,,(u)=0‏ 7 
إذا جعلنا ((©) رم (0),ه)رة-ئط لكل ہ,... ,2= فإن رطفي × و ۶0(()ر-(06)c) b=‏ 


لأن 0غتيرة و 0(#0)ره()مه. ومع ذلك 0-(نا)ردمرط+...+(ن)رهيط لكل د في . إن هذه 
العملية أعطتنا علاقة أقصر من العلاقة الدنيا )١(‏ وهذا تناقض يثبت صحة المرهنة . 


تعريف 
إذا كانت © زمرة تماثلات ذاتية للحقل 16 » فإن ا حقل ال مثبت (لاعن؟ 4ع::ة!) من 
قبل الزمرة © هو جموعة كل العناصر ة في × بحيث 5-(0)2 لكل © في 6. 


لاحظ أن التعريف أعلاه يبقى صحيحا حتى لو كانت 6 مجرد مجموعة من 
التماثلات الذاتية للحقل ×. بيد أن الحقل المثبت من قبل مجموعة من التماثلات الذاتية 
يساوي الحقل المثبت من قبل الزمرة المولّدة من هذه المجموعة (في زمرة التماثلات الذاتية 
للحقل ×) (انظر مسألة .)١‏ لذلك فإننا لا نخسر شيئا حين نعرف هذا المفهوم لزمر 
التماثلات الذاتية فقط . وعلاوة على ذلك فإننا سوف نهتم فقط بالحقول المثبتة من قبل 
زمر تماثلات ذاتية . 


في التعريف أعلاه أطلقنا اسم الحقل المثبت من قبل الزمرة 6 على مجموعة جزئية 
من ×. ومن أجل أن تكون تسميتنا صحيحة يجدر بنا أن نبرهن التمهيدية التالية . 


۳۹٦‏ مواضيع في الجبر 


تمهيدية (ه-1-1) 
إن ا حقل الت من قبل الزمرة © هو حقل جزئي من ۸. 


البرهان 

ليكن 2 و ا عنصرين في الحقل المثبّت من قبّل 6. لذا يكون ه>-(3)» و م-(0)0 
لکل في 6. ولكن عندئذ يكون 

o(ab)=o(a)o(b)=ab و‎ o(atb)=0(a)to(b)=a+b 

وبناءً على ذلك يقع طخ و ذه في الحقل المت من قبّل 6. إذا كان 0ط » فإن 
(7ط="(ط)0"(=0)» وعليه يكون "في الحقل المثبّت من قبّل الزمرة 6. بهذا نكون قد 
تحققنا من أن الحقل المت من قبل © هو حقا حقل جزئي من ۸ 

فيها سيأتي سنعنى بالتماثلات الذاتية للحقل والتي تؤثر بطريقة محددة على 
حقل جزئي معين. 
تعريف 

لیکن × حقلا ما و۴ حقلا جریا من >. إن زمرة التبائلات الذاتية ل ۸ 
نسبة ل ۴ والتي نرمز ها بالرمز 6)K,۳(‏ » هي مجموعة جيع التإثلات الذاتية ل ۸ 
والتي ترك كل عنصر من ۴ ثابا. أي أن التمائل الذاتي هللحقل ×يقع في 
(6)16,1 إذا وفقط إذا كان »-(ه)ه لکل a‏ في . 


في الحقيقة إنه من الواضح ومين برهان ما يلي فيم بخص هذه التماثلات . 


تمهيدية (ه-1-5) 
إن 6)K,۵(‏ هي زمرة جزئية من زمرة التباثلات الذاتية ل ۸. 


نترك برهان هذه التمهيدية للقارىء. وثمة ملاحظة نذكرها هنا وهي أن 
الحقل × يجب أن يحوي حقل الأعداد النسبية ,۴ لأن مميز × يساوي صفراء وعليه 


ازل ۳4۷ 


فيكون من السهل أن نرى أن الحقل المثّت من قبل أية زمرة من التماثلات الذاتية 
ل × يجب أن يحوي ر۴. وعليه فإن أي عدد نسبي يُترك دون تغيير تحت تأثير أي تمائل 
ذاتي ل كآ. 


الآن نتوقف كي نفحص بعض الأمثلة على المفاهيم التي قُدّمت أعلاه. 


مثال (ه-5-١)‏ 

ليكن × حقل الأعداد المركبة و ۴ حقل الأعداد الحقيقية. لنحسب الزمرة 
.6)K,۴(‏ إذا كان o‏ أي تمائل ذاتي ل × ولا كان 1--2 فإن 1--(1-)0-(0)1((2-002) 
وعليه ا±=()٥.‏ إذا كان » يترك كل عدد حقيقي دون تغيير فإنه لكل 15+ حيث ةوطم 
عددان حقيقيان يكو ن 1ط غه- (ن)ه(0)ه + (3)ه- (نطج+ه)ه. إن كلا الاحتمالين. أي کون 
طذ+ة-(6ذ+ة)ره و نه (6ذ+ه)ره يعرف تمائلا ذاتيا ل × حيث إن ,ه هو التماثل 
الذاتي المحايد و ره يرسل كل عدد مركب إلى مرافقه . لذا فإن (6)016,5 هي زمرة رتبتها 
تساوي 2. 

ثرى ما هو الحقل المثبت من قبل (6)۸,۴ ؟ من المؤكد أنه يحوي ۴ » ولكن هل 
يحوي شيئًا آخر؟ إذا كان 1ذ+ه في الحقل المثبت من قبل (6),۴ فإن: 
افج -(15+ه)ره-طذ+ة ما يجعل 0-0 و 28-3+156 وعليه نرى أن الحقل المثبت ل 
(6)1,5 هو بالتحديد ۴ نفسه . 


مثال (ه-7-7) 

ليكن م حقل الأعداد النسبية و (502 ع1 حيث 5/. و اا التكعيبي 
الحقيقي للعدد 2. إن كل عنصر في × هو على الصيغة ++ حيث 
,وه أعداد سيد . إذا كان ه تماثلا ذاتيا ل × فإن : ((2 تر (o‏ > وعليه 
يجب أن يكون (0)50/3 جذرا تكعيبيا للعدد 2 2 واقعا في >1. ولكن هناك جذر تكعيبي 
حقيقي = للعدد 2 ولكون × حقلل جزئيًا من حقل الأعداد الحقيقية» يجب أن 
يكون 5/7 -(0)7/2. ولكن حينئذ يكون 


۳4۸ مواضيع في الجر 


let o, 2)) =a +a, rag 
أي أن ه هو التماثل الذاتي المحايد للحقل . لذا نرى أن (,6)۸,۴ يحوي فقط على‎ 
التطبيق المحايد. وفي هذه ا حالة لا يكون ا حقل ا مثبت من قبل (ر6).۴ هو ر۴ بل هو‎ 
. أكبر من ذلك . إنه ا حقل × بأكمله‎ 


مثال (ه-7-7) 

ليكن ۴١‏ حقل الأعدان النسبية و 2/5ع دن , عندئذ 1=« وه تحقق كثيرة الحدود 
1=0+×+ ×+ ×+*× على ۴. باستخدام معيار ايزنشتاين يمكننا أن نثبت أن 
1+ +2 +ة+ث غير ختزلة على 50 (انظر مسألة ). لذا فإن درجة دع 
تساوي 4على الحقل و. وکل عنصر في × هو على الصيغة "سيه+تسيه+سر» +مه حيث 
6 فی ۴۵. الآن. كل تماٹل ذاتى هل × يحقق1+#(س)ه لأن 1-(0)1 . 
و 0)1(=1=( )0= )٥)۵((‏ نما يجعل (ه)ن ا خامسا للواحد أيضا. ونتيجة لذلك 
يجب أن يكون (ده)ن أحد الأعداد ث,تس,2نه . إننا ندعي أن كلا من هذه الاحتالات 
يمكن أن تحدث» ولأجل ذلك دعنا نعرف التطبيقات الأربعة يهرره,يه,ره وفقا ل 

3أه)وه+ 2( ھ) 2+( 0( +o,‏ وبه = (3هويو + 2ه ييه +ه ريه + o; (ag‏ 

لكل 1,2,3.4-:. كل واحد من هذه التطبيقات يعرف نماثلا ذاتيا ل × (انظر مسألة 4). 
إذنء لما كان ه في (ر6)K,۴‏ يحدد تماما بواسطة (5)8 فإن رتبة الزمرة 
(6)1,5 تساوي 4 و ,هعنصرها المحايد. في ضوء العلاقات يه يه. » 
يه >0 .٥=0‏ » نستنتج أن (م,6)1 زمرة دورية من الرتبة 4. يمكن الرهان 
بسهولة على أن الحقل المثبت من قبل (م6)16,5© هو ر۴ نفسه (انظر مسألة ه) . إن الحقل 
المثبت من قبل الزمرة الحزئية [به,۸=)0 هو مجموعة العناصر التى على الصيغة 
(ذه + ذه )يه ره » وهذا ال حقل هو امتداد من ,1 درجته تساوي 2 ١‏ 

بالرغم من كون الأمثلة أعلاه توضيحية غير أنها حالات خاصة جداء إذ أن 
(6)16,5 في أي منها كانت زمرة دورية . إن هذا لا يمثل نموذجا للحالة العامة إطلاقاء 
فيمكن ل (6)16,5 أن تكون حتى غير إبدالية (انظر مبرهنة ه-5-”7) . ولكن رغم كون 
تلك الأمثلة خاصة فإنها تسلط الضوء على بعض الأمور المهمة. 


الحقول ۳44 


أوها: إنها تبين أهمية دراسة تأثير التماثل الذاتي على جذور كثيرات الحدودء 

وثانيها: إن الحقل قد لا يساوي كل الحقل المثبت من قبل الزمرة (6)16,5. 

إن الحالات التي يكون فيها الحقل المثبت من قبل (6)۸,۴ هو بالضبط ۴ نفسه هي 
الحالات المنشودة وهي التي سنبذل في دراستها بعض الوقت والجهد. 


الآڻ تحست خد اما رة الزمرة (8ي66: 


مبرهنة (1-7-0) 
إذا كان × امتدادا منتهيا ل ۴ » فإنث 6)K,۴(‏ زمرة منتهية ورتبتها 0)6)K,۴((‏ 
قق 0(G(K,F))<[K:F]‏ 


الرهان 
لیکن ]K:۴[=۸‏ وليكن ونا,...,بنا اساسا ل × على ۴. في الزمرة (6)16,5 نفرض أنه 
بإمكاننا إيجاد 2+1 من التماثلات الذاتية المختلفة وهي ,.م6,....:ه,,5. وفقا لنتيجة 
مبرهنة (1-4") فإن النظام التالي للمعادلات الخطية المتجانسة في 2+1 من المجاهيل 
00 
(,)Xn+, =0‏ ر بم ... + جا( رنا) ره + (U) x‏ 
0ت oj (u) xı +O2(U;)x2+...+On, (U )Xn+‏ 


0(U,) x, FO2(U,)X2 +... +O, رون (منا)‎ >0 


n+1 
×۱ له حل غير تافه (ليست جميع قيم × تساوي صفرا) وليكن ,4= | پوکہ..,4=‎ 
في ۸. لذا نحصل على‎ 


0> (بنا) ,و10 +a,‏ ... +(:نا)رهية + (زنا)ر6 2 )ع( 


لكل اللو و2 1-1 


لما كانت جميع عناصر ۴ تبقى دون تغيير تحت تأثير كل ه ولكون أي عنصر 
اختياري ؛ من × هو على الصيغة ,نام +...+إنار»-احيث ,0,...,,» في ۴. فإنه من 
نظام المعادلات )١(‏ نحصل على 
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a,0,() +... +a, 10n, ر(t)=0‎ 


لكل في ×. ولكن هذا يناقض نتيجة مبرهنة )١1-5-5(‏ عا يثبت ميرهنة (35-5-8) . 


إن مبرهنة (5-5-”") ذات أهمية بالغة في نظرية جالواء ولكن بجانب دورها 
الرئيس هناك» فإنها تساهم في برهان نتيجة تقليدية متعلقة بالدوال النسبية المتناظرة . 
وإن هذه النتيجة في الدوال المتناظرة» بدورها تلعب دورًا مهما في نظرية جالوا. 


أولا: نبدي بعض الملاحظات حول حقل الدوال النسبية في 2 من المتغيرات على 
حقل ۴. لنتذكر أننا عرفنا في بند )١1-#(‏ حلقة كثيرات الحدود في « من المتغيرات 


لتكن ,5 زمرة التناظر من الدرجة « باعتبارها تؤثر على المجموعة (1,2,...,2). 
لعنصر ه٥‏ في ,5 وعدد صحيح حيث 1>١‏ لتكن ()5 صورة ¡ تحت تأثير ه. نجعل 
,5 تؤثر على (,,...,,*)5 بالطريقة الطبيعية التالية: لكل “في 
و5 و ...)ا في (م.....,)5 » عرف التطبيق الذي يأخذ (.....): إلى 
( )۰۰۰( ×)۲. سوف نرمز لهذا التطبيق من (,*,..., ,)على نفسه بالرمز » أيضا. من 


الواضح أن هذه التطبيقات تعرف تمائلات ذاتية للحقل (,×...,»)۴. ما هو الحقل المعَبّت 
في الحقل (....,*)8 من قبل ,5 ؟ إنه يحوي جميع الدوال النسبية (م*...,,*)1 
بحيث (رمى.... رون )> (م,...,::): لكل ه في ,5. ولكن هذه بالذات عناصر 
(م...,,*)5 المعروفة باسم الدوال النسبية المتناظرة (symmetric rational functions)‏ 
وحيث إن هذه الدوال تكوّن الحقل المبّت بواسطة ,8ء فإنها تكون حقلا جزئيًا 
من (,×...»)۴ يسمى حقل الدوال النسبية المتناظرة والذي نرمز له بالرمز 5. فيها سيأقي 
سنهتم بالأسئلة الثلاث التالية : 

١-مافي‏ [8:(ہ×ہ۴)X,:۰]‏ ؟ 

l۲‏ یں G(F(x,,...,x,),S)‏ ؟ 


الحقول ٤١‏ 
- هل من الممكن وصف 5 بدلالة أحد الامتدادات السهلة من ۴ ؟ 
سوف نجيب على هذه الأسئلة الثلاث في وقت واحد. 


الآن نقدم بعض الدوال البسيطة من 5 والتي يمكن إنشاؤها من م*....,*. تُعرف 
هذه الدوال باسم الدوال المتناظرة الابتدائية (elementary symmetric functions)‏ في 


...× ونعرفها کا يلٍ: 
BOX,‏ تالواط a=x‏ 
XK‏ 82 
«Ke‏ مح a=‏ 
Ke‏ 
رك للقارىء التحقق من أن هذه الدوال دوال متناظرة . في حالة 0-2,3,4 نكتب هذه 
الدوال تفصيلا كما يلي : 
عندما 2-2 فإن 
وا رلاحتية , ولاج كا ره 
عندما 2-3 فإن 
+X,‏ ولاج لاح ريه 
وكاو + وار + وار ية 
رولوك اتية 
عند ما 2-4 فإن 


رولا + وا + رع + كات ره 

و وكوك XX‏ + بغرا كارح وك لاح 3 

ووو + FX) XgK4‏ و20 + وكارك )> و3 

بويك a4 =X‏ 
لاحظ أنه عندما 2-2 فإن ,×و ر×هما جذرا كثيرة الحدود رة+۲,ة- . وعندما 0-3 فإن 
××× هی جذور كثيرة الحدود ڕه-ارة+ ۲-4 . وعندما 2-4 فإن دارو ا هي 


جذور كثيرة الحدود بوه+ارهةارة +6 به 


f۲‏ مواضيع في احير 


لما كانت جميع الدوال ه,...,4 واقعة في 5. فإن الحقل (ہه,...,,۴)۵ والذي 
نحصل عليه بضم ,2.....,ة إلى ۴ يجب أن يقع في 5. إن غايتنا هي برهان التالي: 
ت [F(X,,...,x,):S]=n!‏ 
S=F(a,,.-.,4,) ۲‏ 


لما كانت الزمرة ,5 هي زمرة التهاثلات الذاتية للحقل (م*,....,*)ظ التي تترك 5 
دون تغییں فإن (5,2)5)*,...(,5. لذا فباستعمال مبرهنة (-7-5) يكون 
[F(x,,...x,):S]> 0(G(F(x,,...x,);S))> 0(S,)=n!‏ 
إذا استطعنا أن نبين أن !۸ک [(ہھ,..۔,۴)۵:(م×ر۔.۔×)۴] » فعندئذ ویسہب کون 


n!>[F(x,, ...X,):F(a,,...,a,)]=[F(x,,...,x,):SJ{S:F(a,,...,a,)]zn! 
8=F۴)aر,...,ھہ( وحينئذ يكون !«=[؟:(×,...,,×)۴] و 1>[لمة,...,,ة)5:5] ما يجعل‎ 
و (8,(م×,...,»)8,=6)۴ (إن المتساوية الأخيرة هي استنتاج من الجملة الثانية في هذه‎ 
الفقرة). إن هذه هي بالضبط الاستنتاجات التي ننشدها. لذا فيبقى علينا أن نبرهن‎ 
على أن‎ 
[F(x,,...x,):F(a,,...a,)]sn! 
ومن هذا لاحظ أن كثيرة الحدود‎ 
p(t)=t"-a,t" 1 +a,t” + ...+(-1)"a, 
والتي معاملاتها في (ہه,...,۴)۹ تتحلل على (ہ×,...,,۴)۸ على النحو‎ 
. (×ا)...(ا)(×ا)=()م رفي الحقيقة» هذا هو أصل الدوال المتناظرة الابتدائية)‎ 
لذا فإن )م التي درجتها «على (مة,....رة) تنشطر إلى حاصل ضرب عوامل خطية على‎ 
الحقل (ہ×...,×)۴. ولا يمكنها أن تنشطر على حقل جزئي فعلي من (م*,...,,*)7 يحوي‎ 
×, (مة....,)5 » ذلك لأن مثل هذا الحقل يجب أن يحوي ۴ وجميع جذور (1)م وهي‎ 
ا غا يجعله يساوي (م×۴)×۰۰۰. لذا نرى أن (ہ ×...,, ۴)۸ هو حقل الانشطار‎ 
لكثيرة الحدود "(1-)+...+' "= )م على الحقل (,5)2,,...,3. لما كانت درجة‎ 
()م تساوي 1 فوفقا لمرهنة (ه-*7-7) نحصل على !۸> [(ہھ..۔,,)۴:(ہ×ر...,×)۴] لذا‎ 
. نكون قد برهنا على ما نريده. نوجز ما شرحناه أعلاه بالنتيجة الأساسية المهمة التالية‎ 


الحقول ا 


مبرهنة (ه-"-17) 
لیکن ۴ حقلا و ( ×,...,۴)۸ حقل الدوال النسبية في ×,...,×علی ۴. ليكن 5 
حقل الدوال النسبية المتناظرة عندئذ 
[F(xys...x,):S]=n! -١‏ 
۲ - ,5-(0)17)....,,(,5 حيث ,5 هى زمرة التناظر من الدرجة 5. 
۴ ذا كانت ,2.....,ة هي الدوال المتناظرة الابتدائية في ,,.... ,ا فإن 
زية....ريةررة) 5-1 
1 ا حقل (,× 5-3575 ,)1 هو حقل انشطاركثيرة ا حدود 
ر1("8-) +...جة +a‏ ,"على ا حقل 35> (رة....ررة). 


لقد ذكرنا سابقا أنه لأي عدد صحيح « يمكن إنشاء حقل وكثيرة حدود درجتها 
تساوي «على ذلك الحقل بحيث إن درجة حقل انشطار كثيرة الحدود هي أكبر ما يمكن. 
أي !«على الحقل المنشأ. إن مبرهنة (ه-5-”) تعطينا مثالا واضحا على ذلك فإذا جعلنا 
(م5-5)3,...,3 واعتبرنا حقل انشطار كثيرة الحدود ,1("8-)+...+2 "ورج +1 ”1 ره" على 
5» فإن درجة هذا الحقل على 5 تساوي !ه. 


إن الجزء الثالث من مبرهنة (ه-5-) هو مبرهنة تقليدية . إنها تؤكد أن أية دالة 
نسبية متناظرة في « من ا متغيرات هي دالة نسبية في الدوال ا متناظرة الابتدائية من هذه 
التغيرات . من الممكن بزهان نتيجنة أدق من ذلك وهي : أن أي كثيرة حدود منناظرة في 
« من المتغيرات هي كثيرة حدود في الدوال المتناظرة الابتدائية هذه المتغيرات (انظر 
مسال تمرف هته السمة بمرهة رات اديرد اغاق 


في الأمثلة التي ناقشناها حول زمر التاثلات الذاتية للحقول والحقول اللمثبتة من 
قبل هذه الزمر» وجدنا أنه من الممكن أن يكون الحقل ۴ أصغر من الحقل المثبت من 
قبل الزمرة (5)16,5. من المؤكد أن ۴ دائًا محتوى في الحقل المبّت» ولكن لا يُشْترط أن 
يساويه. لذا فإن اشتراطنا أن يكون ۴ الحقل المثبت من قبل الزمرة 6)K,۴(‏ 
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لامتداد × من ۴ يمثل تقييدًا حقيقيًا لطبيعة الامتداد ۸. إن اهتمامنا سينصب على مثل 
هذه الامتدادات 3 
تعريف: 

يسمى K‏ امتدادًا اظميًا )normal extension)‏ ۴ » إذا كان ۸ امتدادًا منتھیٔا ل 
۴ بحيث أن ۴ هو ا حقل ا مثبت من قبل الزمرة .6)K,۴(‏ 


وبعبارة أخرى. إذا كان × امتدادًا ناظميًا ل ۴ فإن کل عنصر في × ولیس في ۴ 
يجب أن يكون له صورة تختلف عنه تحت تأثير عنصر من (6),۴. في الأمثلة التي 
ناقشناها كان المثالان (ه-5-١)‏ و(ه-5-") لامتدادين ناظميين بين المثال (ه-5-؟) 
ليس كذللك. 


إن فرضية كون الامتداد ناظميا تمكننا من حساب الحقل المت من قبل أي زمرة 
جزئية من (6016,5 بدقة كبيرة» وعلى وجه الخصوص. يمكننا تقوية مبرهنة (ه-57-؟) 
لتصبح المتباينة الواردة فيها مساواة . 


مبرهنة )٤-٦-٥(‏ 
لیکن × امتدادًا ناظميًا ل ۴ و ۴1 زمرة جزئية من (,6)16 » ليكن 
(0613 جميع Ky=({x€K|o(x)=x‏ 
ا حقل ا مثبت من قبل 11. عندئذ 
[K:K,,]=0(H) -١‏ 
H=G(K,Ky) 5‏ 
على وجه ا مخصوصء عندما 1=G(K,F)‏ « فإن [K:F]=0(G(K,F))‏ 


الرهان 
لما كان كل عنصر في 11 يترك عناصر ۸K‏ ثابتة . فمن المؤكد أن (ہ۸1C6)K,K۔‏ 
وفقا لمر هنة (-7-7) نعلم أن .]K:K,[<0)G)K,K((‏ وحيث إن 


o الحقول‎ 


(0)11><((بركا1»,1) 0006 
نحصل على المتباينة 
[K:K,]>0(G(K,K,))=0(H)‏ 
لو أمكننا بيان أن (0)13-[ب,ك1>:1] ٠:‏ ويتبع ذلك أن ((ب,كة,»0)6)1-(0)11 لاستنتجنا أن 
(بربكآ,»1) 11-6 , لأن 1 زمرة جزئية من (ب,ك6)16,1. لذا كي نثبت هذه المبرهنة يجب فقط 
أن نبرهن على أن .]K:K[=0)83(‏ 


وفقا لمبرهنة )١-5-5(‏ يوجد عنصر ه في × بحيث (16,)3-ك1. هذا العنصر a‏ يجب 
أن يحقق كثيرة حدود غير ختزلة على ې درجتها تساوي «. حيث [ببك:16]-م » ولا 
يحقق كثيرة حدود ذات درجة أقل من ذلك (مبرهنة ه-١-7).‏ دع عناصر 11 تكون 
...0,02 حيث ,5 هو العنصر المحايد ل (6)16,5 وحيث (5-0)83. لنعتبر الدوال 
المتناظرة الابتدائية للعناصر (3) 3(,...,0)رa(,0),‏ 0=ة , أي 


(6:)9 2 -(6,)3+ ... +(62)8+(8) ,0ع ره 
a= 2 6,)2(6,)2(‏ 


a, =0,(4)0ر(a)...o,(a)‎ 

إن كل :© تبقى دون تغيير تحت تأثير أي عنصر ه في 8 (برهن ذلك). لذا فإن 
...ر » عناصر في × حسب تعريف برك1. ولكن ‏ (وكذلك (6,)(....6,)3) جذر 
لكثيرة الحدود 

((8)مك-<)...((3)يم) ((2) رمع ) درم 

=x ax! + ax 2+ ...+ (=1) "a, 
التي معاملاتها تقع في ببكة. وفقا لطبيعة 2 فإن هذا يجعل [ب,كا:1]-<ط وعليه‎ 
لذا نحصل على أن‎ )H(>]K:K[ وحيث إننا نعلم أن‎ .)H1(<]K:K[ يكون‎ 
. [بب»1>:1]-(0)11 وهذا ما نريد استنتاجه‎ 
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عندما تكو ن (16,5) 81-6 فإننا نحصل على ((۴[=0))6,۴:] لأنه في هذه الحالة 
K۴‏ بسبب کون × امتدادًا ناظميًا من ۴. إننا نقترب بسرعة من المبرهنة الأساسية في 
نظرية جالوا. إن ما ينقصنا هو العلاقة بين حقل الانشطار والامتداد الناظمى وهذا هو 
فحوى المرهنة التالية . ٠‏ 


مبرهنة (ه-0-5) 
يكون ۸ امتدادًا ناظمیا ل إذا وفقط إذا کان × حقل انشطار لكثيرة حدود على 5. 


الرهان 

إن أحد اتجاهي البرهان يذكرنا ببرهان مبرهنة (ه-4-5) لنفرض أن × 
امتداد ناظمي 3 وفقا لمبرهنة (ه-1-5١)‏ فإن (5-7)8. لنعتبر كشيرة الحدود 
((2)مه-<)...((3)يه-:)((2) ,مع ) -(«)م على × » حيث ,0:,...0.,>هي کل عناصر 
68 ق م ری انها تساوي ج56 (1-) لي جاتير ب xa x1‏ 
حيث ,0,...,0 هي الدوال المتناظرة الابتدائية للعناصر (3(,...,0)3)ر0)3(,0=ه. 
ولكن حينئذ تصبح العناصر 0,.....0 غير متغيرة حت تأثير كل ه في (6)۸,۴ وبناءً عليه 
فإنها تقع في ۴ لأن >1 امتداد ناظمي ل . إذن × يشطر كثيرة الحدود (×)م في [×]۴ إلى 
حاصل ضرب عوامل خطية . لما كان ۾ جذرًا ل (×)م وكان a‏ یولد × على ۴ فلا يمكن 
ل : أن يكون في أي حقل جزئي فعلي من × يحوي ۴. لذا فإن × هو حقل انشطار (×)م 
على 8 1 

الآن نبرهن الاتجاه الآخر والذي يبدو معقدًا بعض الشىء . إننا نفضل أن نفرد 
جزءا من البرهان في التمهينية التالية. ۰ 


تمهيدية (17-7-5) 
لیکن × حقل انشطار (::)! ف [×]۴ وليكن (::)م عاملا غير محتزل ل (»)! فی [×]۴. 
إذا كانت جذور (:)م هي ,0.....,» فإنه لكل ا يوجد تماثل ذاتي ,في (6)۸,۴ 


بحيث 0 > (,6,)6. 


{0V الحقول‎ 


الرهان 

لما كان كل جذر ل (×)م هو جذر ل ()1 فيجب أن يقع في ع1: ليكن û e6‏ 
جذرين اختياريين ل (5)م ووفقا بمرهنة (ه-7-") يوجد تمائل > من (,۴=۴)۹ على 
۴٣ =۴)۹(‏ . يأخذ :© إلى :0 ويترك جميع عناصر دون تغيير. الآن يمكننا اعتبار »1 حقل 
انشطار ٤)×(‏ ككثيرة حدود على ,5. كذلك يمكننا اعتبار × حقل انشطار («)1 ككثيرة 
حدود على ,. باستخدام المبرهنة (ه-4-7) يوجد تمائل ,»من × على نفسه (أي 
تماثل ذاتي ل >1) يتفق مع ا في تأثيره على ,5. ولكن عندئذ يكون به-(,»)>-(,ه).ه. 
أي أن :© تترك جميع عناصر ۴ دون تغيير. هذا ما أردنا برهانه في هذه التمهيدية . 


الآن نعود لنكمل برهان مبرهنة (-0-5). لنفرض أن × هو حقل انشطار («)1 
في [×]۴۔ نريد أن نبين أن × امتداد ناظمي ل ۴. إن طريقة البرهان ستكون بالاستقراء 
الرياضي على [16:5] والفرض أنه لكل حقلين ,۴ و ,۸ بحيث [۸:۴]>[ر۸,:۴] وإذا كان 
,× حقل انشطار على ۴ لكثيرة حدود في [×] ,۴ فإن ,> امتداد ناظمي ل,5. 


إذا انشطرت (×)] في [×]۴ إلى عوامل خطية فإن 1-1 وهو بالطبع امتداد ناظمي 
ل ۴. لذا نفرض أن ل ()؛ عامل غير مختزل (0م في [×]۴ درجته 1<:. إن الجذور 
ا مختلفة ,0.,....يه,ره ل (×)م والتي عددها كلها تقع ف > و × هو حقل انشطار (×)؟ 
باعتبارها كثيرة حدود على (,5)0. ولا كان 


وعم للك ريمع 
[F(a):F] 7‏ 


فباستعمال فرضية الاستقراء يكون × امتدادا ناظميا ل (,»)5. 
لیکن العنصر 6 في × مثيّتا من قبل كل تماثل ذاتي » في (6)۸,۴. إننا نريد أن 
نشت أن تقع في ۴. لاحظ أن كل تماثل ذاتي في ((,»)6)16,5 يترك جميع عناصر ۴ دون 
تغيير وعليه فإنه بت 8. لما كان >1 ناظميا على (7)0 فهذا يقتضى أن تكون 8 في (,»)5. 
لذا ١‏ 
اكول ...++ م لجردادة )1غ( 


4۸ مواضيع في الجير 


وفقا لتمهيدية )۳-٦-٥(‏ يوجد تاثل ذاتي ;ەه للحقل × أي o,٤6)۸,۴(‏ 

بحيث ¡»=(,»);ه. لما كان هیترك 0 وکل ۸ دون تغيير فبتطبيقه على )١(‏ نحصل على 
0=ky+Aaj FA +... +A‏ 0( 
لكل .1=1,2,..,١‏ لذا فإن كثيرة الحدود 
q(x%)=, +A, +x ?...+,x + (g0)‏ 

في [] 12 والتي, درجتها لا تزيد عن 1-: لها من الجذور المختلفة» وهي ...ر .6 . 
إن هذا غير ممكن إلا إذا كانت جميع معاملات (×) تساوي صفرا. وعلى الخصوص 
۸-0-0 أي ,8-3 ما يجعل 6 في ۴. هذا يكمل الاستقراء ويبرهن على أن × امتداد 
ناظمي ل ۴. وبذا نكون قد برهنا مبرهنة (ه-5-ه) كاملة . 


تعريف 

لتكن ()] كثيرة حدود فی [×]۴ و K۸‏ حقل انشطار (:)1 لل عرف زمرة جالوا 
ru p(‏ )د (:)! على أا الزمرة (6)16,5 ا مكونة من جميع التاثلات الذاتية ل ۸ 
التي تترك جميع عناص ر ۴ دون تغيير. 


. لاحظ أنه يمكن اعتبار زمرة جالوا ل («)1 بأنها زمرة تبديلات لحذوره» ذلك لأنه 
إذا كان » جذرًا ل ٤)×(‏ وه في (6)۸,۴ فإن (0)ه جذرًا ل () أيضا. 


الآن نأتي إلى النتيجة المعروفة بالمبرهنة الأساسية لنظرية جالوا 
theorem of Galois theory)‏ لمامعدمدلصنة) إا تنشىء تقابالٌ بين الحقول الجزئية من 
حقل انشطار (*)1! والزمر الحزئية من زمرة جالوا له . بالاضافة إلى ذلك إنها تعطينا 
معيارا معرفة كون حقل جزئي من امتداد ناظمي امتدادًا ناظميًا ل ۴. سنستخدم هذه 
المبرهنة الأساسية في البند القادم للحصول على شر وط قابلية ا حل باستخلاص الجذور 
لكثيرة حدود ما. 


الحقول ۹ 


مبرهنة (5-0-") 

لتكن (:)! كثير حدود في [×]۴ و ۸× حقل انشطار (:)! على ۴ و (0)16,1 زمرة جالوا 
له. لكل حقل جزئي 7 من × حاوي ل 1 دع 

.G(K,T)=({o€6(K,F)|o(t)=t لجميع‎ 2672 

ولكل زمرة جزئية 11 من 6G)K,۴(‏ دع 
(0613 لكل .Ky={x€K|o(x)=x‏ 

عندئذ فإن اقتران 1 ب (6)۸,1 يكون تقابلا بين جموعة ا حقول ا حزئية من ۸ 
ا حاوية ل ۴ وبين جموعة الزمر ا حزئية من (1»,1) © بحيث 
TK |‏ 
+H=C(K;Kg) = Y‏ 
]K:T[=0)G(K,T() - ۳‏ » [1:1] يساوي دليل (6)16,1 في .6)K,F)‏ 
4 - يكون 7 امتدادًا ناظميًا ل ۴ إذا وفقط إذا كانت (6)16,1 زمرة جزئية ناظمية من 

.G(K,F) 

.6)16,5(/6)16,7( عندما يكون 7 امتدادًا ناظميًا ل ۴ فإن (6),۴ اٹل‎ - ٥ 


الرهان 

لما كان × حقل انشطار ل ٤)×(‏ على ۴ فهو حقل انشطار ل (02: على أي حقل 
جزئى 7 يحوي 8. إذن باستعمال مبرهنة (ه-6-5) يكون × امتدادًا ناظميًا ل 7. ولكن 
من CE‏ الناظمية يكون ۲ الحقل المثبت من قبل (6)16,1 أي (۸,1)ی۲۸ ما يرهن 
الحرء .١‏ 

لما كان × امتدادًا ناظميًا ل ۴ فوفمًا لمبرهنة (ه-5-5) إذا أعغطينا زمرة جزئية 13 من 
(6)16,5 فإن (ب, »11-6161 وهذا هو فحوى الجزء ۲ . بالإضافة إلى ذلك فإن هذا يبيل 
أن أية زمرة جزئية من (6)16,5 تظهر على الشكل (6)16,7. لذا فإن اقتران 7 ب (6)16,7 
يطبق مجموعة جميع الحقول الحزئية من × الحاوية على ۴ على مجموعة جميع الزمر الحزئية 
من (6)۸,۴. من الواضح أن هذا التطبيق أحادي» لأنه إذا كانت (ر6)K,1,(=6)),1‏ 


فإنه وفقا للجرء ١‏ يكون 


4 مواضيع في الجبر 


7T2‏ يجو كطا- ع1 
لما كان × امتدادًا ناظميًا ل 1. فمرة أخرى» باستعمال مبرهنة (4-5-5) يكون 
[K:T]=0(G(K,T))‏ 
ولكن حينئذ يكون لدينا 
0(G(K,F))=[K:F]= [K:T][T:F]=0(G(K,T))[T:F]‏ 
وعليه يكون 
0(G(K,F))‏ 
0(G(K,T))‏ 
حيث إن الطرف الأيسر يساوي دليل (6)۸,1 في (6)1,5. وهذا يثبت الجزء ۴ من 
المبرهنة . 
إن الأجزاء التي بقي علينا برهانها هي تلك المتعلقة بخاصية الناظمية . أولا: 
نود ملاحظة ما يلي يكون ٣‏ امتداڈا ناظميًا ل ۴ إذا وفقط إذا كان 5(7)ه لكل هفي 
.G(K,F)‏ لغرض إثنات ذلك لاحظ أنه وفقا لمرهنة (ه-ه-١)‏ يكون (7-15)8 وعليه إذا 
كان ٥)۲1‏ . فإن 2(67)» لكل ه في (6)۸,۴. ولكننا كما رأينا في برهان مبرهنة 
(ه-0-7) أن هذا يقتضي أن يكون 7 حقل انشطار لكثيرة الحدود 
BR 1‏ 
التی معاملاتها في الحقل 5. لما كان 7 حقل انشطار لكثيرة حدود على ۴ فوفقًا لمرهنة 
(0كه) يكون امتدادًا ناظميًا ل ۴. ومن جهة أخرئ إذا كان 7 امتدادًا ناظميًا ل 2 > 
فإن (7-17)23 حيث إن جذور (×)م كثيرة الحدود الدنيا ل على ۴ كلها تقع في '1' (ميرهنة 
(-5-5) . ولكن لكل في (6)۸,۴ يكون (0)3 جذرًا ل (5)م وعليه يقع (2) في 7 لما 
کان 7 مولدا من قبل a‏ على ۴ فإننا نحصل على '0)1(21 لكل ه في (6),۴. 
لذا فإن ۲ امتداد ناظمي ل ۴ إذا وفقط إذا كان لأي ه في (6)16,5 و في (6)12,1 
و في 7» ()ه في 7 وعليه ()6>-((:)6)0. أي إذا وفقط إذا كان +-(0176)0. وهذا يعني 
أن 1 ناظمي على إذا وفقط إذا (6)16,71©-016)16,1(0 لكل » في (6),۴ إن هذا 
الشرط الأخير هو بالضبط ما يجعل (6)۸,1 زمرة جزئية ناظمية من (6)065 نما يثبت 
الجزء ٤‏ من المرهنة. 


[T:F]= 


4١١ الحقول‎ 


وأخيراً ذا كان 7 ناظميًا على ۴ فإنه لأي ه في (6)۸,۴ نعلم أن 7-(1)ه ما بعل 
5 تعرف تمان قاقيًا .ل 1 على النحو ()0-().6 لكل في آ. كما أن 
٠‏ يترك عناصر ۴ دون تغيير فيجب أن يكون .5 في (6)۲,۴. كذلك من الواضح أنه لكل 
6 و لا في 6)K,۴(‏ يكون .لا.»-.(/8اه) وعليه فإن التطبيق .جه من 6)K,۴(‏ 
إلى (6)1,۴ هو تشاكل من (6)1,5 إلى (6)1,5. ما هي نواة هذا التشاكل؟ إنها تحوي 
جميع العناصر » في (6)16,5© بحيث .5 هو التطبيق المحايد على 7. أي أن النواة هي 
مجموعة العناصر 6 في (6)1,5 بحيث (0)0-().0-]. من تعريف هذه المجموعة نستنتج 
أن النواة هي بالضبط (6)16,7. إن صورة G(K,F)‏ في G(T,F)‏ تماثل G(K,F)/G(K,T)‏ 
(حسب مبرهنة ))١-0-1(‏ والذي رتبته ((0)6)۸,۴((/0)6),1 تساوي [۲:۴] (وفقًا 
للجزء *) وهذا يساوي ((0)6)1,5 (وفقًا لمبرهنة (ه-4-5)) . لذا فإن صورة (6),۴ 
في (6)1,5 هي جميع (6)۲,۴ وعليه نستنتج أن G(T,F)‏ ياثل .G(K,F)/G(K,T)‏ هذا 
ينبي برهان الجزء الخامس مما يكمّل برهان مبرهنة (5-5-0) . 


ساكل 

١‏ - إذا كان × حقادٌ و5 مجموعة من التماثلات الذاتية ل . فبرهن على أن الحقل المت 
من قبل 8 يساوي الحقل المثبّت من قبل 5. (الزمرة الحزئية من زمرة جميع التماثلات 
الذاتية ل × والمولدة بواسطة 5). 

.)1-5-8( برهن تمهيدية‎ - "١ 

- باستخذام معيار ايزنشتاين . أثبت أن كثيرة الحدود 1+ +2 +3 + غير ختزلة 
على حقل الأعداد النسبية . 

. في مثال (٥-٦۔۴). برهن على أن كل تطبيق ,»يُعرّف تمائلاً ذاتيًا ل (ه)م5‎ - ٤ 

ه في مثال (ه5). برهن على أن الحقل الممبّت في ()۴ تحت تأثير يهرره,ريه.ر» 
هو بالضبط 50. 

؟ - برهن بصورة مباشرة على أن أي تماثل ذاتي ل × يجب أن يترك أي عدد نسبي دون 
تغيير. 


۷ - برهن على أن كثيرة الحدود المتناظرة في م«,....,* هي كثيرة حدود في الدوال 
الابتدائية المتناظرة في ور...×. 


۱۲۴ مواضيع في الجبر 


۸- عبر عا يلي بكثيرات حدود في الدوال المتناظرة الابتدائية في ورو »× 


.x2 ++ x3 )ع(‎ 

a 

.X FX FX (ب)‎ 
(xı =xg J2 =x; 2-5) (ج)‎ 


14- إذا كانت ره,ر»,,» جذورا لكثيرة الحدود التكعيبية 3+×8-<7+ × فأوجد كثيرة 
الحدود التكعيبية الى جذورها 


1 1 1 3 6 
E ©‏ 2 (ج) تهم,ته, ه. 
-*٠‏ برهن متطابقات نيوتن (Newton's identities)‏ أي إذا كانت ت 


جذور كثيرة الحدود 2+ ...+ "برو + !"يرج +" -(»)1 وكان 
“لمن ... + “يو + “ردي ة فإن 
)|( 0محتيقا+ ريه ...جييكية+ ريد روج عندما k=1,2,...,0‏ 
(ب) 0حريقرة+ ...+ +a,‏ لكل ه<ءا 
(ج) عندما 2-5 استعن بجزء )١(‏ لتعيين و؟,ږ؟,ږ؟,ر؛ 
-١‏ أثبت أن الدوال المتناظرة الابتدائية في ...× هي حقا دوال متناظرة في 


۲ - إذا كان 1-"×=(×)م . فبرهن على أن زمرة جالوا ل(8)م على حقل الأعداد 
النسبية هي زمرة إبدالية . 
يطلق على العدد المرككب ه اسم جذر بدائي للواحد من رتبةه 
)Primitive nth root of unity)‏ إذا كان w"=1‏ و 1٭"w‏ حيث 0>م>0 , 


فی سيأتي سيعني ۴ حقل الأعداد النسبية . 


4)0( برهن على أنه يوجد («)4 من الجذور البدائية للواحد من رتبة ه » حيث‎ )(- ١ 
„(Euler function) هى دالة ايلر‎ 
(ب) إذا كان ه جذرًا بدايًا للواحد من رتبة « فبرهن على أن (۵)ر۴ هو حقل‎ 
.)5, انشطار 1-" على م5 (وبذا يكون امتدادًا ناظميًا ل‎ 


الحقول 4 


(ج) إذا كانت ,۵,۰۰۰ هي الجذور البدائية للواحد من رتبة .١‏ فبرهن على 
أن أي تماثل ذاتي ل (,۵)ر۴ يأخذ ,ه إلى ,س حیٹ (1>1>49)8. 
(د) برهن على أن (8)©>[و5:(ره)م]. 
-٤‏ الرموز هنا كا هي في مسألة )١7(‏ . 
(1*) برهن على أنه يوجد تماثل ذاتي ,ه للحقل (د)ر۴ بأخذ ,نه إلى په 
(ب) برهن على أن معاملات كثيرة الحدود (زجه»)...(وه-:)(رس)- )رم 
أعداد نسبية (يُطلق على كثيرة الحدود (×)ص اسم كثيرة ا حدود الدورية 
لقتددمهنزامم cyclotomic‏ من رتبة ه). 
(ج*) أثبت أن معاملات (5),م هي في الحقيقة أعداد صحيحة . 
6**- استعمل نتائج المسألتين )١7(‏ و )٠١(‏ لكي تبرهن على أن (08, غير مختزلة 
على ,5 لكل 221 (انظر مسألة ۸ في بند ۳) . 
5- احسب (×) ,ص لقيم 8 -3. برهن على أن معاملات كل منها أعداد صحيحة 
وأثبت مباشرة أنها غير محتزلة على 50. 
١٠‏ - () برهن على أن زمرة جالوا ل 2-× على و5 تمائل ,5 زمرة التناظر من الدرجة 3. 
(ب) أوجد حقل انشطار 2× على و5. 
(ج) لكل زمرة جزئية ٨‏ من ,5 أوجد ب وتأكد من التقابل المذكور في مبرهنة 
.)--٥(‏ 
(د) أوجد امتدادًا ناظميًا في × من الدرجة 2 على ۴. 
- إذا احتوى الحقل #على جذر بدائي للواحد من رتبة .١‏ فبرهن على أن زمرة جالوا 
ل ×"-a‏ إبدالية» حيث a‏ في ۴. : 


(ه ‏ ۷) قابلية الحل باستخلاص الجذور 
إذا كان لدينا كثيرة الحدود 4+×3+× على حقل الأعداد النسبية م5 » فمن 
الصيغة التربيعية نعلم أن جذريها هما 7(/2-/37-). لذا فإن الحقل (10)7/71 هو حقل 
انشطار 4+×3+*× على و5. نستنتج من ذلك أنه يوجد عنصر 7-= فی 5. بحيث إن 
الامتداد (ه)م1 حيث :-2ه يحوي جذري كثيرة الحدود 4 +32 + ×. 


4 مواضيع في الجبر 


ومن وجهة نظر أخرى إذا كان لدينا كثيرة الحدود التربيعية العامة 
يه +<ره + ×=(×)م فيمكننا اعتبارها كثيرة حدود خاصة على (:5)3,,3 جقل الدوال 
النسبية في المتغيرين ,ةو ية على ۴. إن جذري كثيرة الحدود (*)م موجودان في الحقل الذي 
نحصل عليه بضم العنصر ۵ إلى (ر۴)۵,۵ حيث يهفه-2ه في (ر۴)۵,۵. إن هناك 
صيغة لإيجاد جذري (×)م بدلالة رهه والجذرين التربيعيين لدوال نسبية في ةو ية. 

إن الوضع بالنسبة للمعادلة التكعيبية مشابهة لما ذكر أعلاه. فإذا كان لدينا 
المعادلة التكعيبية العامة 

p(x)=x +a, x? +ax+aı 

يمكننا إيجاد صيغة معينة لجذورها تحوي تركيبات من جذور تربيعية وتكعيبية لدوال 
نسبية في و إن هذه الصيغة قد تكون معقدة بعض الشيء وهي معروفة باسم 
صيغة كاردان .(Cardan'’s formula)‏ 


2 
4 
الآن ليكن ويه دم 
و يقرة _ 2a1‏ 
77 20 
سس 
2 3 3 
EES‏ اک Ps‏ 
V2 Vo 4‏ 
و 
2 3 3 
تسدييت هه 
4 3597 2 


(حيث إن الحذور التكعيبية مختارة بصورة مناسبة). إن جذور المعادلة التكعيبية هي 
w+ 0”Q-)a,/3( „ 2+0-)8/3(‏ و (4/3)-۵۵ +۷۴ حيث 1+« هو جذر اتک 
للواحد. إن الغرض من الصيغ أعلاه هو بيان أنه بضم جذر تربيعي معين ومن ثم 
جذر تكعيبي للحقل (:3.ة,,5)3 نحصل على حقل توجد فيه جميع جذور (»)م. 

في حالة كثيرة الحدود من الدرجة الرابعة والتي سوف لا نقدم لجذورها صيغة 
صريحة فإنه يمكن اختزال المسألة إلى حل معادلة تكعيبية معيّنة وذلك باستخدام بعض 


{lo الحقول‎ 


العمليات النسية اوا رر التربيعية, لذا قسن اسن قي .هله« اطالة أيضا إجاد صيغة 
للجذور بدلالة تركيبات من جذور تربيعية وتكعيبية لدوال نسبية من المعادلات . 


أما بالنسبة لكثيرات الحدود من الدرجة الخامسة فا فوق فلا يمكن إيجاد صيغة 
عامة لجذورها ىا في الحالات أعلاه ذلك لأننا سنيرهن فيا سيأتي استحالة ذلك . 


إذا كان لدينا حقل ۴ وكثيرة حدود (×)م في [×]۴ فنقول إن (»)م اقابلة للحل 
باستخلاص الحذور (5اهء01ة: by‏ eاvabاso)‏ على ۴ إذا أمكننا إيجاد متتالية منتهية من 
الحقول (¡ »)۴= ,7 « (يه) ,درط « يسان ظعي بحيث €F‏ 01 ¢« عه ...« 
۵*٤۴‏ على أن تكون جميع جذور (×)م واقعة في ۴. 


إذا كان × حقل انشطار (×)م على ۴ فتكون (») م قابلة؛ للحل باستخلاص 
الجذور إذا أمكننا إيجاد متتالية من الحقول كا في أعلاه بحيث ,5ح16. هناك ملاحظة 
مهمة سوف نستعملها في برهان مبرهنة (ه-/إ-7) وهي أنه إذا أمكننا إيجاد ,5 فيمكننا 
الفرض أنه امتداد ناظمى ل ۴ دون المساس aes‏ دراستنا. نترك برهان ذلك 
للقارىء (مسألة € 1 


نعني بكثيرة الحدود العامة ,ه+...+١3”«ره+"<-‏ («)م من الدرجة « على ۴ ما 
يل : لیکن (,5)3,....,3 حقل الدوال النسبية في المتغيرات ,3,....,ه على ۴ ولنعتبر كثيرة 
اتود الخاصة ,2 +...+! "4+ "×=(×) م على الحقل (,5)3,,....3. نقول إن (×)م قابلة 
للحل باستخلاص الجذور إذا كانت كذلك على (,5)3,....,3. إن هذا ليعير حقيقة 
عن مفهوم «إيجاد صيغة» لجذور (5)م تحوي تركيبات من مقادير على الصيغة 


عندما 2-2,3,4 اشر نا إلى إمكانية وجود مثل هذه الصيغة. في حالة 5<5 استطاع 
الرياضي ايبل (1ءط4) برهان عدم إمكانية ذلك . بيد أن هذا لا ينفي إمكانية كون كثيرة 
حدود ما قابلة للحل باستخلاص الجذور على ۴. وني الحقيقة إننا سنقدم معيارًا لذلك 


25 مواضيع في الجبر 


بدلالة زمرة جالوا لكثيرة الحدود. ولكن أولا يجب علينا أن نطور بعض النتائج من 
نظرية الزمر. إن بعضا منها قذّم كمسائل في خباية الفصل الثاني ولكن مع ذلك نعرضها 
هنا. 


تعريف 

يقال عن زمرة 6 إنہا قابلة للحل (eاvabاso)‏ إذا أمكننا إيجاد سلسلة منتهية من 
الزمر ا جزئية (6)-2...210ي6-1/,211,210 بحيث إن اا زمرة جزئية ناظمية 
من N,‏ والزمرة ا خارجة ,۸ / ,۸ إبدالية . 


إن كل زمرة إبدالية قابلة للحل حيث نجعل 6=ر و (©)-, 1( لتحقق التعريف 
أعلاه . إن زمرة التناظر ,5 من الدرجة الثالثة قابلة للحل. ذلك لأننا إذا جعلنا 
N= )6,)1,2,3(,)1,3,2((‏ فإنها زمرة جزئية ناظمية في ,5 و ,5/۸و ()/,71 زمرتان إبداليتان 
لأن رتبتهما 2 و 3 على الترتيب. يمكن إثبات أن ,5 قابلة للحل (مسألة *) . لقيم 5<م 
سوف نبرهن في مبرهنة (ه-/1-0) على أن ,5 غير قابلة للحل . 


الآن نبحث عن طريقة أخرى لوصف قابلية الحل. إذا كان لدينا زمرة © 
وعنصران ۾ و ا في 6 فإن مُبَذّل a )com mutator)‏ و طا هو العنصر 60 اط" ه. إن زمرة 
المبرّلات الجزئية G’' (commutator subgroup)‏ في 6 هي الزمرة الحزئية المولدة من جميع 
المبدّلات في 6 (ليس من الصحيح دائم| أن مجموعة جميع المبدلات في زمرة 6 تكون زمرة 
جزئية فيها). إن أحد التمارين السابقة كان برهان أن '6 زمرة جزئية ناظمية في 6. 
بالإضافة إلى ذلك فإن الزمرة 6/6 إبدالية» ذلك لأنه إذا كان /'6طو '26 عنصرين 
فيها حيث 3,5 في 6 فإن 
(a6')(b6')=abG'=ba(a"b7ab)G’‏ 
(لأن 5ه 15 في =ba6’ (G'‏ 
=(bG'’)(a6')‏ 


4V الحقول‎ 


ومن جهة أخرى إذا كانت ۷ زمرة جزئية ناظمية في 6 بحيث 6/81 إبدالية ء فإن 
16 لأنه لأي عنصرين ‏ و ط في © يكون (081()311)-(301()031) وبالتالي فإن 
ba M=abM‏ ما يجعل 621-11ه!6ة أي طط" في 34. لما كانت ۸ تحوي جميع 
المبدلات فإنها يجب أن تحوي الزمرة المتولدة منهاء ألا وهي /6. 


إن '6 زمرة بحد ذاتباء لذا يمكننا التحدث عن زمرة المبدّلات الحزئية لا 
'('6)-00. إنها الزمرة الجزئية من 6 المولّدة بواسطة كل العناصر 'ط/"('4'(")5) 
حيث '3 و 'ط في '6. من السهل البرهان أن 6 زمرة جزئية ناظمية في 6 بالإضافة إلى 
كونها كذلك في '6 (مسألة .)٤‏ تستمر على هذا المنوال فنعرّف زمر المبدّلات الجزئية 
العليا higher commutator subgroups)‏ "6 على النحر '(("^6™=)6. إن كل 
"6 هي زمرة جزئية ناظمية في 6 (انظر مسألة 4) و "6/6 زمرة إبدالية . 

إن زمر المبدّلات الجزئية العليا في 6 تقدم لنا معيارًا مقتضيًا لقابلية الحل وهو ما 


بل . 
تمهيدية (ه-0-١)‏ 

تكون الزمرة 6 قابلة للحل إذا وفقط إذا كانت (ع)-!)6 لعدد صحيح ۸. 
البرهان 

إذا كانت =)e(‏ 6 فدع 6حرال N=G'‏ « وحراك ...« «N,=G®=(e)‏ 
عندئذ نحصل على 


G=N,2N/2N3...2N,=(e) 
ناظمية في ,1 لأنها كذلك في 6. وأخيرا‎ N; حيث‎ 


N. ی‎ 9 Gt-1) 
N; GM (GM) 


لذا فهي إبدالية . لذا فمن تعريف قابلية الحل نستنتج أن 6 قابلة للحل . 


£1۸ مواضيع في الجر 


وبالعكس . إذا كانت 6 قابلة للحل فإنه توجد سلسلة 6=N,3N,2N,2...2N,=)e(‏ 
ولكن حينئذ تقع زمرة المبدلات الجزئية .ل N,‏ في الزمرة ;× لذا N,2۸0=6‏ » 
.(e)=N 2G «N;2GP «.... N;2N42(G)'26® «N ;2N;2(6')'=62‏ 
إذن فإننا نحصل على (ع)=*6. 


نتيحة 


إذا كانت © قابلة للحل وكانت © صورة تشاكلية من 6 فإن 6 قابلة للحل . 


البرهان 

لما كانت 6 صورة تشاكلية من 6 نستنتج على الفور أن (06) هي صورة 
.لما كانت (ع)= “6 لعدد ما ءا فإن (ء)-6(0) لنفس العدد ». لذا تكون 6 قابلة 
للحل وفقًا للتمهيدية أعلاه. 


إن التمهيدية القادمة تعتبر الخطوة الأساسية في برهان أن العائلة غير المنتهية من 
الزمر ,5 غير قابلة للحل في حالة 5<م. هنا نعنى ب ,5 زمرة التناظر من الدرجة «. 


تمهيدية (ه-7-0) 
تكن ,0-5 حيث 5< فإن “6 تحوي كل دورة طوما 3 في ,5 وذلك ف جي 
وي : ي مي 
لات K=12..‏ 
الرهان 


أولا: نشير إلى الحقيقة أنه لأية زمرة اختيارية © إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية. 
فيها فإن '× زمرة جزئية ناظمية في 6 (مسألة )٥‏ . 


إننا ندعى أنه إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في ,6-5 حيث 2825 وكانت ١‏ 
حاوية على جميع الدورات التي طوها 3 في ,5 فإن "× يجب أن يحوي جميع هذه الدورات 


الحقول 414 


كذلك . فلو فرضنا أن (1,2,3)-8 و (0=)1,4,5 يقعان في × (إننا نستعمل هنا حقيقة 
کون 0<5) فإن 

ab” ab=(3,2,1)(5,4,1)(1,2,3)(1,4,5)=(1,4,2( 
زمرة جزئية ناظمية في © فإنه لأي ,565 يجب أن‎ ١" باعتباره مبدلاً . لما كانت‎ ١" يقع في‎ 
۰ ۸)4(=iر‎ » 5)1(-1 يكون ×(1,4,2)' × في '× أيضا. اختر × في ,5 بحيث‎ 
.5 وذ-(2):» حيث راء راو وذأي أعداد صحيحة مختلفة في المجال من 1 إلى‎ 
.3 تحوي جميع الدورات التي طوها‎ N لذا (واروا, رة) -(1,4,2)' 5 يقع في ×. إذن‎ 


إذا جعلنا 8-6 فإنها بالتأكد ناظمية في 6 وتحوي جميع الدورات التي طوها 3. 
نستنتج من ذلك أن '6 تحوي جميع الدورات التي طوها 3. وحيث إن '6 ناظمية في 6 
فإن 6 تحوي جميع الدورات التي طوها 3. ولا كانت 6 ناظمية في 6 فإن ©6 تحوي 
جنيع الدورات التي طوها 3. بالاستمرار على هذا النحو نستنتج أن 09 يحوي جميع 
الدورات التي طوها 3 لأي عدد صحيح موجب 6. 


كنتيجة مباشرة من التمهيدية أعلاه نذكر هذه النتيجة الشيّقة من نظرية الزمر. 


)۱-۷-٥( ميرهنة‎ 


إن الزمرة ,5 غير قابلة للحل لقيم 5<م. 


الرهان 

إذا كانت ,6-5 فوفقًا لتمهيدية »)۲-۷-٠(‏ 6 تحوي جميع الدورات التي طوها 
3 في ,5 لأي عدد صحيح موجب «. لذا فإن () +01 لأي «» ونستنتج من ذلك أن © 
غير قابلة للحل باستعمال تمهيدية (ه-/ا-١)‏ . 


الآن نر بط مفهوم قابلية الحل باستخلاص الحذور لكثير حدود («)م مع قابلية 
الحل كزمرة» لزمرة جالوا ل (2)م. إن الاصطلاحين المستخدمين يقترحان وجود مثل هذا 


A0‏ مواضيع في احبر 


الارتباط . ولكن أولا نحتاج إلى نتيجة تتعلق بزمرة جالوا لنوع معينَ من كثيرات 
الحدود. 


تمهيدية (ه-8-0) 
لنفرض أن ا حقل ۴ يحوي جميع جذور الواحد من الدرجة « (لعدد معين «) وأن 
a0‏ في ۴. دع "× فی [×]۴ و × حقل انشطار ه-”< على 1. عندئذ 
١‏ - ()۴ =× حيث نا أي جذ ر ل ھ"×. 
۲ - زمرة جالوا ل ه-”دعلى ۴ إبدالية . 


الرهان 

لما كان ۴ يحوي جميع الجذور من الدرجة « فإنه يحوي ””ء=]. لاحظ أن 1=" 
ولكن 1" لكل «كم>0. 

إذا كان نا أي جذر ل "× في × فإن لماج 8 مع 86 u‏ ¢ ناي « 


نا هي جميع جذور 3-”*. إن كونها جذورا أمر واضح أما عدم تساوبها فإنه نتيجة لا يلي : 
إذا كان سنٍ=»اج عندما م«>[>0>1 » حينئذ عندما 0د و 0-د(ئيأ) » يجب أن تكون 
أيحأج وهذا مستحيل لأنه ينتج عنه 1=" مع م>نز>0. لما كان يا في ۴ فإن جميع 
العناصر سی . . . .6 نان » لا تقع في ۴)u(‏ مما يجعل (نا)1 يشطر .×"-a‏ وحيث إنه لا 
يوجد حقل جزئي فعلي من ()5 يحوي 7و دا نستنتج أنه لا يوجد حقل جزئي فعلي من 
(ن)5 يشطر ه-”2. لذا فإن (ن)۴ هو حقل انشطار ه-”* وعليه نكون قد برهنا على أن 
.K=F(u)‏ 


إذا كان 6 و > عنصرين في زمرة جالوا ل ه” » أي إذا كان ه و > تماثلین ذاتيين 
ل K=۴)u(‏ يتركان كل عنصر فی ۴ دون تغییر» فإنه لكون (نا)ت و (ن) جذرين ل 8" 
يكون دي (نا)ه و دائي-(ن): لعددين ذو [. لذا فإن 
u= u‏ = (لأن ج في or(u)=o(tiu)=kio(u) ) F‏ 


4٢١ الحقول‎ 


وبصورة مشامهة ترى أن أ - (نا)ه». إذن >ه وم يتفقان في تأثيرهما على د وكذلك على 
۴ لذا فإنهها يتفقان على (۸=۴)u۔‏ 
ولكن حينئذ يكون ٠۲=>0‏ مما يجعل زمرة جالوا إبدالية . 


لاحظ أن التمهيدية تقول إنه عندما يحوي ۴ جميع جذور الواحد من الدرجة 5 
فبضم أحد جذور ۵-"*× إلى #حيث 2 في ۴ نحصل على حقل انشطار 4-"× ما يجعل هذا 
الامتداد ناظميا . 


فیا تبقى من هذا البند نفترض أن ۴ حقل يحوي جميع جذور الواحد من الدرجة 


۸ ولحميع قيم 2. 


مبرهنة )۲-۷-٥(‏ 
إذا كانت كثيرة ا حدود (:)م فی [×]۴ قابلة للحل باستخلاص ا جذور على ۴ فإن 
زمرة جالوا على ۴ ل (×)م قابلة للحل . 


الرهان 
ليكن × حقل انشطار (×)م على ۴. إن زمرة جالوا ل (×)م على هي .G(K,F)‏ 
لما كانت (×)م قابلة للحل باستخلاص الجذور فإنه توجد متتالية من الحقول. 
...CFy=F_ (®)‏ ع(يه) درك (رساظاء لحم 
بحيث €۴ 01 » ,61 تزه , . .» ريع “ده » وحيث ,اح. کا أشرنا سابقا فإنه دون 
التأثير على عمومية المناقشة يمكن الفرض أن ,5 امتداد ناظمي ل ۴. ويترتب على ذلك 
أن ۴ امتداد ناظمي لأي حقل وسطي مما يجعل ,5 امتدادًا ناظميًا لكل ۴. 


باستخدام تمهيدية (ه-/!ا-") نجد أن كل ۴هو امتداد ناظمي ل ,۴ وحيث إن 
»۴ ناظمي على ۴ نستنتج من مبرهنة (5-5-8) أن (6)5,,5 هي زمرة جزئية ناظمية 
في (اءى0)1. لنعتبر السلسلة 


۲ مواضيع في الجبر 


(1) G(FgF)36(FF36(FF2)3...G(F F2 (€) 


کا أشرنا الآنء إن كل زمرة جزئية في هذه السلسلة هي زمرة جزئية ناظمية في 
ال الت تسبقهبا.. لا كان 8 امعدادًا ناظميًا مق ۴ فبالاستعانة بمبرهنة جالوا 
الأساسية (مبرهنة ه-5-5) الزمرة ( 6)۴۴ تمائل (6)۴,,۴/( ۴ 6)۴. ولكن وفقا 
لتمهيدية )۳-۷-٠(‏ فإن الزمرة 6)۴۴ إبدالية. لذا فإن كل زمرة خارجة 
G)F F/G (FF)‏ في السلسلة )١(‏ هي إبدالية . 


نستنتج أن الزمرة (۴ 6)۴ قابلة للحل. لما كان ,5ح و × امتدادًا ناظمیًا ل 
۴ (لأنه حقل انشطار) فباستعمال مبرهنة (5-5-8) تكون (ك6)5,,1 زمرة جزئية ناظمية 
في (ط6)15 و (ط,6)1 تمائل .6)۴۴(/6G)۴,,٤(‏ وعليه تكون (6)16,5© صورة تشاكلية 
من (6)55,5 القابلة للحل . لذا فبالاستعانة بنتيجة تمهيدية ١-۷-١‏ نستنتج أن 
الزمرة (6)16,5 قابلة للحل . وحيث إن 6)K,۴(‏ هي زمرة جالوا ل (×)م على ۴ نكون 
بذلك قد أثبتنا الممرهنة . 


الآن نقدم ملاحظتين دون برهان 

)١(‏ إن عكس مبرهنة (0-5-؟) صحيح أيضاء أي إذا كانت زمرة جالوا ل (5)م 
على ۴ قابلة للحل فإن (×)م قابل للحل باستخلاص ا جذور على ۴. 

(۲) إن مبرهنة (ه-1-0) وعكسها صحيحان حتى لولم بحتو ۴ على جذور الواحد. 


باستعادة ما نقصده بكثيرة الحدود العامة من الدرجة هعلى ۴» 
مو ...لكين وج تيرد زيمم وما نقصده بقابلية الحل باستخلاص الحذور» نخلص إلى 
المبرهنة التقليدية الرائعة للرياضى ابيل (اءطه). 


مبرهئة (ه-/-17) 
لا يمكن حل كثيرة ا حدود العامة من الدرجة 5<« باستخلاص ا جذور. 


r الوا‎ 


الرهان 

لقد رأينا في مبرهنة (ه-5-”) أنه إذا كان (,5)3,....,3 حقل الدوال النسبية في 
المتغيرات م3::..ة » فإن زمرة جالوا لكثيرة الحدود م ...+ "ارج +" - (0)م على 
F(2,,...,a,)‏ هي ,5 زمرة التناظر من الدرجة .١‏ باستخدام مبرهنة (ه-/1-0) نجد أن 
,5 زمرة غير قابلة للحل عندما 5<م. لذا فوفقا لمرهنة )۲-۷-١(‏ تصبح ()م غير قابلة 


للحل باستخلاص الجذور على (,5)3,,...,3 عندما 025. 
مسائل 
من الحقول 


FCF=F(0JCF=F,(0,)C... CFy,=F_1(0,) 
جميع جذور (×)م بحيث‎ Gy Fk “يزه و‎ EFk بحيث 67 لزه » ,26س .»ع‎ 
.۴ يكون ۴ امتدادًا ناظميًا ل‎ 
. برهن على أن أية زمرة جزئية من زمرة قابلة للحل هي زمرة قابلة للحل‎ - ۲ 
. أثبت أن ,5 زمرة قابلة للحل‎ - ۳ 
.6 إذا كانت 6 زمرة. فبرهن على أن جميع الزمر 6 هي زمر جزئية ناظمية من‎ - ٤ 
يجب أن تكون زمرة جزئية‎ N' زمرة جزئية ناظمية من 6. فأثبت أن‎ 8١ إذا كانت‎ - © 
0 ناظمية من‎ 
برهن على أن الزمرة المتناوبة م 4 (زمرة التبديلات الزوجية في ,5) لا تحوي زمرة‎ -5 
.2<5 جزئية ناظمية غير تافهة لجميع قيم‎ 


(5 -8) زمر جالوا على حقل الأعداد النسبية 
لقد رأينا في مبرهنة (ه-7-؟) أنه إذا كان لدينا حقل ۴ وكثيرة حدود (:)م من 
الدرجة ”في [×]۴ فان درجة حقل انشطار (×)م على ۴ لا تزيد عن !2. في البند السابق 
وجدنا أنه هناك حقل ۴ وكثيرة حدود (×)م من الدرجة « على ۴ بحيث إن درجة حقل 
انشطار (×)م على ۴ تساوي !2. في الحقيقة إذا كان ,۴ أي حقل و ۴ حقل الدوال النسبية 


434 مواضيع في احبر 


في المتغيرات ,3.,...,,ة على 70 فقد بينا أن درجة حقل الانشطار × لكثير الحدود 
+a‏ ...+ "رج +"×=(×)م على ۴ تساوي !1 بالضبط . وبالإضافة إلى ذلك بينا أن زمرة 
جالوا ل × على ۴ هي ,5 زمرة التناظر من الدرجة <. إن هذه الحقيقة هي الأساس الذي 
اعتمدنا عليه في أن كثيرة الحدود العامة من الدرجة 225 غير قابلة للحل باستخلاص 
الجذور. 


ومع ذلك» يبدو من المستحسن معرفة أن الظاهرة التي وصفت أعلاه تحدث مع 
حقول نألفها أكثر من حقل الدوال النسبية في © من المتغيرات . إن الذي سنفعله» على 
الأقل. هو إثبات أنه لأي عدد أولي م يمكننا إيجاد كثيرة حدود من الدرجة م على حقل 
الأعداد النسبية بحيث إن درجة حقل انشطارها على الأعداد النسبية تساوي إم. هذه 
الطريقة سنحصل على كثيرة حدود معاملاتها أعداد نسبية وزمرة جالوا لها على الأعداد 
النسبية هي ,5. على ضوء مبرهنة (ه-1-10) نستنتج من هذا أنه لا يمكن الحصول على 
جذور كثيرة الحدود المعنية على شكل تركيبات من جذور نونية لأعداد تشتمل على أعداد 
نسبية بالرغم من أننا استخدمنا حقيقة كون جذور الواحد موجودة في الحقل لغرض 
إثبات مبرهنة )۲-۷-٠(‏ وأن جذور الواحد لا تقع في الأعداد النسبية فإننا نستخدم هنا 
الملاحظة (۲) التي تلت برهان مبرهنة )۲-۷-٠(‏ أي أن مبرهنة (ه-/-1) تبقى صحيحة 
حتى في حالة غياب جذور الواحد. 


إننا سنستخدم الحقيقة القائلة إن جميع جذور كثيرة الحدود التي معاملاتها أعداد 
نسبية تقع في حقل الأعداد المركبة . 


(۱-A) مبرهنة‎ 


تكن (×) كثيرة حدود غير ختزلة من الدرجة م على حقل الأعداد النسبية 
<Q‏ حيث م عدد أولي . ولنفرض أن ل (:)9 بالضبط جذرين غير حقيقيين في حقل 


{Yo الحقول‎ 


الأعداد ا مركبة, عندئذ تكون زمرة جالوا ل () على © هي ,5 زمرة التناظر من 
الدرجة م. إن درجة حقل انشطار (:)؟ على © تساوي .p!‏ 


البرهان 

لیکن × حقل انشطار (4)05 على . لما كانت (©9)0 غير محتزلة على © فإنه إذا 
كان » جذرا ها تصبح م-[2)0(:0] وفقالمبرهنة (۳-۱-۵). وحيث إن 20)0(20 × فباستعيال 
مبرهنة )١1-1١-5(‏ نحصل على [K:Q]=[K:Q(o)][Q(a):Q]=[K:Q(a)]p‏ ما يجعل 
[©:]|م. إذا كانت 6 زمرة جالوا ل × على © فوفقًا لمبرهنة (45-0) 
يكون [6:0]-(0)6. لذا فإن (©)10م » وبناءٌ عليه فإن 6 تحوي عنصرا ه 
رتبته م باستخدام مبرهنة كوشي (مبرهنة 0311-9 . 


إلى هذا الحد لم نستعمل بعد فرضيتنا التي تنص على أن ل (0)5 بالضبط جذرين 
غير حقيقيين . نقوم باستخدامها الآن. إذا كان ره هما هذان الجذران غير 
الحقيقيين» فإن ي©-ر»,,-يه (مسألة ۱۳ في بند ه-) حيث ,5. يعني المرافق المركب ل 
1,20 1). إذا كانت م»ه.....يه هي الجذور الأخرى ل (×) فلكونها أعدادًا حقيقية 
يكون .ه-,». لكل 1<3. لذا فإن تطبيق الأعداد المركبة الذي يأخذ كل عدد لمرافقه هو 
تطبيق من × إلى نفسه وهو تمائل ذاتي + ل × على © يبادل »ويه بين) يترك جميع الجذور 
الأخرى ل («)ن مثبتة . 


إن عناصر © تأخذ مجموعة جذور (000 إلى نفسها مما يجعلها تعرف تبديلات ل 
م0,:....9. وبهذه الطريقة فإننا نقوم بإدخال 6 في ,5. إن التماثل الذاتي + الذي وصف 
أعلاه هو المناقلة (1,2) لأن يه > (,0)؟ « ,»ع ز(يه)ى. به ر»)؟ لكل 3ا. ماذا عن 
العنصر ه في 6 المذكور أعلاه والذي رتبته تساوي م؟ كعنصر في م5رتبة 0 هي م. ولكن 
العناصر الوحيدة التي رتبتها تساوي م في ,5هي الدورات التي طوها م. لذا فإن ه يجب 
أن يكون دورة طوها م. 


1.3 مواضيع في الجر 


إذن» فإن الزمرة © باعتبارها زمرة جزئية من ,5 تحتوي على مناقلة ودورة طوها م. 
إنه لتمرين سهل نسبيا (انظر مسألة 4) برهان أن أية مناقلة وأية دورة 
طولها م في م5 يولدان م5. لذا فإن و > يولدان Sp‏ 0 ولکنہ) ف 0 . مما يجعل الزمرة 
المولدة منهها في 6. إن محصلة كل هذا هي أن م6-5. وبعبارة أخحرى» إن زمرة جالوا ل 
٩)×(‏ على 0 هي حقا ,5 مما يثبت المبرهنة . 

إن المبرهنة تقدم لنا معيارًا عاًا للحصول على م5 كزمرة جالوا على ©. الآن يجب 
أن نكون كثيرة حدود من الدرجة معلى حقل الأعداد النسبية بحيث تكون غير ختزلة 
على © وها بالضبط جذران غير حقيقيين. لأجل تكوين كثيرة حدود غير مختزلة نستعمل 
معيار ايزنشتاين (مبرهنة )۲-٠٠-۳‏ . وكي نجعل جذورها كلها حقيقية عدا اثنين منها 
نتصرف بمعاملات كثيرة الحدود وضمن مجال عمل معيار ايزنشتاين. هناء نقدم 
التفاصيل في حالة 5-م دع 25-10+5-(0)2. باستعمال معيار ايزنشتيان فإن ٩)×(‏ غير 
مختزل على 0. نرسم 

y=q(x)=2x°-10x+5 
باستخدام مبادىء التفاضل فإن للدالة المرسومة نهاية عظمى عند 1-=× ونهاية‎ 
كا هو موضح في الرسم فإن المنحنى‎ .)١-85 صغرى عند 1=× (انظر شكل‎ 
25-10+5-()و-ر يقطع محور × ثلاث مرات فقط . لذا فإن ل (×) بالضبط ثلاثة‎ 


جذور حقيقية . 


(0,5) 


شكل (٥-۸۔۱)‏ 


الحقول ¥{ 


وبناءً عليه فإن الجذرين الباقيين يجب أن يكونا عددين مركبين غير حقيقيين . إذن» 
()9 تحقق فرضيات مبرهنة )١-۸-٠١(‏ نما يجعل زمرة جالوا لها على © تساوي 
و5. باستخدام مبرهنة (ه-1-07) نستنتج أنه ليس مكنا التعبير عن جذور ٩)×(‏ كتركيب 
من جذور نونية لأعداد نسبية . 


اتل 
١‏ - في :5 برهن على أن (12) و (12345) يولدان و5. 
۲ - في و5 برهن على أن (12) و (5 24 13) يولدان و5. 
- إذا كان 2<م عددًا أوليًا فبين أن (12) و (م1-م...12) يولدان م5. 
٤‏ - برهن على أن أية مناقلة وأية دورة طوها م في ,5 يولدان ,5 حيث م عدد أولي . 
٥‏ بين أن كثيرات الحدود التالية غير ختزلة على © ولكل منها بالضبط جذران غير 


حقيقيين 

p(x)=x3-3x-3 )ا(‎ 
p(x)=x6x+3 (ب)‎ 
p(x)=x+5x*+10x?+ 10x?-x-2 (ج)‎ 


هت ما هي زمرة جالوا على © لكثيرات الحدود في مسألة ه؟ 
۷- أنشىء كثيرة حدود من الدرجة 7 معاملاتها أعداد نسبية بحيث أن زمرة جالوا ها 


على 0 هي ,5. 
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® الصيغ القانونية : تفريق الفضاء ۷ (صيغة 
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النسبية ص الأثر والمنقول © المحددات 
© التحويلات الهرميتية. الواحدية والناظمية 
© الصيغ التربيعية الحقيقية. 


لقد عرفنا في الفصل الرابع المجموعة (10)۷,۷ بأنها تلك المجموعة التي 
تحتوي على جميع التشاكلات من ۷ إلى W۷‏ » حيث ۷ و ۷ فضاءا متجهات على 
الحقل ۴ نفسه. وفي الحقيقة » لقد عرفنا على Hom), W(‏ عمليتي الجمع والضرب 
بالقياسيات (عناصر ۴) بطريقة تجعل من H٥)۷,۷(‏ فضاء متجهات على ۴. 

هناك حالة خاصة, لكنها ذات أهمية وذلك عندما ۷=۷ , ذلك لأنه بالإضافة 
إلى عمليتي فضاء المتجهات يمكننا تعريف عملية الضرب لأي عنصرين بحيث تكون 
(/1107209/,9 حلقة . إن (110207/,77 من حيث كونها مزودة مبذه الميزة المزدوجة وهى ميزة 
فضاء المتجنهات وميزة الخلقة لتكسب بتية غنية جدا: إن هذه البنية وما يترتب.غليهاً 
من نتائج لتضفي حيوية وبريقا على الموضوع ما يجعلها تبرر بشكل قوي استحداث 
فكرة المفهوم التجريدي لفضاء المتجهات . 

إن اهتهامنا سيكون مركزا على (/11000/,9 » حيث ۷ هنا ليس أي فضاء 
متجهات اختياري بل إنه سيكون فضاء متجهات منته البعد على الحقل. إن نبائية 


1 


r‏ مواضيع في الجر 


بعد ۷ تفرض على 1٥)۷,۷(‏ نتيجة هي أن كل عنصر من عناصره تحقق كثيرة حدود 
على ۴. إن هذه الحقيقية» لربم) تخولنا أكثر من أية حقيقة أخرى الدخول مباشرة 
إلى (/110:0)9/9 كما أنها تسمح لنا أن نسبر غور بنية (10)۷,۷ بكفاءة وعمق . 

إن الموضوع الذي سنتناول دراسته غالبا ما يدعى بالجبر الخطي 
(3:طعع1ى :وعدنآ) والذي يشتمل على نظرية المصفوفات (وع51266 .)Th ey o‏ إن 
کون نتائجه تدخل في استخدام يومي في كل نواحي الرياضيات (وفي مواضيع أخرى) 
لمي عبارة لا مبالغة فيها. 

هناك اعتقاد سائد ذلك هو أن الرياضيين يجدون متعة في عدم تطبيق مواضيعهم 
كا أنه يخيب أملهم عندما يقدم غيرهم على تطبيق نتائجهم . إن هذا الاعتقاد هراء 
محض . صحيح أن الرياضي لا يعتمد في مناقشاته على قابلية تطبيق نتائجه خارج نطاق 
الرياضيات ولكنه يعتمد. نوعا ماء على معيار رياضي جوهري غير ملموس لدی غيره . 
ومع ذلك فإنه صحيح » على حد سواء؛ إن معكوس ذلك خاطىء» بمعنى أن 
استخدام نتيجة ما لا ينقص من قيمتها الرياضية أبدا. مثال ذلك موضوع الجر 
الخطي. إن هذا الموضوع رياضي مهم ومثير في حد ذاته. إنه» لربهاء ذلك 
الموضوع من الرياضيات الذي يجد تطبيقات كثيرة في الفيزياء والكيمياء والاقتصاد. 
ليس في هذه المواضيع فحسب» بل في الحقيقة في كل علم . 


)١-١(‏ جير التحويلات الخطية 

لیکن ۷ فضاء متجهات على الحقل ۴. ولتكن (7 11072017 هي مجموعة جميع 
تشاكلات فضاء المتجهات من ۷ إلى نفسه . لقد أثبتنا في البند )۳-٤(‏ أن (/9/,9)مه1] 
فضاء متجهات على الحقل ۴. کا أنه لأي تشاكلين (/7,,1:6110:0)1/,9 يكون ر۲+,۲ 
معرفا بالق اعاهة وي01+,71-(ي71+,1)؟ وذلك لكل ۷٤۷‏ » كما أنه لأي 
قياسي ۴)» يكون 1» معرفا بالقاعدة (:0)97-(:7)01. إن للتعبير ر۷۲,(۲) معنى وذلك 
لأي تشاكلين ,1و ر1 في (10)۷,۷ ولأي في ۷. ذلك لأن ۷ ۷١٤‏ إننا 
نعرف ر۲۲۲ بالقاعدة 971:(12)-:7177 وذلك بالطريقة نفسها التي عملناها للتطبيقات 
من أية مجموعة إلى نفسها وذلك لأي .«»٤۷‏ إننا ندعي الآن أن (/9/,9)م6110ي77, 


التحويلات الخطية اع 


لبرهان ذلك يجب علينا أن نثبت أنه لأي قياسيين و ق في ولجميع ",نا يكون 
(au+Bv)T,T;=a(u(T,T2))+B(v(T,T»))‏ 
الآن: (au+Bv)(T,T;) = ((au+Bv)T;)Ta‏ 
=(a(uT,)+B(vT,))T;‏ 
B(vT, )T2‏ + و1( o(uT,‏ = 


=a(u(T,T,))+B(v(T;T»)) 
. إن براهين الخواص الآتية للضرب في (۷, ۷) 110 متروكة كتمرين‎ 
)1+ و11 ج101‎ +121 (١ 
T;(T, +T2)=TT,+T;T2 (r 
T(TT;)=(T,T2)T; 
a(T,T2)=(aT,)T=T,(aT;) ئ(‎ 


وذلك لکل (۳)۷,۷ ۲,۲,۲٤۳٥‏ ولكل €۴». 

لاحظ أن الخواص الثلاث الأولى الواردة أعلاه هى تلك الخواص المطلوبة لكى 
تبعل من (101)۷:۷ حلقة تجميعية» كا أن الخاصة الرابعة منها تربط بين كون 
(/1102)17,17 فضاء متجهات وكونه حلقة . 

كذلك» لاحظ أنه يوجد عنصر 1 في 1٥)۷,۷(‏ معرف بالقاعدة 1-٠‏ لكل 
63٠7‏ ويحقق الخاصة 711-11-7 لكل (/761100)1/,7 ويهذا يكون 1٥۳)۷,۷(‏ حلقة 
بعنصر وحدة. وفضلا عن ذلك إذا وضعنا 1-ر,آ في الخاصة الرابعة فإنا نحصل 
على (1-1)01» وحيث إن ,1(۲,=»)1۲,(=»۲») لذلك نجد أن(7,)01-,01(1) 
وذلك لكل (7,6110209/,97 . أي أن ا يتبادل مع كل عنصر في (1100)9/,7 
وسنکتب» دائياء» في ا مستقبل 1ه على أنه ». 


تعريف 

يقال إن ا حلقة التجميعية 4 هي جير (72ءهالىم) على ا حقل ۴ إذا كانت 4 فضاء 
متجهات على ۴ وكان بإلاضافة إلى ذلك (اع)ه-در(ةه)-(20)» لكل 4٤ط,ة‏ ولكل 
.a€F‏ 


t۲‏ مواضيع في الجر 


إن تشاكلات وتمائلات ومثاليات الجبريات معرفة كا في الحلقات مع إضافة شرط 
محافظتها على بناء فضاء المتجهات . 

إن الملاحظات الواردة آنفا تدل على أن (110)9/,7 هو جبر على ۴ ولتسهيل 
الاصطلاحات» سنكتب من الآن فصاعدا (/8]009/,9 على أنه (۸)۷ ومتى ما أردنا 
التأكيد على دور الحقل ۴ فإننا سنكتبه بالصيغة (/9)جه. 


تعريف 


إن التحويل ا خطي على فضاء ا متجهات ۷ على ا حقل ۴ هوعنص رمن (17)ي4. 


سنشيرء أحياناء إلى (/4)9 على أنه حلقة أو جبر التحويلات الخطية على ۷. إننا 
نستطيع إثبات نظيرة مبرهنة كيلي للزمر وذلك بالنسبة لأي جبر 4 بعنصر الوحدة على 
الحقل ۴ وذلك في التمهيدية الآتية. 


تمهيدية (1-1-5) 
إذا كان .4 جرا بعنصر وحدة على ا حقل ۴ فإن ۸ يياثل جرا جزئیا من (۸)۷ » 
حيث ۷ فضاء متجهات ما على ا حقل ۴. 


البرهان 

لما كان ۸ھ جرا على ۴ لذلك فإنه يجب أن يكون فضاء متجهات على ۴ ولهذا 
سنضع 4-7 لكي نبرهن التمهيدية . 

إذا كان 26 فإننا نعرف ۸+ھ:,1 کا يل 08-,71 لكل 268. إن ,1 تحويل 
خطي على 4=(۷) وذلك لأنه من قانون التوزيع على اليمين نجد 

واولا 1 احور 32+ (vı tv) T= (v,‏ 
وحيث إن ۸ جبرء فإنه يكون 
(av)T,=(av)a=a(va)=a(vT,)‏ 

وذلك لأي ل >ه ولأي .»٤۴‏ أي أن ,1 فعلا تحويل خطي على ۸. 


التحويلات الخطية ¥ 


لنعتبر التطبيق (4+4)۷:ل المعرف بالقاعدة ,1=طةه لكل ىم 6ة. إن ب تماثل 

من 4 إلى (/4)97 ولإثبات ذلك نفرض أن 6>4طرة وأن »,8٤۴‏ » عندئذ 
VTaa+gp = V(aa+8b)=a(va) + B(vb)‏ 
وذلك لکل ۸٤ء.‏ ووفقا لقانون التوزيع من اليسار وكون ۸ جبر على ۴ نجد أن ذلك 
يساوي : 
a(vT,) +B(vT,)=v(aT,+BT,)‏ 
وذلك لأن كلا من ,1و ,۲ تحويل خطي وبالتالي فإن ٣۳+81‏ = موی۲ ومن ثم 
فإن به هو تشاكل فضاء متجهات من إلى (4)۷. بعد ذلك نحسب ور۷1 
حيث 3,664 » حيث نجد 
VT,p=v(ab)= (va)b=(vT,)Ty=v(T, Tp)‏ 

(لقد استخدمنا قانون التجميع في هذه الحسابات) وهذا يقتضي أن اك انوبا 
الطريقة نجد أن به هو تشاكل حلقة من 4 إلى (8)7. إلى هنا نكون قد برهنا على 
أن بهو تشاكل من ه » باعتباره جبراء إلى (۸)۷ وكل ما بقي لدينا هو تحديد 
نواة «:. لنفرض أن العنصر 26 ينتمي إلى نواة له عندئذ 20-0 » أي أن 0-,آ وبالتالي 
فإن 0-,1؟ لكل ه6:. الآن. إن ۷=۸ كا أن ۸ يحتوي على عنصر وحدة هوء ولذلك 
0-,1ء. وفضلا عن ذلك فإن 4=4ء=,1ء=0. وبذلك نكون قد أثبتنا أن 2-0 أي أن 
النواة تتكون فقط من العنصر 0تما يقتضى أن ب تماثل من ه إلى (4)۷ ومبذا ينتهى برهان 
التمهيناية.. ۰ ٠‏ 

إن التمهيدية تحدد الدور الهام| الذي تلعبه الجبريات (۷) 4 إذ أنه في 
هذه الجبريات يمكن أن نجد صورة مماثلة لأي جبر. 

لنفرض أن ۸ جبر بعنصر وحدة على الحقل ۴ وليكن "يه+...+<ر»+مه-()م 
كثيرة حدود في [×]۴. فإذا كان ه26 فإن (3)م يعني العنصر "0,2+...+2,»+عره في ۸. 
وإذا كان 0-(2)م فإننا نقول عندئذ إن a‏ يحقتى (×)م. 


تمهيدية )1-١-5(‏ 
لنفرض أن ۸ جبر بعنصر وحدة على ۴ وأن بعد ۸ على ۴ هو «: » عندئذ كل 
عنصر فی ۸ يحقق كثيرة حدود في [<[7 درجتها على الأكثر هي 71. 


358 مواضيع في الجبر 


البرهان 

ليكن ء هو عنصر الوحدة في ۸ھ فإذا كان 364 فلنعتير العناصر ",68ي 
۸ التي عددها 2+1. وحيث إن بعد ۸ على ۴ هو 0 واستنادا إلى تمهيدية (4-7-4) فإن 
قافر ”2,...,3 3,8,ء يجب أن تكون مرتبطة خطيا على ۴ إذ أن عددها هو 1+". 
وبعبارة آخری» توجد عناصر م04....,,».مه في ۴ ليست كلها أصفارًا بحيث يكون 
+a" =0‏ ... +02 +عم0 وعندئذ فإن a‏ يحقق كثيرة الحدود غير التافهة 
q(x)=ag+ax+...+ayx™‏ التي درجتها على الأكثر هي .F[x] j m‏ 


إذا كان ۷ فضاء متجهات منتهي البعد على ۴ وكان بعده هو « فإنه استادا إلى 
النتيجة الأولى للمبرهنة )١-7-4(‏ يكون بعد (۸)۷ على ۴ هو . وحيث إن ۸ جبر على 
۴ » لذا فإننا نستطيع تطبيق تمهيدية )7-1١-7(‏ عليه لنجد أن كل عنصر من (۸)۷ يحقق 
كثيرة حدود على ۴ درجتها هي على الأكثر «. إن لهذه الحقيقة أهمية جوهرية في جميع ما 
سيتبع ولذلك فإننا ندونها على الصيغة الآتية . 


مبرهنة )۱-۱-٦(‏ 
إذا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ وكان بعده 7 وإذا كان 1هو أي عنصر من 
(4)۷ فإنه توجد كثيرة حدود غير تافهة [ح:]9):(61 درجتها على الأكثر 77 بحيث تكون 

0-(1)؟. 


سنرى فيم بعد أنه يمكننا أن نقول الشىء الكثير عن درجة (×)» وفي الحقيقة 
سگرن قاذريق على أن ين كقيرة دوه (٭۸) ٩‏ بحيث تكون درجتها 
على الأكثر 2. إن هذه الحقيقة ليست إلا مبرهنة شهيرة في هذا الموضوع هي تلك 
المعروفة بميرهنة كيل هاملتون (ده؛اندمد1]-نزءابوة6). ولکننا ف الوقت الحاضر يمكن 
أن نستمر دون حاجة إلى تقدير دقيق لدرجة (×) وكل ما نحتاجه وجود كثيرة حدود 
مناسية . 


التحويلات الخطية {o‏ 


لا کان لكل (۷) ٤۸‏ 7 » حيث ۷ فضاء متجهات منتهي البعد» توجد كثيرة حدود ما 
(۸) ۾ بحيث يكون 0= (۲) ٩‏ . إنه بالإمكان إيجاد كثيرة حدود من درجة دنيا هي (×) م في [5]5 
تتمتع هذه الخاصة. ونطلق على كثيرة الحدود («)م كثيرة الحدود الدنيا 
(ynomia1اoم‏ اminima)‏ للتحويل الخطي 7 على ۴. وإذا كان 1 يحقق كثيرة حدود ما 
هي (×)1 فإن (×)ط|(×)م. 
تعريف 

يقال إن للعنصر ۲٤۸)۷(‏ معكوس أيمن (عe5‏ 1۸۷ ۸۲چام) إذا وجد (56/4)17 
بحيث يكون 75-1 (إن 1 هنا يرمز إلى عنصر الوحدة في (/4)1). 


وبالمثل تعريف المعكوس الأيسر (168:1876556) وذلك إذا وجد (/11648)7 بحيث 
يكون 175-1. وإذا کان ل 1 معكوس أيمن وأيسر وكان 75-171-1 فإن من 
السهل إثبات أن 5-13 وأن 5 وحيد ونترك لك ذلك كتمرين . 
تعريف 

يقال إن للعنصر 1٤۸)۷(‏ معكوس )inverse)‏ أو نه منتظم (مواسوء:) وذلك إذا 
وجد له معكوس أيمن وأيسرء بمعنى أنه إذا وجد عنصر (564)17 بحيث يكون 
81-75-1 وسنكتب 5 على الشكل '-1. 


يقال عن العنصر الذي ليس منتظما في (/9)ه إنه شاذ (35انوهةة). إنه من الممكن 
تماما لعنصر من (۸)۷ أن يوجد له معكوس أيمن دون أن يكون منتظما. 
مثال ذلك. لیکن ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية وليكن ۷ هو [×]۴ » أي مجموعة كثيرات 
الحدود في المتغير ‏ على ۴ وليكن 5677 معرفا كما يلي : 
وگ = ۹98 
وليكن 7 معرفا كما بلي 


q(T = §* q(x) dx 


۳۹ مواضيع في احبر 


عندئذ 5131 بين| 15-1 وکا سنری بعد قليل. أنه إذا كان ۷ منتهي البعد على 7 فإنه 
يوجد معكوس للعنصر الذي له معكوس أيمن في (۸)۷. 


ميرهئة )۲-۱-٦(‏ 
إذا كان ۷ منتهي البعد على ] فإنه يوجد معكوس للعنصر (۲۲۸)۷ إذا وفقط إذا 
كان ا حد الثابت من كثيرة ا حدود الدنيا ل 1 ليس صفرا . 


البرهان 
لتكن “كيه ... + كيه ييه )مو 0» » هي كثيرة الحدود االدنيا ل على 
۴. فإذا كان 0غيه وحیٹ إن 
و + 1+ ... + “لتر_يه+ “ليه -(1)م 02 


فإننا نجد: 
(“+a *+...+8))‏ 1 =1 
(T*"+...+a))T‏ ا 7 
وبناء عليه فإن 
زه +... جتكليه) - S=‏ 
هو معكوس 1 ومن ثم فإنه يوجد ل 1 معكوس . 


ومن ناحية أخرى. لنفرض أنه يوجد معكوس ل 7 وأن 0-مه ومن ثم فإن 
11 “1ييه +... + يبه + به ) ح ]يبه + ... :aT+oyT+‏ 6 
بضرب هذه العلاقة من اليمين ب ٣١‏ نحصل على : 
1-0- ]يبه ...+ 1 ياه + ره 


أي نح . .. + دياه + q(%)=a,‏ 


التحويلات الخطية اع 


في [×]۴. وحيث إن درجة (×) أقل من درجة (×)م وهذا غير ممكن لذلك يكون #0ر» 


تیچ () 
إذا كان ۷ منتهي البعد على ۴ وكان يوجد معكوس ل ٤۸)۷(‏ فإنه يمكن التعبير 
عن 1على هيئة كثير حدود فی 1 على 5. 


البرهان 
لا كان يوجد معكوس ل 7 . لذلك فإنه وفقًا للمبرهنة نجد أن : 
0 “ليبن + . . . T+‏ بيه دونه , 0غتناه 


ولكن عندئذ : 
[كتيه+... +تيمدية) لدج 
نتيجة (۲) 
2 2 
إذا كان ۷ منتهي البعد على ۴ وكان ۲٤۸)۷(‏ شاذا فإنه يوجد 8<0 في (/4)1 بحيث 
يكون 51-75-0 
الرهان 


لما كان 1 غير منتظم لذا فإن الحد الثابت في كثيرة حدودها الدنيا يجب أن يكون 
صفرا. أي أن “دين + ...+ ×= ()م ومن ثم فإن *1ي»+...+1,»-0. إذا كان 
+ ...+ ,»=8 فإن 8۶0 (لأن درجة “ديه ...+ ره أقل من درجة («)م ) كذلك 
فإن 5-75-0. 


نتيجة (۳) 


إذا كان ۷ منتهي البعد على ۴ ووجد معكوس أيمن د فإنه يوجد معكوس ل٣‏ . 


E۸‏ مواضيع في احبر 


البرهان 
لیکن 7]11-1. لو كان 7 شادًا فإنه يوجد 5 و5360 بحيث إن 0-:51. 
ومع ذلك فإن 
0=(ST)U=S(TU)=S1=S#0‏ 
وهذا تناقض وبالتالي فإن 7 منتظم . 


الآن نود تحويل المعلومات الموجودة في مبرهنة 7-١-5‏ ونتائجها من (۸)۷ إلى تأثير 
'7 على ۷. إن النتيجة الأساسية بهذا الخصوص هي . 


مبرهنة (۳-۱-٦(‏ 
3 
إذا كان ۷ منتهي البعد على ۴ فإن (1©4)17 يكون شاذا إذا وفقط إذا وجد €۷ » 
۷0 بحيث يكون ۷۲=0. 


البرهان 

من نتيجة (۲) لمبرهنة (1-1-5) يكون ۲ شاذا إذا وفقط إذا وجد 540 في (۸)۷ 
بحيث يكون 51-15-0. وحيث إن 5۶0 . لذلك فإنه يوجد عنصر ۷٤۷‏ بحيث يكون 
.wS#0‏ 


لیکن 7-85 » عنذئذ 
vT=(wS)T=w(ST)=w0=0‏ 
وبذلك نكون قد حصلنا على متجه غير صفري ۷ في ۷ الذي ينعدم بواسطة ۲. 
وبالعکس» إذا كان ۷۳۶0 حيث 8-0 فإننا نترك برهان أنه لا يوجد معكوس ل 7 
كتمرين . 
نحن لا نزال بصدد البحث عن مميز آخر لشذوذ أو انتظام تحويل خطي بدلالة 
تأثيره الكلي على ۷. 


التتجويلانت:االخطية ۹ 
تعريف 
إذا كان ۲٤۸)۷(‏ فإننا نعرف مدى (ءعهة2) 7 » أي ۷١‏ کی يل 
00-7 


يمكن إثبات أن مدى هو فضاء جزئي من ۷ . إنه يتكون من صور عناصر 
۷ بواسطة ۲. لاحظ أن مدى 7 هو كل ۷ إذا وفقط إذا كان 7 غامرًا . 


مبرهئة (5-١-؟)‏ 
إذا كان ۷ منتهي البعد على ۴ فإن TEA(V)‏ يكون منتظ| إذا وفقط إذا كان 17 يطبق 
۷ عل نفسه . 


الرهان 
كا هو الحال غالباء فإن أحد اتجاهي هذه المبرهنة يكاد يكون تافهًا ذلك هو أنه 
إذا كان 7 منتظما فإن 71-1(1) =۷ حيث ۷٤۷‏ ومن ثم فإن 871-17 , أي أن 1 غامر. 


ومن ناحية أخرىء لنفرض أن 7 ليس منتظما ومن ثم يجب أن نثبت أن 7 ليس 
غامرًا . الآن, لما كان ۲ شاذا فإنه استنادًا إلى مبرهنة )7-١-7(‏ يوجد متجه ٤۷‏ ,0۶۷ في 
۷ بحيث يكون 7/7-0. استناذا إلى تمهيدية )٥-۲-٤(‏ فإنه يمكن توسيع ۷ إلى أساس 
...ولاب لال ۷. وبالتالي فإن كل متجه في 77 هو تركيب خطي للعناصر 
ال لسن 1" ونا كان 0-,* وأيضا لما كان ۷١‏ مولدا بعناصر 
عددها 2-1 هی Ww...‏ فإننا نجد أن: 
dim VT=n-1<n=dim ٠7‏ 


وعندئذ فإن ۷1 مختلف عن ۷ الأمر الذي يعني أن 1 ليس غامرا . 


إن مبرهنة )٤-١-١(‏ توضح لنا أنه يمكن تمييز العناصر المنتظمة من الشاذة في 
حالة فضاءات المنجهات المنتهية البعد وذلك حسبما يكون التحويل الخطي غامر أم لا . 


ff‏ مواضيع في الجبر 


فإذا كان (/164)9 فإنه يمكننا أن نعبر عن ذلك بقولنا إن ۲ منتظم إذا وفقط إذا كان 
۷= ۷۳ل. إن هذا يقرر لنا أنه يمكن استخدام (91) نك ليس فقط كأداة 
لاختبار الانتظام ولكن كمقياس لدرجة الشذوذ (أو لنقص الانتظام) لعنصر 5 من 


.A(V) 
تعريف‎ 

إذا كان ۷ منتهي البعد على ۴ فإن مرتبة (1)7381 ھی بعد ۷١‏ على ۴ » حيث 1/1 
هوصورة 1. 


سترمز لمرتبة ۲ بالرمز (1):. فإن كان /اتمذك-(1): فإن 1 منتظم (ومن ثم فإنه 
لیس شادًا على الإطلاق). ومن ناحية أخرى إذا كان 1(>0): فإن 8-0 الأمر الذي 
يجعل 1 شاذا إلى أقصى حد . إنالمرتبة» باعتبارها دالة على (۷) ۸ هي دالة مهمة جدا 
وفيما يلي ندرس بعض خواصها . 


تمهيدية (8-1-5) 

إذا كان۷ منتهي البعد على ۴ فإنه لأي 5,۲٤۸)۷(‏ يكون 
r(ST)s<r(T) )١‏ 
r(TS)sr(T) (Y‏ « (ومن ثم (r(STsmin {r(T),r(S)} i‏ 
۳) (1)1-(15):-(51): وذلك لعنصر منتظم کمن (۸)۷. 


البرهان 
نبدأ بالترتيب 
)١‏ لما كان SCV‏ و V)S(=)VS)TCVT‏ . لذا فإنه وفقا لتمهيدية (5-7-4) يكون 
dim(V(ST))sdimVT‏ « أي أن .r(ST)<r(T)‏ 
؟) لنفرض أن :-(5): عندئذ فإن أساس ٣‏ يتكون من عناصر عددها ‏ هي 
2-۷ ولكن 15 عندئذ يكون مولدًا بالعناصر ...ا ومن ثم فإن 
بعده على الأكثر يساوي " ولا كان: 


التحويلات الخطية 44١‏ 


r(TS)=dim(V(TS))=dim((VT)S)<m=dimVT=r(T) 
.)۲( فإنه بذلك يتم برهان‎ 
إذا کان 5 منتظ| فإن ۷8=۷ ومن ثم فإن ۷)8۲(=)۷8(۲=۷۲ وبالتالي فإن:‎ )* 
r(ST)=dim(V(ST))=dimVT=r(T) 
ومن ناحية أخرى» إذا كانت العناصر »...۷هي أساس ۷ فإن انتظام‎ 
يقتضى أن تكون العناصر ؟ہ۷8,....W مستقلة خطيا (برهن ذلك).‎ 5 
: وحيث إن هذه العناصر تولد (7)55 فإنها تكون أساسا ل (۷)15 وعندئذ‎ 
r(TS)=dim(V(TS))=dimVT=r(T) 


نتيحة 


إذا کان (۷) ۲٤۲۸‏ وكان (۷ 8٤۸)‏ منتظ) فإن (5157):-(1): 


الرهان 
من الحزء الثالث من التمهيدية السابقة نجد 
(1)- (5(-15)):- ((!-5)15)-(-1)515 


مسائل 
افرض أن ۷ فضاء متجهات منتهي البعد على الحقل ۴ وذلك في جميع المسائل ما 
-١‏ أثبت أن 5٤۸4)۷(‏ يكون منتظما إذا وفقط إذا أنه مهما كانت العناصر 6۷و ۷ء..٠ر,۷‏ 
مستقلة خطيا فإن 778,925,...,",5 مستقلة خطيا أيضا. 


۲ - برهن على أن (/164)9 يتعين تماما وذلك بمعرفة تأثيره على أساس ۷ . 

۳ أثبت تمهيدية )١-1١-5(‏ حتى ولو كان 4 لا يحتوي على عنصر وحدة. 

٤‏ - إذا كان ۸ هو حقل الأعداد المركبة و۴ هو حقل الأعداد الحقيقية فإن ۸ جبر بعده 
2 على ۴ وإذا كان 8164 +»-2. فاحسب تأثير ,7 على أساس ه على ۴ (انظر 
تمهيدية .)١-١-5‏ 


t4۲‏ مواضيع في الجبر 


٥‏ إذا کان بعد ۷ على ۴ يساوي 2 وكان (۸=۸)۷. فاكتب أساس ۸ على ۴ ثم 
احسب و لكل عنصر ۾ في الأساس. 
5 - إذا كان ۷<1" 1ل. فأثبت أن (۸)۷ ليس إبداليًا . 
7 - لتكن ( لكل 5 ني (168)1/(51-15:80307) -2 مجموعة في (/807. أثبت أن 2 
تتكون من حاصل ضرب عنصر الوحدة في (/8)1 بعناصر من ۴. 
8* - إذا كان ۷<1«نل. فأثبت أن (۸)۷ لا يحتوي على مثاليات ثنائية الجانب سوى 
(0) و .A)۷(‏ 
** - أثبت أن استنتاج مسألة (۸) يكون غير صحيح إذا لم يكن ۷ منتهي البعد على ۴ , 
- إذا كان ۷ فضاء متجهات ما على وكان ل (/168)9 معكوس أيمن وأيسر 
فأثبت تساوي المعكوس الأيمن مع المعكوس الأيسر ومن هذا أثبت أن معكوس 
1 وحيد . 
-١‏ إذا كان ۷ فضاء متجهات ما على ۴ وكان يوجد ل 1٤۸)۷(‏ معكوس أيمن 
وحيد . فأثبت أنه يوجد ل 1 معكوس . 
- أثبت أن العناصر المنتظمة في (4)۷ تشكل زمرة . 
١‏ - إذا كان ۴ هو حقل الأعداد الصحيحة قياس 2 وإذا كان بعد ۷ على يساوي 2. 
فاحسب زمرة العناصر المنتظمة في (۸)۷ ثم أثبت أن هذه الزمرة تماثل 
5 » أي زمرة التناظر من الدرجة الثالثة . 
4 إذا کان ۴ حقلا منتهيا مكونا من عناصر عدهها . فاحسب رتبة زمرة العناصر 
المنتظمة في (۸)۷ » حيث إن بعد ۷ على ۴ يساوي 2. 
6*- حل المسألة )١4(‏ في حالة کون بعد ۷ على ۴ يساوي .١‏ 
۹ - إذا كان ۷ منتهي البعد . فأثبت أن كل عنصر من (۸)۷ يمكن كتابته على شكل 
جموع عناصر منتظمة . 
٠‏ - يقال عن العنصر (97)ى» 5 إنه متساوي القوى (50ء:ه0ممع10) إذا كان .E”=E€‏ 
فإذا كان E٤۲۸)۷(‏ متساوي القوى . فأثبت أن ,1©1-/17احيث 0= ع۷ لكل 
yVo€ Vo‏ ادع الكل , .v,EV‏ 
۸ - إذا كان 1٤4۳)۷(‏ وكان مميز ۴ لا يساوي 2 وكان ۲=۲. فأثبت أن 
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ر0۷۷ =۷ حیث 
ا)۷ ٤ر۷‏ يقتضى أن ٠701-0‏ 
بغ 617ل يقتضى أن ۷= v٣‏ 
باصن أن ودار 

إذا كان /امنتهي البعد وكان (/90)م02178. فأثبت أنه يوجد عنصر (/9)م56 

بحيث يكون 8-750 عنصرا متساوي القوی . 

1"-0 يقال عن العنصر (۲۲۸)۷ إنه معدوم القوى (:مع:ممانم) إذا كان‎ ٠ 
73220 حيث 7 عدد ماء فإذا كان 1 معدوم القوى وكان ۷۲۵۷ » حيث‎ 
عنصر ما في ۷ و 065 فأثبت أن 0حن.‎ 

-١‏ إذا كان 7 معدوم القوى. فأثبت أن *۵1+...+۲ر۲+۵,»+وه منتظم شريطة 
أن يكون #20ره. 

۲ - إذا كان ۸ جبرامنتهيالبعد على ۴ وکان 364. فأثبت أنه لعدد صحيح ما ا 
0< ولكثيرة حدود ما [×]۴٤(×)م‏ يكون (0)ما““ود“ة, 

۴۳ - أثبت» باستخدام المسألة (۲۲). أنه إذا كان 364 فإنه توجد كثيرة حدود 
[«]2(6)و بحيث يكون (ه)٩*2=*.‏ 

٤‏ - أثبت» باستخدام المسألة (71)» أنه إذا كان4 » 2 فإن.ه إما أن يكون معدوم القوى 

. أو أنه يوجد عنصر ه0064 من الشكل (3)طه-6ط . حيث [×]1)×(€۴ » بحيث 

يكون مع52. 

٣‏ ۔ إذا كان ۸ جبرا على ۴ (ليس ضروريا أن يكون|منتهى لبعد) وإذا كان هه 
معدوم القوی» حيث 4٤ه.‏ فأثبت أن 2 إما أن يكون معدوم القوى أو أنه يوجد 
عنصر امن الصيغة 40()طه-ط حيث [×]1)×(€۴ » بحيث يكون ط=”ط. 

75* - إذا كان 0٤۲=۸)۷(‏ شادًا. فأثبت أنه يوجد عنصر (568)09 بحيث يكون 
15-0 ولكن ۳۶0؟. 

- لنفرض أن بعد ۷ على ۴ يساوي 2 وأن أساس هيو يري قن أن 
۲٤۲۸)۷(‏ بحيث إن ر6۷ + v= av,‏ و ج88 + v1 =v,‏ حيث 8,,,€۴,. أوجد 
كثيرة حدود غير صفرية في [×]۴ درجتها تساوي 2 محققة من قبل '1. 
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۸ ۔ إذا كان بعد ۷ على ۴ يساوي 3 وكان أساس ۷ هو ۷,۷,۷ وكان ۲٤۸)۷(‏ 
بحيث أن 3 Fai,‏ ولاربة + رلا evi T =a,‏ 3 ذ ولکل۴ ٤‏ :ة. أوجد كثيرة 
حدود درجتها تساوي 3 محققة من قبل 1. 
٩‏ - لیکن بعد ۷ على ۴ يساوي « وليكن اض ۷ هو ۷,...,۷ ولنفرض أن 
(۲۲۸)۷ بحيث يكون : 
Og _1¥27-- Vp‏ مح VT‏ مولت VT =a, VT =V, Vn T‏ 
حيث 0,,...,0,61. فأثبت أن 1 يحقق كثيرة حدود 
+...+a‏ 7 "يريج + 1 p(x)=x"+a,x"‏ على 15 
۰ إذا کان (۲۲۸)۷ يحقق كثيرة الحدود [×]۴)(×)ے. فأثبت أن '-515 يحقق أيضا (×) 
حيث (8007 56 عنصر منتظم . 
)١(- "١‏ إذا كان ۴ هو حقل الأعداد النسبية وكان بعد ۷ على يساوي 3 وكان 
و۷2۷٠‏ لاهو أساس ۷. فاحسب مرتبة (۲۲۸)۷ المعرف بالقاعدة 
ولا لا 1 را 
وى لاع آرم 
VjT=Va +;‏ 
(ب) أوجد متجھا ۷٤۷‏ ,0۶۷ بحيث يكون ۲0 
۲-۔ برهن على أن مدى ۲و )۷٤۷|۷۳=0(‏ =1 هما فضاءان جزئيان من ۷. 
۳ - إذا كان ۲٤۸)۷(‏ وكان )۷٤۷|۷۳=0(‏ =۷ حيث » عدد ما. أثبت أن ر۷ فضاء 
جزئي وأنه إذا كان ر۷ ۷۲۳٤‏ فإن ر۷€۷. 
-٤‏ أثبت أن كثيرة الحدود الدنيا ل على ۴ تقسم جميع كثيرات الحدود المختلفة 
المحققة من قبل 7 على ۴. 
o‏ إذا كان (2)1 هو بعد 17 الوارد في المسألة (؟") . فأثبت أن لاصملك- (5)م+ (1)م. 


(6-؟) الجذور الممسيزة 


سنقصر اهت|منا في بقية الفصل على التحويلات الخطية على فضاءات المتجهات 
ا منتهية البعد وعليه فإنه من الآن فصاعداء سيكون ۷ دائما فضاء متجهات منتهى البعد 
على ا حقل ۴ . 
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إن الجبر (۸)۷ يحتوي على عنصر وحدة وللسهولة سنرمز له بالرمز 1 » كما أن 
الرمز ۸-1 » حيث (/7)هم716 و2685 يعنى بالنسبة للا ۸1-1. 
تعريف 

إذا كان (164)17 فإن 161 يدعى جذرا نميزا )characteristic root)‏ أو قيمة 

3 

واقعية (ueاva )E¡g e‏ ل :1 إذا كان ۸-1 شاذا . 

نود» فيما يلي تمييز خاصية کون عنصر من ۴ جذرًا تميزًا وذلك بمعرفة سلوك 1 
على ۷. 


مبرهنة )1١-37-5(‏ 
يكون العنصر ۸٤6۴‏ جذرا مميزا ل ۲٤۸)۷(‏ إذا وفقط إذا كان 77-10 » حيث 
7 بعو) 


الرهان 
إذا كان ۸ جذرا تميزا ل 1 فإن ۸-1 شاذ ومن ٹم ومن مبرهنة »)۳-۱-٦(‏ يوجد 
متجه 0۷٤۷‏ بحيث يكون 0-(7)0-1 وعندئذ فإن ۱۷=۷۲. 
ومن ناحية أخرى., إذا كان ۷1=۸۷» حيث 06061 » فإن 0-(2-7)؟ وبالتالي 
2 
ووفقا لمرهنة (1-5-”) يجب أن يكون 2-7 شاذاء أي أن ۸هو جذر مميز ل 71. 


)١-۲-١( تمهيدية‎ 

إذا كان 61+ جذرا مميزا ل ۲٤۸)۷(‏ فإنه لأي كثيرة حدود [:]1) (:)0 يكون (9)0 
جذرًا ميرًا ل (0)1. 
الرهان 


لنفرض أن 68 جذرا مميزا ل 7. عندئذ» استنادا إلى مبرهنة )١-1-5(‏ يوجد 
متجه غير صفري ۷ في ۷ بحيث يكون ۲=۸۷». ماذا يمكن أن نقول عن *071؟ 
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الآ ا 0 بالاستمرار ببذه الطريقة نجد أن 
بلردعرو وذلك لجميع الأعداد الصحيحة الموجبة . إذا كان 
q(T)=ayT"+a,T™'+...+a, il a;€F « q(x)=aqx "+a," "+... +a‏ 
ومن ثم فإن 

vq(T) =v(agT"+a,T™'+...+aq) =ay(vT™)+a,(vT™')+... +a 

= (aA "+a A 1+... +aq)v=q()v 
وذلك استنادا إلى الملاحظة الواردة أعلاه . وهكذا فإن 0-((9)1-(00)؟. ووفقا لمبرهنة‎ 
.)1( يكون (0و جذرا مميزا ل‎ )1-7-5( 

وكنتيجة مباشرة لتمهيدية )١-1-5(‏ تكون لدينا الحالة الخاصة (والمهمة جدا) 
الآتية , 


ميرهنة (5-؟7-؟) 
إذا كان ۸۴۴ جذرًا ميرًا ل (164)19 فإن + يكون جذرًا لكثيرة ا حدود الدنيا ل ۲. 
وبصورة حاصة » يوجد عدد منته من ا جذور ا مميزة ل ۲ في ۴. 


الرهان 

لنفرض أن (:)م هي كثيرة الحدود الدنيا ل على ۴ » أي أن 0-(5)م. إذا كان 
۴ جذرًا میرا ل 1ں ا یوجد متجه 0797617 بحيث يكون 71-137. وکا في برهان 
تمهيدية (1-7-5) ۷)۳۷ » ولكن ۳(=0)ص الأمر الذي يقتضي أن ۸(۷=0)م 
وحيث إن ۷۶0 لذا فإنه يجب أن يكو ن لدينا ۸(=0)م مما يعني أن ۸ جذور ل (×)م. ولا 
كان عدد جذور (×)م في ۴ منتهيًا (وفي الحقيقة. لما كانت «>(×)م عeل‏ حيث 
din۷‏ = لذا فإن عدد جذور («)م في ۴ هو على الأكثر 52) لذلك فإنه يوجد عدد 
منته فقط من الجذور المميزة ل 7 في ۴. 

إذا كان ۲٤۲۸)۷(‏ وكان (/98)ى 5 منتظ| 
فإن 

.(STSYi=STiS7,...,{STSTP=STS" و‎ )88-1(2- 5185-1515-1812 


التحويلات الخطية t4۷‏ 


وبالتالي فإنه لأي )×(٤۴]×[‏ يكون "؟(8)۲='('؟8۲)٩.‏ وخصوصاء إذا کان ٩)1(=0‏ 
فإن 0-(-515)ن. وهكذا إذا كان («)و هي كثيرة الحدود الدنيا ل 1 » فإنه ينتج بسهولة 
أن («)م هي كثيرة الحدود الدنيا ل '5757. بهذا نكون قد برهنا على التمهيدية الآتية . 


تمهيدية (1-1-5) 
إذا كان (4)17 © 1,5 وكان 5 منتظ فإن 1 و5157 ) نفس كثرة ا حدود الدنيا . 
E 0 3 0‏ نفس 4 


تعريف 

يقال عن المتجه ۷ € 0+۷ إنه متجه (characteristic vector) ja‏ تابع للجذر ال مميز 
€F‏ إذا كان .v1 =v‏ 

ما هي العلاقة » وذلك في حالة وجودهاء التي يجب أن تتوفر بين المتجهات المميزة 
ل والتي تتبع الجذور المميزة المختلفة؟ إن الاجابة على ذلك هي في المبرهنة الآتية . 


مبرهنة (7-17-5) 


إذا كانت ۸6۴,..., ,۸ هى ا جذور المميزة ل ۲٤۸)۷(‏ وكانت ۽۷,..., ۷ هى 
اجات الميزة ل 7 اة العفو امسق يال مل ال اة و 
مستقلة خطيا على ۴. 
البرهان 

عندما 6-1 لا يوجد شىء يتطلب البرهان. لذلك نفرض أن 1<». إذا كانت 
»۷.... مرتبطة خطيا على CF‏ فإنه يوجد علاقة على الشكل 0ح لاي ل + av‏ ¢ 
حيث 65 ,©,..., .© کا أنها ليست كلها أصفارا . في جميع العلاقات التي من هذا النوع. 


يوجد علاقة تكون فيها المعاملات غير الصفرية أقل ما يمكن» وبترقيم المتجهات 
بطريقة مناسبة فإنه يمكن أن نفرض أن أقصر علاقة هي : 
0ك رق,...,0غت رق , 0ح رورق + ...+ نارق )001( 
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الآن نؤثر ب 7 على المعادلة )١(‏ مع الأخذ بعين الاعتبار أن ,7-30 فنحصل 
على 
0> رلارقرة + ...+ رلارقرة ( 
بضرب المعادلة )١(‏ ب ,ثم الطرح من المعادلة (۲) نجد 
0> رارم( سرة) + ... +ولاوق(فرد) 
الآن إن ۸-۸,0 عندما 1<ذكما أن 80 ومن ثم فإن 8,#0(,-,ة) ولكننا هذا نكون 


قد حصلنا على علاقة بين المتجهات ".....:,,؟ أقصر من التي في )١(‏ . وبهذا التناقض 
يتم إثبات المبرهنة . 
نتيجة )١(‏ 

إذا كان (/164)1 وكان «-7٠«زك‏ فإن عدد جذور ۲ ا مميزة المختلفة في ۴ لا 
يمكن أن يزيد عن 7. 
البرهان 


إن أية مجموعة من المتجهات المستقلة خطيا في ۷ يمكن أن تحتوي على الأكثر 
على ١‏ من العناصر. وحيث إنه يمكن أن ينشأ عن أية مجموعة من الجذور المميزة ل 1 
مجموعة مقابلة من المتجهات المميزة المستقلة خطيًا وذلك وفقا لمرهنة (7-5-) فإن بهذا 
يكون قد تم برهان النتيجة. 


نتيجة (۲) 
إذا کان (۷ ۲٤۸)‏ وکان ۸= ۷م ”اه وإذا كان عدد جذور ۲ ا مميزة ا لمختلفة في ۴ 
هو فإنه يوجد أساس ل ۷ على ۴ يتكون من متجهات 3 ا مميزة . 


نة برهان هذه النتيجة للقارىء. إن نتيجة (7) تعتبر الأولى من مبرهنات 
سنتطرق إليها. إنها تنص على أنه يوجد أساس معين لفضاء المتجهات يجعل وصف 


التحويلات الخطية 4۹ 
مسائل 


في هذه المسائل سيكون ۷ فضاء متجهات منتهي البعد على . 

١‏ - إذا كان ۲٤۸)۷(‏ و [4)2(©5]2 بحيث أن 0-(0)1. فهل صحیح أن كل جذر ل 
(:)و هو جذر مميز ل 7 ؟ برهن على أن إما هذا صحيحء أو أورد مثالا تثبت فيه 
أن هذا غير صحيح . 

کت إذا کان (۸)۷ ع7 وكانت (×)ص هي كثيرة حدود 7 الدنيا علی۴ وإذا كانت جميع جذور 
(×)م تنتمي إلى ۴. فأثبت أن كل جذر ل (×)م هو جذر مميز ل 7. 

- لیکن بعد الفضاء ‏ على ۴ يساوي 2 حيث ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية وليكن 
أساس 7 هو ي",,“. أوجد الجذور المميزة وكذلك المتجهات المميزة المقابلة ل 7 


المعرف كما يلي : 

[4 م 0 لفان 
(ب) 71ح VT‏ , و61 + V|T=5SV,‏ 
(ج) و61 + ,3= Vv T=v, +2) , VT‏ 


5 - إذا كان ۷هو كماورد في المسألة (۳) وكان (16۸)۷معرف كما 
يلى : ةج = ر۷ , 6۷+ بع بد حيث €۴ .,8,Y,8‏ 
(ا) أوجد الشروط اللازمة والكافية لكي يكون الصفر جذرا مميرًا ل 7 وذلك بدلالة 


.a,B,y,8 
(ب) أوجد الشروط اللازمة والكافية لكى يكون ل 7 جذران مميزان ختلفان وذلك‎ 
١ بدلالة قز 8,»ه.‎ 
ه- إذا كان بعد ۷ على يساوي 2. فأثبت أن كل عنصر من (۸)۷ يحقق كثيرة حدود‎ 
.2 درجتها على ۴ تساوي‎ 
إذا كان بعد ۷ على ۴ يساوي 2 وكان (۳۲۸)۷,. فأثبت أن (51-75) يتبادل مع‎ - *5 
.۸)۷( جميع عناصر‎ 


۷- برهن على نتيجة (۲) التابعة لمبرهنة (7-37-5) . 
- إذا كان بعد ۷ على هوه وكان (۲۸)۷٤۲معدوم‏ القوى. (أي أن 0-*7. لعدد 


146 مواضيع في الجبر 


ما ا) فأثبت أن ۳-0 (إرشضاد: إذا كان ۷٤۷‏ فاستخدم كون العناصر 


,... ,۷ مرتبطة خطبًاً على ۴. 


)۳-١(‏ المصفوفات 

على الرغم من أننا ناقشنا التحويلات الخطية منذ بعض الوقت إلا أن مناقشتنا 

تلك لم تتطرق إلى تفاصيل دقيقة تتعلق بتلك التحويلات؛ إذ أن التحويل الخطي 

بالنسبة لنا كان جرد رمز (غالبا هو 1) يؤثر بطريقة معينة على فضاء متجهات . وعندما 

نركز التفكير في الموضوع خارج نطاق الأمثلة القليلة التي واجهناها في المسائل. فإننا في 

الحقيقة لم نواجه بعد تحويلاً خطيًا معيّنا بحد ذاته» لذا فإنه من الواضح أنه لغرض 

متابعة الموضوع إلى أبعد من ذلك فإنه ستكون هناك حاجة لدراسة مفصلة وكاملة 

لتحويل خطي مفروض . ولنذكر مسألة معيّنة تتعلق بالتحويل (ولنفرض» جدلاء في 

الوقت الحاضر أن لدينا الوسائل لإدراكها) وهي : كيف نجد الجذور المميزة لتحويل 
خطي بطريقة عملية؟ 


إن ما نبحث عنه هي طريقة بسيطة لعرض التحويل الخطي . أو بعبارة أكثر دقة 
طريقة بسيطة لتمثيله . إننا سوف ننجز هذا باستخدام أساس خاص لفضاء المتجهات 
وأيضا باستخدام تأثير هذا التحويل الخطي على هذا الأساس . وعندما يتم إنجاز مثل 
هذاء فإنه باستخدام العمليات في (۸)۷ يمكننا استحداث عمليات للرموز الجديدة 
بحيث نجعل منها جيرا. إن هذا الشيء الجديد, مفعما بالروح الجبرية» يمكن دراسته 
كموضوع رياضي شيق في حد ذاته. هذه الدراسة هي التي تشمل موضوع نظرية 
المصفوفات . 


ومع ذلك فإن تجاهل أصل المصفوفات» بمعنى دراسة جموعة الرموز مستقلة 
عما تمثل» يمكن أن يكون مكلفا ذلك لأننا نستبعد مقدارًا عظيًا من المعلومات المفيدة . 
وبدلا من ذلك» فإننا سنستخدم » دائماء» التفاعل بين النظام المجردء «A(V)‏ والنظام 
الملموس» الذي هو جر المصفوفات للحصول على معلومات عن أحدهما من الآخر. 


التحويلات الخطية f1‏ 


لیکن ۷ فضاء متجهات بعده « على الحقل ۴ وليكن 17,,...,7هو أساس ۷ على 
5. فإذا كان (۲۲۸)۷ فإنه يمكن تعيين 7 على متجه بمجرد معرفتنا لتأثيره على أساس 
¥ 
ولا كان ۲ يطبق ۷ إلى نفسه فإن ١‏ ۷,... ,۷۲ يجب أن تكون كلها في ۷. وکل عنصر من 
هذه العناصر» باعتبارها عناصر من ۷ » يمكن كتابتها بطريقة وحيدة كتركيب خطي 
للعناصر .رزلا على .F‏ 
وهكذا فإن : ولاو + + ولاو ل ار )0 3871 

آمو + ... + ولاووا + الاريا0 > 1لا 


ولاج0 + ...+ و0 + لابه ح- 1 إلا 


Cann‏ + +ولآوما + لارم0 - آولا 


حيث كل من 61 1. إنه يمكن كتابة هذا النظام مع المعادلات باختصار على الصيغة : 
1-1 :: 1-2 
i 1 j‏ 


إن مجموعة الأعداد المرتبة رة في ۴ والتي عددها ٥‏ تصف 7 تماما. کا يمكن 
استخدامها لتمثيل 1. 


تعريف 

لیکن ۷ فضاء متجهات بعده على ۴ هو « وليكن ١,‏ ...اھ وأساس ۷ على 5. 
إذا كان ۲٤۸)۷(‏ فإن مصفوفة (8121) 1 بالنسبة للأساس ,۷,..., ,۷ وتكتب بالصورة 
m(T)‏ هي : 


TT 


ود ..- رر رر 
m(T)=‏ 
Qn n2 ٠٠١ Ann‏ 


0 5 
حيث ,اهبك =۲ ۷. 


1:4١‏ مواضيع في الجير 


ا مصفوفة » عندئذ» هي صفيف مربع من عناصر ۴ بدون أي خواص إضافية 
بعد والتي تمثل تأثير تحويل خطي على أساس معطى . 

دعنا نفحص الثال الآتي : لیکن ۴ حقلا و ۷ مجموعة كثيرات الحدود في × من 
الدرجة 5-1 أو أقل على ۴. ولنعرف على ۷ التحويل 0 بالقاعدة . 


(Bo + رق - 5(“ "رمق ...+ درق‎ +2B2x +...+iB;x î +...+ (n 522 


من الواضح أن «1 تحويل خطي على ۷ وهو في الحقيقة مؤثر التفاضل . 
ما هي مصفوفة < ؟ إن السؤال يبقى بدون معنى مالم نحدد أساسا ل ۷. 
لنحسب أولا مصفوفة 0 بالنسبة للأساس 
#اوصوي اديور ارود ود رات 
الاك 
vıD=1D=0=0v, +0v+...+Ov,‏ 


vD=xD=1=1v, +Ov +... +017 
v;D=x"D= (i-1)x=0v, +Ovر+‎ ...+Ov_ 2+ (i-1)v;_ FOV; +... 037 


v,D=x"™"D=(n-1)x™7?=0v, +O0v+... +Ov,_ 2+ (n-1)v,_1 +037‏ 
بالرجوع إلى تعريف مصفوفة التحويل الخطي بالنسبة لأساس مفروض نرى أن 
مصفوفة 1 بالنسبة للأساس ,ل,...,/اء أي (702 هى 


m,(D)= f] 0 2 0.......... 0 


التحويلات الخطية tor‏ 


عناصره . 
لنفرض أننا أعدنا ترتيب عناصر هذا الأساس» عندئذ نحصل على أساس آخر هو: 
2 


ت لعفي 
W1‏ ل sg‏ 


ما هي مصفوفة التحويل الخطي 0 نفسه بالنسبة لهذا الأساس؟ 


هكم 1 
X=رW,‏ الاح با 


الآن: 


w,D=x™'D=(n-1) x»"*=0w, +(n-1) w+Ow;+...0W, 
w;D=x™D= (n-i) ولت اتير‎ +... +Ow; + (n=i)W;, j OW; 2+... + م018‎ 


w,D=1D=0=0w, +Owر+...+OWn‎ 


ومن ثم فإن (ط)رص » أية مصفوفة 0 بالنسبة لهذا الأساس هي : 


0(n-1) 0 ...0 .... 0 0 
80 hO « O0 
00 1 عدو لخم‎ TD 
mر(D)=‎ 21 كوه‎ KE GE EF REKAR 
570 FF GU SCOT 
OW U gO G00 


قبل أن نترك هذا المثال. دعنا نحسب مصفوفة 0 بالنسبة لأساس آخر ل 
لاعلى .F‏ 
لنفرض أن : 


{ot‏ مواضيع في الجر 


u, > 1 1ح ولا,»د+ 1 > رنا,‎ +x? 1ح رنا,...,‎ +x 


من السهل التأكد من أن ...د هو أساس ل ۷ على ۴. ما هى مصفوفة 0 بالنسبة 
لهذا الأساس؟ 


لما كان: 
u,D=1D=0=0u, +Ou+... +01‏ 
uD=(1+x)D=1=1u, +O0u,+...+Ou,‏ 


u4D=(1+x)D=2x=2(u,-u,)=-2u, + 2 +ونا0+‎ ... +Our 


u,D=(1 +x"!)D=(n-1)x"™?= (n-1)(u,-u,) 
=—(n-1)u, +Ou,+ ... +Oun_2+ )8-1 ينا(‎ FOU, 


فإن مصفوفة ‏ بالنسبة لهذا الأساس. أي (2)ر” هى 


1 OU 8 
m,(D)= f 2 2 0......0 0 
TEN 80 

E 0 


-(n-1)0 (1حم)....0‎ 0 


من هذا المثال نرى أن مصفوفات 0ء بالنسبة للأساسات الثلاثة المستخدمة تعتمد 
تماما على الأساس . وعلى الرغم من اختلاف هذه الأساسات» فإن المصفوفات المختلفة 
تمثل نفس التحويل الخطي (1 كا أننا نستطيع تكوين 8 من أية واحدة منها متى ما عرفنا 
الأساس المستخدم في تعيينها. وعلى الرغم من اختلاف هذه المصفوفات فإننا نتوقع 
وجود علاقة ما بين المصفوفات (0)," و (2)ر" و (2:)1<: وسنعين هذه العلاقة تماما فيما 
بعد. 


التحويلات الخطية {oo‏ 


ولا كان الأساس المستخدم في كل مرة هو في متناول أيديناء فإنه إذا كان لدينا 
تحويل خخطي ۲ (والذي تعريفه. بالطبع لا يعتمد على أساس لفضاء المتجهات) فإن 
من الطبيعي » بالنسبة لنا» أن نبحث عن أساس يجعل مصفوفة 7 تأخذ شكلا جميلا . 
فعلى سبيل المثال. إذا كان ۲ تحويلاً خطيًا على ۷ الذي بعده على ۴ هو« وإذا كانت 


جذور 7 المميزة المختلفة في هي ...۸ فإنه من نتيجة ۲ التابعة لمبرهنة (7-17-5) 
نستطيع إيجاد أساس ,....,,7 ل ۷ على ۴ بحيث يكون 7/7-30. وبالتالي فإنه بالنسبة 


هذا الأساس ستأخذ مصفوفة 7 شكلا أبسط هو: 


OO raz Û‏ ب 
0 .... 0 يذ 0 لم m(T)=‏ 


0 10 O و‎ 8 


n 


لقد رأيناء أنه متى ما تم اختيار أساس ل ۷ فإنه يمكن أن نربط مصفوفة لكل تحويل 
خطي» والعكس صحيح . أي إذا اخترنا الأساس ۾۷,..., ۷ل ۷ على ۴ وإذا كانت لدينا 
المصفوفة 


فإنة يتشا عنها تحويل خطي 1 معرف على ۷ بالقاعدة: ار -1,. لاحظ أن 
مصفوفة التحويل الخطي المكونة انفا بالنسبة للأساس م٠...,۷هي‏ ماما تلك المصفوفة 
التي بدأنا بها. وهكذا نجد أن أي صفيف مربع يمكن أن يقوم مقام مصفوفة تحويل 
خحطي ما بالنسبة للأساس ٠.۷‏ ر۷. 


45 مواضيع في الجبر 


إن العبارات الآتية: الصف الأول» الصف الثاني. . . . الخ للمصفوفة. 
وكذلك العبارات : العمود الأول والعمود الثاني» . . . الخ في المصفوفة واضحة . 


سنشير إلى العنصر .»في الصف رقم 1 والعمود رقم [ بأنه ذلك العنصر في الموضع (1,3) 
من المصفوفة . 


إن كتابة المصفوفة بالشكل الوارد سابقا ليس مريحاء ولذلك سنكتب 
المصفوفة دائم| على الصيغة (:») على أن العنصر في الموضع (ز,1) من المصفوفة هو زه. 

لنفرض أن ۷ فضاء متجهات بعده على هو « وأن ۾۷,...,۷ هو أساس ۷ 
على ۴ والذي سيبقى بدون تغيير في المناقشة التالية. لنفرض أن 7 و 5 هما تحويلان 
خطيان ل ۷ على ۴ مصفوفتاهما (:»)-(0)1د و (نى)-(5) على الترتيب بالنسبة للأساس 
المعطى . إن هدفنا هو تحويل البنية الجبرية ل (4)۷ إلى مجموعة المصفوفات التي 


عناصرها ف .F‏ 
أولا وقبل كل شیء» يكون 5-7 إذا وفقط إذا كان 05-17 لأي ۷٤۷‏ ومن ثم 
فإن 5-7 إذا وفقط إذا كان '5-71:+ لأي متجهات ,“«,...,,تكون أساسا ل /اعلى 5. 


بعبارة أخر ی 5-71 إذا وفقط إذا كان .ره لكل ذولكل ز. 
إذا کان (نه)-(5)5 و (ن>)-(5)1 فهل من الممكن تعيين (5)5+7 ؟ بها أن 
(o;j)‏ >-(72)5 فإن زلا >5" وبالمثل ۷۳27۷ وبناء عليه فإن 


زلا( Tij - (0j+‏ تراط >1 1ح 5لا (SFT‏ 


ولكن استنادا إلى تعريف مصفوفة التحويل الخطي بالنسبة لأساس معطى يكون 
(ن3) >-(53)5+1 » حيث + »=۸ لكل ذ ولكل ز. وبطريقة مماثلة نثبت أنه إذا كان 
7617 فإن (نس) -(005 » حيث زولا رنرء لكل ذولكل [. 


التحويلات الخطية {oV‏ 


إن الحساب الأكثر تعقيداً هو حساب (5)57 . 
الآن 
v;(ST)=(v;S)T=(Eov)T=Zo;,(v,T)‏ 
و لكن 3 
vT = ZT)‏ 
بالتعويض في الصيغة الواردة أعلاه نحصل على : 
2F Tj);‏ - ران )مره -(51), 


(أثبت ذلك) . ولذلك فإن 8۲(=۸) حیٹ كيه دنه لكل ذولكل ز. 


من أول نظرة يبدو أن حساب مصفوفة حاصل ضرب تحويلين خطيين بالنسبة 
لأساس ما معقد. ومع ذلك نلاحظ أن العنصر في الموضع ([,1) في (0)57: يمكن 
الحصول عليه كا يلي. اعتبر صفوف 5 على أنها متجهات وكذلك أعمدة ۲. عندئذ 
يكون العنصر في الموضع (ز,ة) من المصفوفة (0)57: هو حاصل الضرب الداخلي للصف 
رقم ذفي 5 بالعمود رقم زفي 1. 


ولنوضح هذا بالمثال الآتي. لنفرض أن 
4 . )-(م وآ / عم 

عندئذ يكون حاصل الضرب الداخلي للصف الأول من 5 بالعمود الأول من 7 هو 
3-(2()2)+(1-)(1) لذلك فإن العنصر في الموضع (1,1) من المصفوفة (2)51 هو 3. 
كيا أن حاصل الضرب الداخلي للصف الأول من 5 بالعمود الثاني من 17 هو 
2()3(=6)+(1()0) و بالتالي فإن العنصر ف ا موضع (1,2) من المصفوفة (1؟) هو 6. 
أيضا إن حاصل الضرب الداخلي للصف الثاني من 5 بالعمود الأول من 7 هو 
5-(4()2)+(1-)(3) وعليه فإن العنصر في الموضع (2,1) من المصفوفة (0)51 هو 5. 
وأخيرا فإن حاصل الضرب الداخلي للصف الثاني من 5 بالعمود الثاني من 7 هو 
2-(4()3)+(3()0) وعليه فإن العنصر في الموضع (2,2) من المصفوفة (51) هو 12. 


40۸ مواضيع في الجبر 
وهكذا فإن: 
ص 
إن ال هدف من المناقشة السابقة هو تهيئة الطريق للإنشاءات التي نحن على وشك 
البدءهاً. 
لیکن ۴ حقلا. إن المصفوفة من النوع ۸×۸ على ۴ هي الصفيف ((3063) المربع 


من العناصر في ۴ » أي 


لني ال rı‏ 


nı n2 ٠١ an 
: (والتي سنكتبها على الشكل (ره)). لتكن‎ 

F,={(aj)laj €F} 
سنقدم في ,۴ فكرة التساوي بين عناصرهاء الجمع » والضرب بعناصر من ۴ وكذلك‎ 
۲٤ ۸)۷( الضرب بحيث نجعل منہا جرا على ۴ . کا سنستخدم خواص (7)1 حیٹ‎ 


ا( نعرف (و8) -(ريه) وذلك لأية مصفوفتين وكا Fr‏ إذا وفقط إذا کان > “ij‏ 
لكل نوز 


۲) نعرف (۸) =(ږ8)+(ږه) » حيث 8+ »=۸ لكل أول. 
*) نعرف» من أجل ۲6۴ ۰ (ا)=(;٦)‏ ۰ حيث =٦‏ لكل او [. 
)٤‏ نعرف (ز۷)=(ر8)(ږ») حيث v=‏ لكل أول. 

ليكن ۷ فضاء متجهات بعده ٣‏ على ۴ وليكن ۷...۷ هو أساس 7 على .F‏ 
إن المصفوفة (2)1 بالنسبة للأساس ,#,...,” تربط (۲۲۸)۷ بعنصر (0)1 في ,5. 
إننا ندعي أن التطبيق من (۸)۷ إلى ,5 الذي يطبق 7 على (0)1: هو تماثل جبري من 
(۸)۷ على ۴. ووفقا لهذا التهاثل يكون ,۴ جرا تجميعيًا على ۴ (ويمكن التحقق من ذلك 
مباشرة) . نطلق على ,تآاجبر جميع المصفوفات من النوع ۸×۸ على ۴. 


التحويلات الخطية £0۹ 


إن كل أساس ل ۷ يزودنا بتهاثل جبري من (4)۷ على ,5. هذا ومن الممكن 
البرهان على أن كل تمائل جبري من (۸)۷ على ,۴يمكن الحصول عليه مهذه الطريقة . 


وعلى ضوء الطبيعية الخاصة لكل تمائل بين (۸)۷ و ,7 . فإننا سنطابق أحيانا 
التحويل الخطي بمصفوفته وذلك بالنسبة لأساس ماء کا سنطابق بين (۸)۷ و ,5. في 
ا لحقيقة» يمكن اعتبار ,اعلى أنه (۸)۷ الذي يؤثر على فضاء المنتجهات 7-7529 المكون 
من جميع النونيات المرتبة على ۴ » حيث تؤثر م65(::) على الأساس المكون من 
(0,0,...,0,1) ولا ,..- ,(0,ى...,0,1,0) ختيل؟ ,)1,0,..,0(= ربو 
بالقاعدة : (»):7 = الصف رقم في (رنه). 


نلخص ما ورد سابقا بالمبرهنة التالية : 


مبرهنة (1-7-5) 

إن جموعة جميع ا مصفوفات من النوع 2 تشكل جرا على ۴ یرمز له بالرمز ,۴. 
وإذا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ بعده 7 فإن (۸)۷ و ,۴ متائلان باعتبا ر کل منہا جر 
على . وإذا كان ب“,.., ۷ اساسا ل ۷ على اوكانت (1)1: هي مصفوفة (/16411 بالنسبة 
للأساس ,7,.... 7 فإن التطبيق (7+7)1 هو تماثل جبري من (۸)۷ على ر5. 


إن العنصر الصفري في ,بالنسبة لعملية الجمع هو المصفوفة الصفرية وهي التي 
جميع عناصرها أصفار وغالبا ما سنكتبها على الشكل 0. إن مصفوفة الوحدة» التي هي 
عنصر الوحدة في ,5 بالنسبة للضرب هي المصفوفة التي عناصرها القطرية 1 وأصفار في 
سوى ذلك وسنكتبها على الشكل 1 أو ,1(وذلك عندما نريد التأكيد على سعتها) أوحتى 
على الشكل 1. وإذا كان 67» فإن المصفوفة 


"8 


(الفراغات ال خالية تدل على أنها عناصر صفرية) تدعى بالمصفوفة القياسية 


15 مواضيع في الجر 


(#تنقد عقلهمة) بالنظر إلى التماثل بين (4)۷ و ۴ فإن من الواضح أن ل T€A(۷(‏ 
معكوس إذا وفقط إذا كان للمصفوفة (1) معكوس في ,5. 

إذا کان لدينا تحويل خطى واخترنا الأساسين ولا,..., لاو ۷...۷ ل ۷ على ۴ 
فإنه ينشأ عن كل أساس وة ها (521 و (5:)1: وهما مصفوفتا 1 بالنسبة للأساسين 
المذكورين على الترتيب . ما هي العلاقة بين (5:)1 و (02)1: وذلك باعتبارهما مصفوفتين 
أو باعتبارهما عنصرين من جبر المصفوفات ,۴؟ 


مبرهنة (17-7-5) 

إذا كان ۷ فضاء متجهات بعده على ۴ هو 7 وكانت مصفوفة ٤۸)۷(‏ بالنسبة 
للأساس و3....و ال ۷ على ۴ هي (1),:: ومصفوفته بالنسبة للأساس ,/1,..., :ل ۷ 
على ۴ هي (1)ر" فإنه يوجد عنصر ٥٤۴,‏ بحيث يكون -0:7,)1(6-(71:)1. وفي 
ا کان واک ا عل #ااسعرفًا/بالقاعدة دقو 2 يكن 
احتیار © لتكون (8),”. 


البرهان 

لنفرض أن (,»)=(۳)," و (رة)-(1)يسدء عندئل زازوميق = ۷۲۳ ز8۷ 2 = ۷۳ 
لنفرض أن 5 هو التحويل الخطى على ۷ المعرف بالقاعدة Saw,‏ کان و 
...ل أساسين ل ۷ على اونا كان 5 يطبق ۷ على نفسه» فإنه وفقا لميرهنة )4-١-5(‏ 
يوجد معكوس ل 5 في (۸)۷. 


الآن ;۷ر28٢«‏ وحيث إن 5« - :« ٠‏ فإنه بالتعويض عن ٢إ«‏ نحصل على 
(كر؟)ر5(1-8,»). ولکن» عندئذ 


v(ST=Z(B;jv;)S 
وحيث إنه يوجد معکوس ل 5 فإنه يمكن تبسيط هذا إلى زكرو -(515),. واستنادا‎ 
إلى تعريف مصفوفة التحويل الخطي بالنسبة لأساس مفروض يكون‎ 
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)T(رm,(STS")=(6;)=m‏ 
ومع ذلك فإن التطبيق (1) ٣¬‏ هو تمائل من (۸)۷ على ,5. ولذلك فإن 
m,(S)m,(T)m,(S)=m,(S)m,(T)m,(S)"‏ د( -515) رس 
وبضم هذه المعلومات مع بعضها نحصل على 
")T)=m,(S)m,(T)m,(S(رm‏ 

وهذا هو تماما ما تدعيه الميرهنة . 

نوضح المبرهنة الأخيرة بمثال وهو مصفوفة التحويل 2 الذي سبق وإن درسناه 
وذلك بالنسبة للأسس المختلفة . لاختصار الحسابات سنفرض أن ۷ هو فضاء كثيرات 
الحدود على ۴ من الدرجة الثالثة أو أقل . وأن 2 هو مؤثر التفاضل المعرف بالقاعدة 

=a, +20,x +303‏ «آ(ثعريه + ax?‏ +نزره جوه) 
وکا رأيناء سابقا» فإن مصفوفة 1 بالنسبة للأساس "عر اد ودرا 1 در 


هي : 
0 0 0 0 
0 0 0 1 
0 0 2 م mٍ(D)=Û‏ 
0 3 :0 0 
كما أن مصفوفة 1 بالنسبة للأساس ×+1=يں ,×+1=رںu‏ ,+ 1= ,1= ,اهي : 
0 0 0 0 
0 0 0 1 
0 0 2 م m(P)=|‏ 
0 3 0 3 


ليكن 8 هو التحويل الخطى المعرف بالقاعدة: 
10+ لاع + 1 حرا > ورلا ,),S=w,(=vإv‏ 
ولاج لاح +x‏ 1ح روات كيلا ,+ =v‏ تر 1د وادوور 
عندئذ تكون مصفوفة 5 بالنسبة للأساس "ار ولارولا,ر/اهى : 

1 0 0 0 
1 1 O0 0 
oF به‎ o Û 
1 10: 0: 1 
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وبحساب بسيط يتضح لنا أن 


© ~m © e 
هه نه و سم‎ 


وعندئذ: 


© © © ه© 
1 
7 

© © ~m ه‎ 


=mر(D)‎ 


دہ © 5 بي 
© © © © 


C= 


1 
7 
هه ~= © © 


Cm,(D)C"= 


هه تهت هه د 


ابم 
© © 13 © 


إن المبرهنة تؤكد على أن معرفة مصفوفة التحويل الخطي بالنسبة لأي أساس 
تسمح لنا بحسابها لأي أساس آخر ما دمنا نعرف التحويل الخطي (أو المصفوفة) الذي 


يغير الأساس . 


إننا لم نجب بعد على السؤال: إذا كان لدينا تحويل خطي فكيف يمكن حساب 
جذوره المميزة؟ إن هذا سيأتي فيا بعد. وسنرى أنه بمعرفة مصفوفة التحويل الخطي 
كيف يمكن تكوين كثيرة حدود جذورها هي بالضبط الجذور المميزة للتحويل الخطي . 


مسائل 
١‏ احسب حاصل ضرب المصفوفات الآتية : 


1 0 1 
2 [: 2( 
اھ کے اك 


1 8 
(5 
3 4 5 
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ules : 


برإين | دن | دں 
س| دن ت|ین | دن 


5 
١ 
م‎ 


al 6 


۲ محقق من جميع الحسابات الواردة في المثال ا موضح لمرهنة (7-7”5) . 
۳- برهن باستخدام تعريف الجمع والضرب في ,۴ أن 
A(B+C)=AB+AC (|‏ 
ب( (AB)C=A(BC)‏ 
حيث A,8,C٥€F,‏ 
٤‏ - أثبت أنه لأي عنصرين ۸,8٤۴‏ تكون 48-84(2) مصفوفة قياسية . 
ه) ليكن ۷ هو فضاء كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة أو أقل على ۴ ولنعرف 7 كما 
يل : 
(x+1)+a(x+1)?+ag(x+1)°‏ بو جره -1(تيري» + تيه +ع رو جيه) 
احسب مصفوفة 7 بالنسبة لكل من الأساسين: 
ا( 1,x,x2,x‏ 
ب) 1,1+x,1+x,1+×‏ 
ج) إذا كانت المصفوفة في الفقرة (ا) هي ۸ وني الفقرة (ب) هي 8 فأوجد 
مصفوفة © بحيث يكون 463م8-0. 
5- إذا كان 8-857 وكانت: 
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2 5 1 
[ 2 86 
3 1 0 
هي مصفوفة (/768)7 بالنسبة للأساس 
v= )0,0,1(‏ ,(0,1,0) عيذ ,(1,0,0) عر 
فأوجد مصفوفة 7 بالنسبة لكل من الأساسين 
)0 (0,0,1(=وu‏ , (0,1,1)حين , (1,1,1)حبن 


(ب) (1,2,1)حيس , (1,2,0)حين , u,=)1,1,0(‏ 
۷- برهن على أنه إذا كانت 


0 
»| 1 
6 
(حيث مميز 1ع2#) فإن 
A?-6A?+114-6=0 (|)‏ 
(ب) يوجد مصفوفة ر۴٤٥‏ بحيث يكون 
0 0 1 
0 2 0 ]داعم 
3 0 0 


۸ - أثبت أنه من غير الممكن إيجاد مصفوفة ٥٤۴‏ بحيث يكون 


c(0 1)) ( 


وذلك لاي .a,B€F‏ 

4 - يقال إن المصفوفة ۴ 4هي مصفوفة قطر ية (21380881) إذا كانت جميع عناصرها 
الواقعة خارج القطر الرئيس أصفارًاء أي أنه إذا كانت (ر»)=۸ فإن 0=إ» عندما 
ز#. فإذا كانت 4 مصفوفة قطرية وكانت العناصر في القطر الرئيس محتلفة . فأوجد 
جميع المصفوفات ,865 التي تتبادل مع 4 . أي جميع المصفوفات 8 بحيث يكون 


.AB=BA 
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١‏ - باستخدام نتيجة المسألة (9). برهن على أن المصفوفات التي تتبادل مع جميع 
المصفوفات في ,5 هي فقط المصفوفات القياسية . 
كت لتكن ,6ه ۰ حيث 


0000.0 
حيث جميع عناصر 4 أصفار عدا القطر فوق الرئيس الذي عناصره هي 1. أثبت 
أن ۸"=0 ولكن ۸"0 
7*- إذا كانت ۸ كها في مسألة )١١(‏ . فأوجد جميع المصفوفات في ,۴ التي تتبادل مع 
4 ثم أثبت أن هذه المصفوفات يجب أن تأخذ الصيغة 
y+, A+, +... +,‏ » حيث 6F‏ ز0,...روه 
۴۳ - لتكن ر۴ ۸€ و (84- ۴|۸8 € 8) -(ه)0. ولتکن : 
( لكل × في C(C(A))={G€F|GX=XG , C(4)‏ 
أثبت أنه إذا كانت ((4)©)©» 6 فإن 6 تأخذ الصيغة ۸,» +مه حيث €۴ »,ره 
4 - حل المسألة )١7(‏ وذلك في حالة کون ر۸۴۴ » مثبتا أنه إذا كانت ((8)©)©» 6 
فإن 6 تأخذ الصيغة تهيه+هره+مه. 
6- لنعرف المصفوفات ;۴ في ,كما يل : ز۴ هي المصفوفات التي عنصرها الوحيد 
غير الصفري في الموضع (ز) هو 1. أثبت أن: 
(1) ز۴ تشکل اساسا ل ,اعلى ۴. 
)ب( 0= gj*k « EE,‏ ;E=رEjE‏ 
(ج) يوجد مصفوفة © بحيث يكون 807-1© » حيث ا¡ » ز عددان 
مفروضان . 
(د) إذا كان زا فإنه يوجد مصفوفة © بحيث يكون ير1-1 6180© 
(ه) أوجد جميع المصفوفات ,8615 التي تتبادل مع يرظ. 
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(و) أوجد جميع المصفوفات 6 8 التي تتبادل مع ۴۔ 

5 - لیکن ۴هو حقل الأعداد الحقيقية و© هو حقل الأعداد المركبة ولنفرض أن ©6» 
وأن ©+2:ى, 7 معرف بالقاعدة ©:-ى1: لكل .×٤٤‏ باستخدام الأساس 1,1. 
أوجد مصفوفة التحويل الخطي .1 ثم أوجد صورة ممائلة للأعداد المركبة على 
هيئة مصفوفات من النوع 2×2 على حقل الأعداد الحقيقية . 

١7‏ - لتكن © هي حلقة قسمة الرباعيات على حقل الأعداد الحقيقية. باستخدام 
الأساس 1,1,٤‏ ل © على ۴. أوجد (كما في المسألة (17)) صورة ممائلة ل © على 
هيئة مصفوفات من النوع 4×4 على حقل الأعداد الحقيقية. 

۸ استخدم نتيجتي المسألتين »)1١(‏ (17) لإيجاد صورة ممائلة ل © على هيئة 
مصفوفات من النوع 2×2 على حقل الأعداد المركبة . 

6 لتكن 1/ هي مجموعة المصفوفات من النوع كاه والتي عناصرها 0 أو 1 بحيث 

يوجد 1 فقط في كل صف وكل عمود (مثل هذه المصفوفات تدعى المصفوفات 
التبديلية (permutation matrix‏ 
)١(‏ إذا كانت 146/14 فصف 8314 بدلالة صفوف وأعمدة ۸. 
(ب) إذا كانت 3646/14 فصف 14 بدلالة صفوف وأعمدة ۸. 
٠‏ - لتكن 14 كما في المسألة (19). أثبت أن: 
)١(‏ 24 تحتوي على عناصر عددها !ه 
(ب) إذا كانت 316/14 فإنه يوجد ل × معكوس في 141 . 
(ج) أوجد صيغة صريحة للمعكوس في 1 . 
(د) 414 زمرة مع عملية ضرب المصفوفات . 
(ه) 11 تماثل» باعتبارها زمرة» ,5 زمرة التناظر من الدرجة ه. 

١‏ لتكن (به)-ه بحيث أنه لكل یکون 1=. أثبت أن 1 جذر مميز ل 4 (أي 
أن 1-۸ لا يوجد لها معكوس) . 

۲ - لتكن 4=)٥;(‏ بحيث أنه لكل زيكون .Za,=1‏ أثبت أن 1 جذر مميز ل 

۴۳ أوجد الشروط اللازمة والكافية على 8,لا,8,© لكي يكون للمصفوفة 0 5 
معكوس وعندما يوجد لها معكوس فاكتب ۸ صريحة . 
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٤‏ - إذا كانت ,865 بحيث أن 52-80. فأثبت أنه يوجد مصفوفة ٥٤۴,‏ بحيث 


يكون: 


ملعن 


بحيث أن المصفوفة في الزاوية العليا اليسرى هي مصفوفة الوحدة من 
النوع ۲×۲» حيث :هي رتبة 5. ١‏ 

6 - إذا كان ۴هو حقل الأعداد الحقيقية . فأثبت أنه من غير الممكن إيجاد مصفوفتين 
A,B 61‏ بحيث يكون 88-848-1 

5 - إذا كان مميز 2=۴. فأثبت أنه من غير الممكن في ر۴ إيجاد مصفوفتين ر۸,8€۴ 
بحيث يكون 48-84-1. 

۷ - يقال إن المصفوفة ۸ هي مصفوفة مثلثة إذا كانت جميع عناصرها فوق القطر 
الرئيس أصفارًا (كا تكون» أيضاء مثلثة فيم لو كانت جميع عناصرها تحت القطر 


الرئيس أصفارًا) . 
(ا) إذا كانت 4 مثلثة وكانت جميع العناصر في القطر الرئيس لا تساوي أصفارًا 
فأثبت أنه يوجد ل ۸ معكوس . 
(ب) إذا كانت مثلثة وكان أحد العناصر في القطر الرئيس صفرًا فأثبت أن ۸ 
شافة. 

۸ _ إذا كانت ه مثلثة . فأثبت أن جذورها المميزة هي بالضبط تلك العناصر الواقعة 
في القطر الرئيس . 

۹ ۔ إذا كانت 0-“بم حيث ٤۴,‏ فأثبت أنه يوجد معكوس ل 1+۸ ثم أوجده على 
هيئة كثيرة حدود في 21. 


۰ ۔ إذا كانت ۸٤۴,‏ مثلثة وكانت جميع العناصر في القطر الرئيس أصفارًا . فأثبت أن 
A"=0‏ 
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١‏ إذا كانت ۸٤۴,‏ مثلثة وكانت جميع العناصر في القطر الرئيس تساوي » حيث 
"اع وعد0 فأوجد "7 .A‏ 

۲- لیکن 7 و 58 تحويلين خطيين على ۷ بحيث أن مصفوفة 5 بالنسبة لأساس ما 
تساوي مصفوفة 7 بالنسبة لأساس آخر. أثبت أنه يوجد تحويل خطى ه على ۷ 
بحيث يكون 5487م -1. 1 


(1-5) الصيغ القانونية : الصيغة المثلثة 
ليكن ۷ فضاء متجهات بعده ١‏ على الحقل ۴. 


تعریف 
يقال إن التحويلين ال خطيين 8,۲٤۸)۷(‏ متشاہان إذا وجد عنصر ٥٤۸)۷(‏ له 
معكوس بحيث يكون 7 1-050. 


يمكن ترجمة هذا التعريف إلى المصفوفات وذلك بالنظر إلى نتائج البند 
(5-"). وفي الحقيقة» لما كان مايؤثر تماما مثل (۸)۷ على ۴۳ فإن التعريف الوارد آنفا 
يعرف تشابه المصفوفات وعليه فإن ,۸,86۴ متشابهتان إذا وجد مصفوفة ٥٤۴,‏ لما 
معكوس بحيث يكون 8-04602. 


إن علاقة التشابه المعرفة آنفا على (۸)۷ هي علاقة تكافق كا يدعى فصل 
التكافؤ بفصل التشابه. إذا كان لدينا تحويلان خطيان فكيف نقرر ما إذا كانا 
متشابهين؟ بالطبع » علينا أن نفحص فصل التشابه لأحدهما لنرى ما إذا كان الآخر 
ينتمي إليه . ولكن هذا الاجراء ليس عمليا وبدلا من ذلك نحاول إيجاد علامة معيّنة 
لكل فصل تشابه وطريقة للانتقال من أي عنصر في هذا الفصل إلى هذه العلامة . كا 
سنثبت وجود تحويلات خطية في كل فصل تشابه التي تأخذ مصفوفاتها شكلا مقبولاً 
وذلك بالنسبة لأساس معين. سيطلق على مثل هذه المصفوفات الصيغ القانونية . وعلى 
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هذا لكي نقرر ما إذا كان تحويلان خطيان متشابهين يجب علينا أن نحسب الصيغة 
القانونية لكل من ونتأكد من أنهه| متساويتان . 


إنه يوجد عدد من الصيغ القانونية الممكنة وسندرس ثلانًا منها وذلك في هذا البند 
والبنود الثلاثة اللاحقة هذه الصيغ هي الصيغ المثلثية» صيغة جوردان والصيغة 
القانونية النسبية. 
تعريف 

يقال إن الفضاء ال جزئي ۷ من ۷ غير متغير تحت تأثير (764)17 إذا كان 
.WICW‏ 


تمهيدية )١-4-5(‏ 
إذا كان ۷C۷‏ غير متغير تحت تأثير 1 فإن ۲ يحدث تحويلا خطيا 7 على ۷/۷ 
معرفا بالقاعدة 
(v+W)T=vT+W‏ 
وإذا كان 17 يحقق كثيرة ا حدود [:5 7 ٤‏ (×) ۾ فإن 7 كذلك . وإذا كانت (:),م هي 
كثيرة ا لحد ود الدنيا ل ۲ على وكانت (:) م ه يكثيرة ا حدود الدنياال7 فإن زعام الدارم . 


البرهان 

ليكن 7=۷/۷. إن عناصر 7 , بالطبع» هي المجموعات المشاركة 1+ ل ۷ 
في ۷. لنفرض أن 7-0+178/67. ولنعرف 75-01+78. إن التحقق من أن 
7 تحويل خطي على ۷ هو أمر بسيط متى ما أئبتنا أن 7 حسن التعريف على 
7. لهذا سنحصر اهتامنا لبرهان هذا الأمر. 


لنفرض أن ۷٤ر۷۷‏ وأن ۷+ر۷=۷+,7=۷. وجب أن نشبت أن 
=v + W‏ + ۲إ .v‏ ا كان ۷+ =v,‏ ۷+ رہ لذا فإن ۷-۷٤ W۷‏ وحيث إن ۷ غير متغير 
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تحت تأثير 7 . لذلك نجد أن 60 1(وس") ومن ثم فإن 727618 ۷ الأمر الذي ينتج 
عنه أن ۲+۷ ۷= ۷٢۲+۷‏ کا هو مطلوب . ومن هنا نعلم أن 7 يعرف تحويلا خطيا على 
/7//-ملا.. إذا كان ۷ .ı7=v+ W€‏ فإن 
W= (VT)T+W=(VT+W) T=((v+W)T)T=v(T)?‏ + 12د (7)12.. 

أي أن ”(1۶(=)1). وبالمثشل نجد أن *۳(=)۳) لأي 0<ءا. وبالتالي فإنه لأي كثيرة 
حدود ٩)×(٤۴]×[‏ يكون (0)5-(401 ولا كان © هو التحويل الصفري على ¥ لذا فإنه 
لأي كثيرة حدود []0(65)و مع کون 0-(0)1 نجد أن .0=٩)۲(=٩)1(‏ 

لنفرض الآن أن («)رم هي كثيرة الحدود الدنيا على ۴ الذي يحققه ۲. إذا كان 
0-(5)و حيث ٩)۸(٤۴]×[‏ فإن (009)0,م. فإذا كانت (×)م هي كثيرة الحدود الدنيا ل 1 
على ۴ فإن 0-(1)م ومن ثم فإن 1(=0)م وبالتالي فإن (00م|(*)رم. 


لقد رأينا في مبرهنة (7-5-؟) أن جميع الجذور المميزة ل 7 التي تقع في ۴ هي 
جذور لكثيرة الحدود الدنيا ل 7 على ۴ .نقول: اجن اجاور انق د 
إذا كانت جميع جذو ر كثيرة ا حدود الدنيا ل 1 على ۴ تقع في ۴ : 


لقد عرفنا في مسألة (۲۷) في نهاية البند السابق المصفوفة المثلثة بأنها تلك 


داكن 


22۷2 + لا رج0 -1 يلا 


ijj‏ ل كن 


nnn‏ --. + ولاورا0 + لانم - 1لا 
أي إذا كان ۷۳ تركيبا خطيا ل ر« والمتجهات السابقة له في الأساس فقط . 
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ميرهنة )١-4-5(‏ 
إذا كانت جذور (/164)1 تقع في ۴ فإنه يوجد أساس ل ۷ بحيث تكون مصفوفة 
1 مثلثة . 


الرهان 
باستخدام الاستقراء الر ياضي على ۷ «نل. إذا كان 1= ۷نل فإن كل عنصر 
في (۸)۷ هو عنصر قياسي ومن ثم فالمبرهنة صحيحة في هذه الحالة . 
لنفرض أن المبرهنة صحيحة لجميع فضاءات المتجهات على التي أبعادها هي 
0-1 وليكن بعد ۷ على ۴ هو 0. إن جميع الجذور المميزة للتحويل الخطي 1ل 8 تقع في 
۴. لیکن ۸,٤۴‏ جذرًا مميزا ل 7 » عندئذ يوجد متجه غير صفري ۷,٤۷‏ بحيث 
يكون ٢۸۷,‏ ۷. لیکن (0|461») .W=‏ إن ۷ فضاء جزئي من ۷ بعده يساوي 1 کا 
أنه غير متغير تحت تأثير 7. لیکن ۷7=۷/۷. » عندئذ وفقا انیت (1-۲-٤(‏ 
dimV=dimV-dimW=n-1‏ 
ومن تمهيدية )١1-4-5(‏ نجد أن ۲ يحدث تحويلا خطيا على ۷ الذي كثيرة حدوده الدنيا 
على ۴ تقسم كثيرة الحدود الدنيا ل 7 على ۴. وهكذا فإن جميع جذور كثيرة الحدود 
الدنيا ل 7 والتي هي جذور لكثيرة الحدود الدنيا ل 7 يجب أن تقع في . إن 
التحويل الخطى 1 بتأثيره على ۷ يحقق فرضية المبرهنة » ولا كان بعد ۷ على ۴ يساوي 
1-دء لذا E.‏ الاستقراء يوجد أساس ,¥,...,¥,ر7. ل ۷ على ۴ بحيث يكون 
..V T=‏ 


..V 3T - لاير0‎ +333 


..VT=apgV2 + ولاو‎ +... Fa; 


an3¥3 1... +Aann‏ ل+ولاوما > آولا.. 


فق مواضيع في احبر 


تكن ۷...۷ هي العناصر من ۷ التي تَصَّوّر إلى م7....وة. على الترتيب. عندئذ 
فإن 52700 افا ل ۷ (انظر مسألة " في نهاية هذا البند). 
وبا أن ررر = 5 ر7. لذا فإن 0دركريم 5ي#. وبالتالي فإن الا6راريم-1ر؟ وهكذا 
فإن ريه :1ر؟ مضاعف ل .أي أن ۷ ۷٣آ‏ مما ينتج عنه أن 
22۷2+ ,۷= ٣ر۷‏ وبا لغشل فإن: EW‏ ...۷1-۷ ومن ثم فإِن: 
| ...2+ ولارنه 10,1 إن الأساس ...ل ۷ على ۴ يزودنا بأساس 
يكون فيه ۳« تركيبًا خطيًا ل ٠,‏ وسوابقه وبالتالي فإن مصفوفة 7 بالنسبة لهذا 

الأساس مثلثة مما ينهي الاستقراء ومن ثم ينتهي البرهان . 


الآن نود صياغة المبرهنة )١-4-5(‏ في حالة المصفوفات . لنفرض الآن أن جميع 
الجذور المميزة للمصفوفة ,65 تقع في ۴. إن ۸ تعرف تحويلاً خطيًا 7 على ۴۳ الذي 
مصفوفته بالنسبة للأساس 

(0,...,0,1) عرلا و-.. و(0,1,0,..,0) يلا و(1,0,...0)-؟ 

هي ه تماما. إن الجذور المميزة ل 7 التي تساوي الجذور المميزة ل ۸ جميعها تقع في ۴ 
> ومن ثم فإنه وفقا لمبرهنة )١-4-5(‏ يؤجد أساس ل ۴۳ بحيث تكون مصفوفة 1 مثلثة . 
ورغم ذلك واستنادًا إلى مبرهنة (5-"7-1) فإن تغيير الأساس هذا بدوره يغير مصفوفة 1 
> أي 4 ء بالنسبة للأساس الأول إلى “08 » حيث ,65©. وهكذا نحصل على 
صيغة بديلة لمبرهنة )١1-4-5(‏ كا يلي : 


صيغة بديلة لمبرهنة )١-4-5(‏ 
إذا كانت جميع ا جذور ا مميزة للمصفوفة A۴۴,‏ تع في ۴ فإنه توجد مصفوفة 
C۴۴‏ بحيث تكون ' C۸٤٥‏ مصفوفة مثلثة . 


يمكن وصف مبرهنة (1-4-5) (في أي من صيغتيها) بالقول بأنه يمكن 
تحويل 7 (أو 4) إلى الصيغة المثلثة على 5. إذا نظرنا إلى المسألة (18) في نهاية البند 
(7-5)» فإننا نرى أنه بعد تحويل ۲ إلى الصيغة المثلثة أن العناصر في القطر الرئيس من 
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مصفوفته تلعب القاعدة المهمة الآتية وهى أن هذه العناصر هى بالفعل الجذور المميزة 
ل ۰ ١‏ 

ونختتم هذا البند بالمبرهنة الآنية : 
مبرهئة (17-4-5) 

إذا كان بعد ۷ على ۴ هو 7 » وإذا كانت جميع ا جذور ا مميزة ل (/764)1 تقع في 
۴ » فإن 7 يحقق كثيرة حدود درجتها : على 1. 


البرهان 
وفقا لمبرهنة )١-4-5(‏ نستطيع إيجاد أساس .7....,,ل ۷ على ۴ بحيث يكون 
الك 


+A 2۷2‏ إلارونه = 21م 


VT= ai VF... + j-1Vj-1 FV 


حیٹ 2,..., 121,2 
وبعبارة أخرى 
0 1)» 
رارج > (ي1-1)يل 
ارسي ...+ (TA) =v‏ 
حيث هر...,1-1,2, 


الآن ما هو العنصر (,1-۸)(ر ٣-۸‏ )رہ ؟ لما كان رلاريه-(ي1-3)ر؟ و 0=( ۷)۳4 » 
فإننا نحصل على 0-(-102()1)ر. ولا كان (ي1-2)(-1)-(12()1-1) فإن 
.vı(T-A)(T-A,)=v,(T-A,)(T-A,)=0‏ 

وبالاستمرار مهذا النوع من الحسابات نحصل على : 


{V4‏ مواضيع في الجبر 


vı (TA )(TA,)...(T-A,)=0 
0>-(ه )...حرجا‎ 


0-(ج)...( نل رجن 
وإذا كانت "=1 فإن المصفوفة : 

SAA.) 

تحقق العلاقة 
r S=0‏ S=...=vرvS=v‏ 

وعندئذ لما كانت 5 بني أساس ۷ لذلك فإنها يجب أن مني جميع ۷. وبالتالي فإن 5-0 
وبناء عليه فإن ۲ تحقق كثيرة الحدود [»:]3.,(65-»)...(يف-)( ۸×) من الدرجة « مثبتتين 
بلك الرهنة. 


ومن طبيعة الأمور» ولسوء الحظ» لا يشترط أن تقع جميع الجذور المميزة لأي 
تحويل خطي على فضاء متجهات على حقل ۴ في ذلك الحقل 5. إن هذا يعتمد تماما على 
الحقل ۴. وعلى سبيل المثال. إذا كان ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية فإن كثيرة الحدود الدنيا 
اة 
1 0 
3 


على ۴ هي 1-0+*: التي ليست لها جذور في ۴. وعلى ذلك فإنه ليس من حقنا أن نفترض 
أن الجذور المميزة تقع دائما في الحقل المفروض في السؤال. ومع ذلك. نسأل هل 
بإمكاننا تمديد الحقل ۴ إلى حقل جديد × بحيث أن × يحوي جميع الجذور المميزة 
للمصفوفة أو التحويل الخطي؟ 


سنناقش هذا في حالة المصفوفات. ويمكن عمل شىء مشابه تماما بالنسبة 
للتحويلات الخطية. إن ما نحتاجه هو الآتي: إذا كان لدينا فضاء متجهات ۷ بعده 
على حقل ‏ هو « وكان × امتدادًا ل ۴ فإننا نستطيع إدخال ۷ في فضاء متجهات 
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×۷ عل >1 كما أن بعده على × هوه. إن إحدى الطرق لإنجاز هذا هي أن نأخذ الأساس 
JEV Jv...‏ 5 ثم نعتبر »۷ على أنه مجموعة التركيبات الخطية ,لامه ...+ لا» 
حيث 0.61 معتيرين أن ,مستقلة خطيا على ×. إن هذا الاستعمال المكثف للأساس 
غير ضروري إذ يمكن عمل الشيء نفسه وذلك بإدخال مفهوم الضرب الممتد 
لفضاءات المتجهات بيد أننا لن نستعمله هنا. وبدلا من ذلك فإننا سنستعين 
بالمصفوفات (وهوء بالفعل» الشيء الذي اتبعناه آنفا باستخدام أساس ثابت ل ۷). 


لنعتبر الجبر ,5. إذا كان × هي أي امتداد ل ۴ فإن ,1,16 حيث × هو 
مجموعة المصفوفات من النوع 0ه على × وبالتالي فإن أية مصفوفة على ۴ يكن 
اعتبارها مصفوفة على × . فإذا كانت (*) م هي كثيرة الحدود الدنيا ل ,8 ٤‏ على ۴ 
وباعتبار 1 عنصرا من ,× فإن من الممكن أن يحقق 7 كثيرة حدود مختلفة (),م على 
×. وعندئذ فإن (×)م|(×) رم لأن («)مم يقسم جميع كثيرات الحدود على × (ومن ثم جميع 
كثيرات الحدود على ۴) التى يحققها 7. الآن نعين × » فاستنادا إلى مبرهنة (ه-7-7) 
يوجد TTT‏ × ل ۴ بحيث توجد فيه جميع جذور كثيرة الحدود 
الدنيا («)م ل 7 على ۴. باعتبار 7 عنصرًا من ,1 (ومن أجل × نفسه) هل توجد 
جميع جذور 7 المميزة في >1 ؟ والجواب على ذلك وباعتبار 7 عنصرًا من ,× فإن 
كثيرة الحدود الدنيا («)رم ل 7 على × تقسم (×)م وبالتالي فإن جميع جذور (×)م م 
هي جذور ل (0م ومن ثم فإنها تقع في ×. وبالتالي وباعتبار 1 عنصرًا من ,× فإن 
جميع جذوره المميزة تقع في >1. 


وهكذاء إذا كان ,7685 فإن بالرجوع إلى حقل الانشطار × لكثيرة الحدود الدنيا 
يمكن التحقق من فرضيات ميرهنتي (1-4-5) و (1-5-5) ليس فقط على ۴ بل أيضا 
على >ا. ومن أجل ذلك» وعلى سبيل الالء فإنه يمكن تحويل 7 إلى الصيغة المثلثة 
على ؛ كما أنها تحقق كثيرة حدود درجتها « على × . أحياناء وعندما يحالفنا الحظ . 
فإن معرفة نتيجة صحيحة على × تجعلنا نستنتج أن تلك النتيجة صحيحة بالنسبة ل ۴ . 
ورغم ذلك فإن استتخدام × ليس هو العلاج الأمثل إذ أنه توجد حالات كثيرة تكون 


۷1 مواضيع في الجير 


فيها النتائج في × غير مفيدة في ۴. وهذا هو السبب في وجود نوعين من 
مبرهنات الصيغ القانونية: أحدهما هو الذي نفترض فيه أن جميع الجذور المميزة 
ل ۲ تقع في » والآخر هو ذلك الذي لا يحقق هذا الشرط . 


كلمة أخيرة. إذا كانت ,1615 فإننا نعني بالعبارة «الجذر المميز ل » العنصر ۸ 
في حقل الانشطار × لكثيرة الحدود الدنيا («)م ل على ۴ . بحيث لا يوجد ل 2-1( 
معكوس في ,۸ . وفي الحقيقة إن كل جذر لكثيرة الحدود الدنيا ل:1 على 5 هو جذر 
زل 15[الظر سا ة). 


مساقت 


.۸)۷( برهن على أن علاقة التشابه هى علاقة تكافؤ على‎ - ١ 

” - إذا كانت ,7615 وكان 5۴ .K‏ فأثبت أنه يوجد معكوس ل 7 وذلك باعتبارها عنصرًا 
من ,۸ إذا وفقط إذا كان لها معكوس في ۴. 

#اب انيه أن المتجهات ,۷...۷ الواردة في برهان مبرهنة )١1-4-5(‏ هي أساس ل ۷. 

۸× برهن باستخدام المصفوفات على أنه إذا كانت ۸ مصفوفة مثلثة من النوع‎ - ٤ 
وكانت العناصر في القطر الرئيس هي ,3,....,2فإن‎ 

0تررتة) ...(يحم)لرجم) 
ه* ‏ إذا كانت كثيرة الحدود الدنيا ل 7 في ,هي (»)م. فأثبت أن أي جذر في حقل 
انشطاره × هو جذر مميز ل ۲. ١‏ 

5- إذا كان (097ه76 وكان ۸٤۴‏ جذرا مميزا ل فى ۴ وإذا كان 
V |۷۲ =۷ (‏ € ؟) درلا وكان 5٤4)۷(‏ يتبادل مع 1 فائبت أن کار سخ ع 
تأثير 5. 

۷ - إذا كانت M1‏ مجموعة إبدالية من العناصر في (۸)۷ بحيث تكون جميع جذور 
meM‏ المميزة في ۴. فأثبت أنه يوجد (06809© بحيث يكون M٥"‏ » 
4 في الصيغة المثلثة وذلك لكل × في 1⁄[. 
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۸ - لیکن ۷ فضاءً جزئیًا غير متغير تحت تأثير (۲6۸)۷ . وبقصر 7 على ۷ فإن 7 
يحدث تحويلاً خطيًا 7.. (معرفا بالقاعدة 75-7« لكل )»٤۷‏ ولتكن 5.. 
هي كثير الحدود الدنيا ل على . 
(ا) أثبت أن (5)م|(:)5. حيث (2)م هي كثيرة الحدود الدنيا ل 7 على ۴. 
(ب) إذا كان 7 يحدث 7 على ۷/۷ وكان 7 يحقق كثيرة حدود دنيا 

(:)5. على ۴ فأثبت أن ()8(|5)*(5)م. 
(ج)* إذا كان (5)8. و (×)5. أوليين نسبيا فبرهن على أن 
.p(x)= P(%)P(x)‏ 

(د)* أورد مثالا ل ۲ يكون فيه (×)6(×) ۶5(×)م. 

4 لتكن 4/ مجموعة غير خالية من العناصر في (4)۷. يقال عن الفضاء الجزئي 
۷ من ۷ إنه غير متغير تحت تأثير 1 إذا كان 18/341177 لكل ///516. إذا كان 
۷ غير متغير تحت تأثير ۷1 وكان بعده على ۴ هو . فأثبت أنه يوجد أساس 
ل ۷ على ۴ بحيث يكون لكل 116/1 مصفوفة بالنسبة هذا الأساس من الصيغة 


ع 


حيث 1 مصفوفة من النوع × » ,]1 مصفوفة من النوع .(n-r)X(n-r)‏ 
٠‏ - في المسألة (9). أثبت أن ,1هي مصفوفة التحويل الخطي 86 المحدث بوساطة 
4 على ۷ كها أن هى مصفوفة التحويل الخطى 1.. المحدث بواسطة 84 على 
١ ١ .VIW‏ 
-١‏ يقال عن المجموعة غير الخالية 1 من التحويلات الخطية في (۸)۷ إنها مجموعة 
غير محتزلة إذا كانت الفضاءات الحزئية غير المتغيرة تحت تأثير 11/1 في ۷ هي (0) 
ولافقط , إذا كانت 4 جموعة غير غتزلة من التحويلات الخطية على لاوكان 
( لكل D={TEA(V)|TM=MT « MEM‏ 
فأثبت أن 2 حلقة قسمة. 
* حل المسألة )١١(‏ بالاستعانة بمسألة )١4(‏ (تمهيدية شور) الواردة في نباية 
الفصل الرابع . 


£۸ مواضيع في الجبر 


اليا إذا كان ۴ يحقق الخاصة التي تنص على أن جميع الجذور المميزة لجميع العناصر 
في (۸)۷ تقع في ۴. فأثبت أن 2 الواردة في المسألة )١١(‏ تتكون فقط من 
القياسيات . 
٤‏ - لیکن ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية ولتكن 
(o)‏ 
۶۴2 / 0 1- 
)١(‏ برهن على أن المجموعة الكونة فقط من ( لم " )هي مجموعة غير مختزلة. 
(ب) أوجد مجموعة المصفوفات 2 التي تتبادل مع ( 1 2 أثبت أن 5 
تمائل حقل الأعداد المركبة . 


6 لیکن ۴هو حقل الأعداد الحقيقية . 
(1) برهن على أن المجموعة 


ooo 
Loo o 
> يللم‎ 5:5 
ه دراه‎ 
ooo = 


هي مجموعة غير محتزلة 

(ب) أوجد جميع المصفوفات ۸٤۴,‏ بحيث أن 34ه - ه31 لكل M€M‏ 

(ج) برهن على أن مجموعة المصفوفات ه الواردة في (ب) هي حلقة قسمة تماثل 
حلقة قسمة الرباعيات على حقل الأعداد الحقيقية . 

5 - يقال عن مجموعة التحويلات الخطية (97) 741 إلا أنها قابلة للتفريق إذا كان 
يوجد فضاء جزئي ۷C۷‏ بحيث يكون ,۷® ۷=۷ حیٹ #0 و ۷۷ كا أن 
كلا من ۷ أو ,الاغير متغير تحت تأثير ۷1 . وإذا لم يتحقق الشرط السابق فإنه 
يقال عنها إنها غير قابلة للتفريق . 

(1) إذا كانت 1 مجموعة قابلة للتفريق من التحويلات الخطية على ۷. فأئبت 
أنه يوجد أساس ل ۷ بحيث تكون مصفوفة كل عنصر × من 114 من الشكل 
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حيث ,11 » 1 مصفوفات مربعة . 
(ب) إذا کان ۷ فضاء متجهات بعده على ۴ هو « وكان (/764)9 يحقق العلاقة 
0-"7 وكذلك 10 *"1. فأثبت أن المجموعة (1) (المكونة من 7 فقط) غير 
قابلة للتفريق . 
۷ - لیکن (164)7 ولتكن (×)م ھی كثيرة حدود 7 الدنيا على ۴ 
)١(‏ إذا كانت 00م تقبل القسمة على كثيرتي حدود غير مختزلتين (×),م و (×)رم في 
[«]5 فآثبت أن (1) قابلة للتفريق . 
(ب) إذا كانت (1) غير قابلة للتفريق. حيث (/168)9. فأثبت أن كثيرة الحدود 
الدنيا ل 7 على ۴ هي قوة لكثيرة حدود غير ختزلة . 
۸ ۔ إذا كان (/768)19 معدوم القوى. فأثبت أنه يمكن تحويل 7 إلى الصيغة المثلثة 
على ۴ » كما أن جميع العناصر في القطر الرئيس في تلك الصيغة أصفارًا . 
٩‏ - إذا كانت جذور (768)37 المميزة تتكون فقط من الصفر. فأثبت أن 1 معدوم 
القوى. 


(0-5) الصيغ القانونية : التحويلات معدومة القوى 

إن أحد أنواع التحويلات الخطية التي جميع جذورها المميزة تقع في ۴ هو نوع 
التحويلات الخطية المعدومة القوى لأن جميع جذورها المميزة أصفار ومن ثم فإنها تقع 
في . وبناءً على ذلك. فإنه وفقا لنتائج البند السابق يمكن تحويل أي تحويل خطي 
معدوم القوى إلى الصيغة المثلثة على دائما. إن هذا ليس دقيقا بصورة كافية ولكننا 
سنتحدث عنه على نطاق أوسع . 

وعلى الرغم من أن التحويلات الخطية معدومة القوى محدودة بعض الشيء إلا 
أنها تستحق الدراسة . والحقيقة أنه متى ما وجدنا صيغة قانونية مناسبة لهذه التحويلات 
فإننا نستطيع إيجاد صيغة قانونية مناسبة لجميع التحويلات الخطية التي جذورها المميزة 
تقع في ۴ . 


A٠‏ مواضيع في الجبر 


الآن نبحث الطريقة التي سنتبعها لمعالجة الموضوع . إننا نستطيع دراسة هذه 
الأمور من منطلق أولى أو بإمكاننا استغلال نتائج تفريق الفضاءات الحلقية التي حصلنا 
عليها في الفصل الرابع ولقد قررنا أن نسلك طريقًا وسطًا بين الأمرين» وسنعالج المادة 
في هذا البند والذي يليه (صيغ جوردان) دون التطرق إلى الفضاءات الحلقية ونتائجها 
المطورة في الفصل الرابع . ومع ذلك فإننا سنغير وجهة النظر تماما وذلك في البند الذي 
يعالج الصيغ القانونية النسبية وسنقدم عبر التحويل الخطي بناء فضاء حلقي على 
فضاءات المتجهات التي تحت الدراسة مستخدمين بذلك مبرهنة )١-8-4(‏ وسنحصل 
على تفريق لفضاء المتجهات والصيغة القانونية الناتجة وذلك بالنسبة لتحويل خطي 

وعلى الرغم من أننا لن نستخدم المنطلق النظري للفضاء الحلقي الآن إلا أن 
على القارىء ملاحظة التشابه في المناقشة الواردة في برهان (4-ه-١)‏ وتلك الواردة في 
تمهيدية (4-6-5). 

وقبل أن نركز جهودنا على التحويلات الخطية المعدومة القوى فإننا نبرهن نتيجة 
مهمة وسارية المفعول لتحويلات خطية عامة . 


)١-6-5( تمهيدية‎ 

إذا كان ,۷ ©...©/1/,©1-/7 حيث إن بعد كل من ,17 هو ;کا أن ۷ غير متغير 
تحت تأثير (/4)1 :1 5 لكل ذ. عندئذ يمكن إيجاد أساس ل ۷ بحيث تأخذ مصفوفة 7 
بالنسبة لهذا الأساس الشكل 


Aı 
A2 


* 


حيث 4 مصفوفة من النوع × كما أن :4 هي مصفوفة التحويل ا خطي ا محدث من 
قبل :1 على ۰۷ 


التحويلات الخطية A۸۱‏ 


الرهان 

لنختار أساس ۷ کا يلي : ...هو أساس ,لا و ...هو أساس 2 
وهكذا. ولا كان كل من ;۷ غیر متغير تحت تأثير ۲ » لذا فإن «۳۲٤۷,‏ وبالتالي فإنه 
تركيب خطي للأساس 7,047,...,047/؛ وبالتالي فإنه يمكن اختيار مصفوفة 7 بالنسبة 
هذا الأساس لتأخذ الصيغة المطلوبة. إن كون :4 هي مصفوفة :7 الذي هو التحويل 
الخطي المحدث بواسطة ۲ على :9 واضح من تعريف مصفوفة التحويل الخطي . 

الآن نحصر اهتامنا على التحويلات الخطية المعدومة القوى. 


تمهيدية (1-5-5) 


إذا كان (17اممرع1 معدوم القوى فإن للتحويل ا خطى 0,17 ...+1 ,0+ يه 
معكوس إذا کان a*0‏ 03 حيث "[6رة. 


البرهان 
إذا كان 5 معدوم القوى و 00067 فإن حسابا بسيطا يثبت أن 


ا 00-190 
1-ب S++‏ + 4ل )روحم 
0 به به ب 


وذلك إذا كان 0-:5. لکن إذا كان 0-*1 فإن 
"01 + . .. + ]ين +01 -8 
يجب أن يحقق الشرط 56-0 (أثبت ذلك). وبالتالي إذا كان 8>رهد0 فإن ل 5+مه 


وس 
اصطلاح 
سنرمز ب ,34 للمصفوفة من النوع ×٤‏ من الشكل 
Û J U xs. Û O‏ 
UOT ss O 0‏ 
01 00 
0 0© ع 0 0 


AY‏ مواضيع في الجر 


والتي جميع عناصرها أصفار سوى تلك العناصر في القطر فوق الرئيس حيث كل منها 
يساوي 1. 
تعريف 

إذا كان (764)17 معدوم القوى فإن العدد » يسمى دليل انعدام القوى 
(index of nilpotence)‏ 7 إذا كان T*=0‏ ولكن ۲۶0. 

إن النتيجة الرئيسة للتحويلات الخطية المعدومة القوى هي المبرهنة التالية . 


)١-0-5( ميرهئة‎ 


إذا كان (764)17 معدوم القوى وكان دليل انعدام قوی ۲ هو,افإنه يمكن إيجاد 
أساس ل ۷ بحيث تأخذ مصفوفة ۲ بالنسبة لهذا الأساس الصيغة الآتية : 


Mn, 
Mn 


5 : 
حيث ,1<...<ر <n‏ رہ كما أن nı +ny+...+n,=dimpV‏ 
الرهان 

سيكون البرهان مفصلا إلى حد ماء وکلما تقدمنا فيه فإننا سنجعل بعض فقراته 
على شكل تمهيديات. 

لما كان 0-:”1 وكان ۲۶0 . لذا فإنه يمكن إيجاد متجه ۷٤۷‏ بحيث يكون 
0غج151-1. إن المتجهات ۷1,... ۷,۷١,‏ مستقلة خطيا على ۴۔ ولإثبات ذلك. لنفرض 
أن 1]"11-0نارم»+... + آلايه + لاه حيث 0.61 وليكن ,0 هو أول عنصر لا يساوي 
صفراء لذلك فإن 

vT "(ag +a, T+ ...+ 1710م‎ 


ولا كان 0عوين لذ فإن للتحويل ° ,+ ...1 ,+ معكوسا وذلك وفقا لتمهيدية 


التحويلات الخطية AY‏ 


(5-ه-7). وبناء عليه فإن 0-<1*1 > ومع ذلك لما كان ,ه>وفإن هذا يناقض كون 
0" .. وبالتالي فإنه لا يوجد مثل هذا العدد أي يه » ومن ثم فإن "'۷۳,... ,۷,۷۲ 
مستقلة خطيا على ۴. 

لیکن ,۷هو الفضاء الجزئى من ۷ المولد بالعناصر VT‏ لاو ... ,الات رلار لات رلا 
عندئذ ۷ غر متغیر تحت تأثیر ۲. وعندئذ فإن مصفوفة التحويل الخطى المحدث بواسطة 
على ,7 بالنسبة للأساس المذكور آنفا هي ,,31. 

لقد حصلنا حتى الآن على الجزء الأيسر الأعلى من المصفوفة الواردة في المبرهنة 
ويجب أن نحصل على بقية هذه المصفوفة . 


تمهيدية (”-7-0) 

إذا كان ,677 ن يحقق الشرط 0= ۲ں حيث ,> 0>۸ فإن *1رنا- باحيث رلا عنصر 
من ۷. 
البرهان 


لما كان ,€۷ لذا فإن: 
u=a,v+agVT+... +aVT* +a, VT +...+a,, VT‏ 
وعليه فإن 


0=uT"*=avT™*+...+a,vT™T 


ولكن 51]ب,...,*1"1, مستقلة خطيا على ۴ لذا 0-ي»-...-بهدره» وعليه فإن 


Hg = k41 +... O, VT Tk بيو دنا حیٹ إلاء‎ VT +... +a VT" =u 


إن المناقشة حتى هذه اللحظة كانت مباشرة إلى حد ما بيد أنها ستصبح الآن 
أكثر تعقيدا . 


تمهيدية (1-5-5) 
يوجد فضاء جزئى ۷ من ۷ غير متغير تحت تأثي ر 7 بحيث يكون ۷=۷,@۷. 


Af‏ مواضيع في الجبر 


الرهان 

ليكن ۷ هو الفضاء الجزئى من ۷ الذي بعده أكبر ما يمكن بحيث يكون: 
١ VٍNW=(0) )١(‏ 
(ب) الاغير متغير تحت تأثير 7. 

ونريد إثبات أن ۷+,۷=۷. لنفرض خلاف ذلك» عندئذ يوجد عنصر 2€۷ 
بحيث يكون 18+,/240. وبا أن 7551-0 , لذلك فإنه يوجد عدد صحيح ) . ,0>1>0 
بحيث يكون ۷ z1*)۷,+‏ كا أن /7+ 211477 حيث 1>1. وهكذا نجد أن 
«ا+ نع *21 » حيث ,۷٤و ۷٤W‏ ولكن عندئذ 

0=z2T"!= (zT*)(TT*)=uT*+wTTk 

ومع ذلك ولکون کل من ,۰۷ ۷ غير متغير تحت تأثير 7 . فإن لاع ۲ں 
و ٤۷‏ "1ه وب) أن (0)-/7/,018. فإن هذا يقتضى أن (0) لام ۲*٤۷,‏ ہ-=* ۲ں 
الأمر الذي ينتج عنه أن 0-*'*1ن ووفقا لتمهيدية (8-9-1) فإن *1رنا-داحيث ۷٤رد‏ 
> ومن أجل ذلك + ٣رںw=u+ں=١2.‏ لیکن مدةدرج » عندئذ 
/ا» «- “21-1 -*2,7. ولا كان ۷ غير متغير تحت تأثير 7 إزا فإن هذا يقتضى أن 
2/۳۷ لكل .«<٤‏ ومن ناحية أخرىء إذا كان )>1 فإن «2T =2 u۲ 4۷, + W‏ 
لأنه خلاف ذلك يجب أن يكون 2۲ في ۷+ ,۷ مما يناقض اختيار ). 

ليكن ,۷ هو الفضاء الحزئى من ۷ المولد ب ۷ والمتجهات "۹ 1,...,2)۲ )2,2 
وحيث إن 24W‏ و 5۷ ۷لذلك فان بعد ,۷ يجب أن يكون أكر من بعد ۷. وفضلا 
عن ذلك بها أن 2/۲٤۷‏ وبا أن ۷ غير متغير تحت تأثير 7 لذلك فإن ,۷ يجب أن 
يكون غير متغير تحت تأثير 1. ووفقا لطبيعة ۷ الأعظمية » فإنه يجب أن يوجد عنصر في 
,۷۷ من الصيغة ±0 “1 جيه+ ...+ + رتره w+‏ » حيث €۷«. إن العناصر 
,...,,» ليست كلها أصفارًا لأنه خلاف ذلك يكون لدینا (0)= W۷,‏ ٤س0‏ وهذا 
تناقض . لیکن ,»هو أول عنصر في ٠...٠»‏ الذي لا يساوي صفرا عندئذ 

wo+zTT(ag+ag,|T +...+agT** )€V, 

وحيث إن 0ه . لذا فإنه وفقا لتمهيدية (5-5؟7) يجب أن يوجد ل 
°+ ...+ ريه +ية معكوس » ك| أن معکوسه» + » هي كثيرة حدود في ۲. وهكذا 


التحويلات الخطية 16 


فإن كلا من ۷,۷ غير متغير تحت تأثير ۸ » ومع ذلك» فإننا نجد مما ورد نفا أن 
ولا اع 11 جو مما يقتضى أن 17+ ,¥ WRC‏ + 118 *2,7. ولما كان 1>1ة 
فإن هذا مستحيل ومن أجل ذلك فإن 83/17 + ,۷. وحيث إن (0)-7/,6187 لذلك فإن 
۷-۷,۷ وبهذا ينتهي برهان التمهيدية . 

الود الآ قد ای یاف الآ قم( برعاة دي عة 
ركد1-6). 

استنادا إلى تمهيدية (5-5-5) فإن /7776©1-/7 , حيث ۷ غير متغير تحت 

تأثير7. باستخدام الأساس ,م٠....,‏ ,۷ل ,۷ وأي أساس ل ۷ ليكون أساشا ل ۷ ووفقا 
لتمهيدية )١1-2-5(‏ فإن مصفوفة 7 تأخذ الشكل 


0 إلا 
ليه "0) 


حيث ر4 هي مصفوفة ,1 التحويل الخطي المحدث على ۷ بواسطة ۲. وبها أن 1”1-0, 
لقا فآن مسو حيث كيه وبتكرار المناققة المستخدمة حول على ۷هن الجل 
,1 على ۷ يمكننا تفريق ۷ . كما فعلنا من أجل ۷ (أو باستخدام الاستقراء على بعد 
فضاء المتجهات المدروس) والاستمرار بهذه الطريقة نحصل على أساس ل ۷ بحيث 
تأخذ مصفوفة 7 الشكل 

71 


0 ua 
Mn 


M 
1 2 


إن المساواة ۷ءصال=,١+...+ر«+ ١,‏ واضحة ذلك أن سعة المصفوفة هو 1×١‏ حيث 
لام ملل عدم 
تعريف 

يطلق على الأعداد الصحيحة ,5,....رة, ,لا متغيرات 1. 


A۹‏ مواضيع في الجبر 


تعريف 
إذا كان (164)17 معدوم القوة فإن الفضاء ا جزئي ١4‏ من ۷ الذي بعده 1 وغير 
ا متغير تحت تأثي ر 7 يسمى دوريا بالنسبة إلى ۲ إذا كان 
MT™=(0) )١‏ , معو ريز 
١‏ ) يوجد عنصر ۸ © 2 بحيث يكون 2:21:...,2171 أساس ل 14 
رملاحظة : إن الشرط الثاني يقتضي الشرط الأول) . 


تمهيدية (5-ه-0) 
إذا كان بعد 4( هو 7: وكان 24 دوريا بالنسبة ل ۲ فإن بعد “2/1 هو ۸ لكل 


.k<m 


الرهان 

يمكن الحصول على أساس *1. وذلك بأخذ صورة أي أساس ل ۷ تحت تأثير 
اڭ باستخدام أساس M‏ الذي هو '”2,21...,21 نحصل على أساس MT*_‏ 
هو .2١,2۲',:..,2۳""‏ وحيث إن هذا الأساس يحتوي على ص عنصراء لذلك فإننا 


إن مبرهنة )١-5-5(‏ تفيذ بأنه إذا كان لدينا تحويل خطي معدوم القوى 7 في 
(4)۷ » فإننا نستطيع إيجاد أعداد صحيحة ,«<...<ر« < وفضاءات جزئية ,۷...۷ 
من 7 دورية بالنسبة إلى ۲ أبعادها هي ,2,...,:ة, ,على الترتيب بحيث يكون 


V=V,@V,9...@V, 
هل بالإمكان إيجاد أعداد صحيحة أخرى ,”<...<ر« <" وفضاءات جزئية‎ 
ي,... من ۷ دورية بالنسبة إلى ۲ وأبعادها على الترتيب هي ۳,۳2,۰۰,۲۳۳ بعحيث‎ 
1-5 يكون ,لآ +... + ,=۷ ؟ إننا ندُعى أن هذا غير ممكن, أو بعبارة أخرى»‎ 
1 و ملاتبتك,..., >0 لنفرض أن 5 ا هي الحالة. عندئذ يوجد عدد صحيح‎ 
.m;<n; بحيث يكون 6 1. يمكن أن نفرض أن‎ 


التحويلات الخطية امع 


لنعتبر "1لا. با أنه » من ناحية» ,۷=۷,©...©۷ فإن 
0/1 .. . © "1 /ا©... "كل VT"i=V‏ 
وبها أن dim VT™=n,-m;‏ و dim VT "=n, ..., dim VT" =n;‏ (وفقا 
لتمهيدية 0-5-5) لذلك فإن 
(تتاسره) + .. . + (باتسيه) dim VT">(n,-m;)+‏ 
ومن ناحية أخرى. بها أن ,ا ©...©,نا <لاو (0)-1,1*1] لكل :<ز. لذا فإن 
T™@U,T™®...@U;,,T™‏ تعنمو 


وبالتالي: 
dim VT™=(m,-m;)+ (m-m;)+...+(m;_-m;)‏ 
ووفقا لاختيار ¡فإن : 
n= m,n g=Ma,..., =m,‏ 
ومن ثم فإن : 


(وات__بط) ع . .. + dim VT™=(n,-m;)+ (nym;‏ 
بيد أن هذا يناقض ال حقيقة المثبة أعلاه وهى أن : 
(تحره) + dim VT™>(n,-m;)+ 1 + (nm;‏ 
لأن 0 رصم 
هذا فإنه توجد مجموعة وحيدة من الأعداد الصحيحة ,8<...<رم<,ه بحيث 
يكون ۷ هو المجموع المباشر للفضاءات الجزئية الدورية بالنسبة إلى 7 التي أبعادها هي 
+....: 02 على الترتيب «وبعبارة أخرى» لقد برهنا على أن لا متغيرات 7 
وحيدة» . 
وباستخدام لغة المصفوفات, فإن المناقشة التي انتهت الآن تثبت لنا أنه إذا كان 


ج211 .. . 221322 و2101 ...2 ولت رلر 


فإن المصفوفتين 


0 ...ركلا 8 & i.‏ 
0 د عه 7 0 

و 
M 0 M‏ 0 


ms E nr 


4۸ مواضيع في الجبر 


تكونان متشامبتين فقط إذا كان 5-5 و ,"= ,1,..-,, درم 
مهذا نكون قد برهنا على الجزء الأصعب من المبرهنة . 


مبرهنة (5-ه8-؟1) 
يكون التحويلان الخطيان المعدوما القوى متشابهين إذا وفقط إذا كان لهما نفس 
اللامتغيرات. 


البرهان 
إن المناقشة الواردة قبل المبرهنة تثبت لنا أنه إذا كان للتحويلين الخطيين المعدومي 
القوى لا متغيرات مختلفة فإنه لا يمكن أن يكونا متشاببين لأن مصفوفتيهما 
0 ... ورك نه دمن Mi‏ 


n1 


Û e Wh Û ss Mg 


لا يمكن أن تكونا متشابهتين . 


أما بالنسبة للاتجاه الآخرء فإنه إذا كان للتحويلين الخطيين المعدومي القوى 
7 و 5 اللا متغيرات ,2,<...<8 نفسها. فإنه وفقا لمبرهنة )١-5-5(‏ يوجد أساسان 
ل ۷ هما ,لا ..., ولاو وللا,..., ,۷ بحيث إن مصفوفة 5 بالنسبة إلى ,7... ومصفوفة 1 
بالنسبة إلى ,۷...۷ کل منهه| تتساوي 


0 ss M 

فإذا كان ۸ تحويلا خطيا معرفا على ۷ بالقاعدة ;۷= ,۷ فإن 14-7 - 5 (أثبت ذلك» 
ثم قارن بين هذه المسألة ومسألة (۳۲) الواردة في نهاية البند (7-5)) ومن ثم فإن 5 
و1 متشامهان 3 


لتحويلات الخطية ۸۹ 


دعنا نحسب» الآن, المثال الآتي : لتكن 


0 1 1 
T= o o 0 Jee, 
00 0 


تؤثر على (0)ب] الذي اساسة هو 
(0,0,1) > ونا ,(0,1,0) > ينا u,=(1,0,0(,‏ 
وليكن : 
ونا > ولا رونا + ونا > 1[ لاحتيلا =U,,‏ را 

إن مصفوفة 1 بالنسبة لهذا الأساس هي 

9000 

0 0|0 

0 0|0 


4 ل 1 
3 4 0 
1 00 


فإن حسابا بسيطا يثبت أن: 
0 1 0 
0 0 مجم 
© :08 
ملاحظة أخيرة 


إن لا متغيرات ۲ تعين تجزيئا للعدد ه الذي هو بعد ۷ . وبالعكس» إن أي 
تجزبىء للعدد ه » أي =n, ++... +, n>... n,‏ ديعين لا متغيرات التحويل 


الخطي المعدوم القوى 


إلا رةه M‏ 


E‏ مواضيع في الجبر 


وهكذا فإن عدد فصول التشابه ا مختلفة للمصفوفات المعدومة القوى من النوع 
دكا هو تماما (م)م » أي عدد نجزيئات 5. 


(5-5) الصيغ القانونية : تفريق ۷ (صيغة جوردان) 


لیکن ۷ فضاء متجهات منتهي البعد على وليكن 7 عنصرا ما من (/9)جه. 
ولنفرض أن ,۷ فضاء جزئى غير متغير تحت تأثير ۲ . عندئذ فإن 7 يحدث تحويلا 
خطيا ,على ,۷ معرفا کا تل = u۲,‏ لكل ,لا6ن. فإذا كان لدينا أي كثيرة حدود 
[*]0)5(65 فإن التحويل الخطي المحدث بواسطة (1)» على ,۷ هو (,0)5 (إن 
برهان هذا متروك كتمرين). وبصورة خحاصة» إذا كان 0-(0)5 فإن 0-(,0)1 وعليه 
فإن ,1 يحقق أي كثيرة حدود محققة من قبل 7 على ۴. ماذا نستطيع .أن نقول عن الاتجاه 
الآحر؟ 
تمهيدية (1-5-5) 

لنفرض أن ر۵۷ ,۷=۷ » حيث إن ,۷ و ر۷ فضاءان جزئيان غير متغيرين تحت 
تأثير 1. وليكن ,1و :1هما التحويلان ا خطيان المحدثان بواسطة 7 على كل من ,۷ ور۷ 
على الترتيب إذا كانت (×), هه يكثيرة حدود ,1الدنيا على ۴ وكانت (×)صه ي كثيرة حدود 
ر1 الدنيا على ۴ فإن كثيرة حدود ۲ الدنيا على ۴ هي ا مضاعف ال مشترك الأصغر لكل من 
P(x)‏ و .P2(*)‏ 


البرهان 
إذا كانت ()م هي كثيرة حدود 7 الدنيا على ۴ » فإن كلا من (,1)م و (12)م 
تساوي صفرا وذلك كا رأينا أعلاه ولذلك فإن (0)م|(*)رم و (5)م|(«)رم وعندئذ 
فإن المضاعف المشترك الأصغر لكل من 7,00 و ().م» يجب أن يقسم (×)م . 
ومن ناحية أخرى» لنفرض أن (×) هي المضاعف المشترك الأصغر ل (×)رم 
و (×)رم ولنعتبر (1). بها أن (×)|(×) ص فإن 0>-(,90)1,-(1)و,؛ حيث ,767 وبالمثل 


التحويلات الخطية 4۹۱ 


۷)۳0 » حيث 2697/2 فإذا كان ۷٤۷‏ فإنه يمكن كتابته على الصيغة ,0+ دب 
حيث ,۷٤۷و‏ ر۷٤‏ ر»الأمر الذي يترتب عليه أن : 
vq(T)=(v, + v2)q(T)=v,q(T)+v2q(T) =0‏ 

وهكذا فإن 0-(0)1 أي أن 1 يحقق (×)4. وبضم هذا مع الفقرة الأولى يتم البرهان. 

إذا كان »۷ ©...©17-1 حيث ,۷ غير متغير تحت تأثي ر 1 لكل ذ. وإذا كانت (:7:0 
هي كثيرة حدود ,7 الدنيا على ۴ » حيث ,1هو التحويل ا خطي ا محدث بواسطة 7 عى 
ev,‏ عندئذ فإن كثيرة حدود ۲ الدنيا على ۴ هي ا مضاعف ا مشترك الأصغر لكثيرات 
ا حدود (00)يرو,..,(0:) رو. 

إن برهان هذه النتيجة متروك للقارىء . 


لیکن (7٠)جه‏ >1 ولنفرض أن كثيرة حدود ۲ الدنيا على ۴ هي [<]1) (*)مء عندئذ 
استنادا إلى تمهيدية (0-4-1) نستطيع أن نفرق [×]۴٤(×)م‏ بطريقة وحيدة على الشكل 
'(),و...00(2)يو''(:)رو-(0)م » حيث («: كثيرة حدود غير حختزلة في [×ا۴ » 
كما أن يا....,جاررا أعداد صحيحة موجبة . إن هدفنا هو تفريق ۷ على هيئة مجموع مباشر 
لفضاءات جزئية غير متغيرة تحت تأثير :7 بحيث يكون لكل تحويل خطي من التحويلات 
الخطية المحدثة بواسطة 1 كثيرة حدود دنيا هى قوة لكثيرة حدود فى ا إذا كان 
1-! فإن ۷ يحقق ما نتطلبه ولذلك نفرض أن احير 

ليكن : 

.V,= {v€ V|vq,(T)*=0)},..., و (1(2-0)يو؟|لا) بحيلا‎ V,= {v€ V|vq,(T)"=0} 
إن من الواضح أن ¡۷ فضاء جزئي من 7 . لكل ¡» وبالإضافة إلى ذلك فإن ۷ غير‎ 
: متغير تحت تأثير ۲ , لأنه إذا كان ,لاناء وبا أن 7 يتبادل مع (1)» فإننا نجد أن‎ 
(uT)q;(T)'=(uq;(T)")T=0T=0 

ومن تعريف ;۷ نجد أن ۷٤۳ن.‏ ليكن ;1هو التحويل الخطي المحدث بواسطة 1 
على ۷. 


4۹۲ مواضيع في الجبر 


مبرهنة )۱-٦-٦(‏ 
(۷,)0 لكل » 1=1,2,...,۸ » أيضا ۵...۷ ,۷=۷. ک) أن كثيرة حدود 
1 الدنيا هي .٩,)۸("‏ 


البرهان 
إذا كان 1= فإن ,۷=۷ , ومن ثم فإنه لا يوجد شيء يستدعى البرهان. لذلك 
نفرض أن 1<». 
نريد أن نثبت أولا أن (0)#;۷ » ولإنجاز هذا نقدم كثيرات الحدود التي 
عددها ): 
*)x)®*...q,(x(يhı()=qı(x)'*q‏ 
*')x)"*...q„(x(يx)=q,(x)"q(رh‏ 


hı (0= م رو]]‎ 555 
j#1 


h,(%)=q,(x)"qر(x)*...q,_,‎ (x) 
بحيث‎ ۷٤۷ و («)معد(:)رط » لذلك فإن ۳(۶0);. عليه فإنه لکل 1 . يوجد‎ K<1 بها أن‎ 
أن 0غ(1)بط-* » بيد أنه عندئذ‎ 
wq;(T)=v(h;(T)q;(T)")=vp(T)=0 
ومن ثم فإن (۷;)0. في الحقيقية لقد أثبتنا أكثر من ذلك وهو أن‎ 0» ٤۷; ويالتالي فإن‎ 
هناك ملاحظة أخرى في هذا السياق حول (×);1 هي أنه إذا كان‎ .0۷ (C۷; 
ز۷ حیٹ نز ولا كان («)رط|نا(»«)رو » لذا فإن 0-(1)بطر.‎ ۴۷; 
إن كثيرات الحدود (»)يط,...,(»)رط,(»)رط أولية نسبيا (أثبت ذلك) وبالتالي فإنه‎ 

استنادا إلى تمهيدية ( 4-4-7 ) يكون بإمكاننا إيجاد كثيرات حدود ٤۴]×[‏ (×)2,...,(×),» 
بحيث يكون 1-(2)يط(»)ي»+ ...+(»)رط(»)ر»ه ومن هنا نجد أن 

.a,(T)h,(T)+...+a,(T)h,(T)=1 
فإن:‎ ۷٤۷ ومن ثم. إذا كان‎ 

v=v1=v (ct ره +...+ (1) رط(1)‎ (Th x (T) = vat, (Th, (T)+...+ vet )ير ط(1)‎ 
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الآن (1)بط/ا1(6)رط(1)به؟ لکل ا¡« ولا کنا قد أثبتنا أعلاه أن ,لاء(1),ط/ لذا 
فإننا قد كتبنا على الصيغة ۽۷+...+,۷=۷» حیٹ ۰ ;۷ € (۷)۲(۸;)۲= إ۷ وبعبارة 
أخرى فإن 
V=V,+...+ Vg‏ 
يجب عليناء الآن› أن نتحقق من أن هذا الجمع هوجمع مباشر» ولإيضاح ذلك 
يكفي أن نثبت أنه إذا كان 0ح-ين+... + .نا حيث ٤۷;‏ ,د فإن 0> ىنا لكل :. هذا نفرض أن 
u, +... + =0‏ وأن 0تزنا » لبعض قيم ذ. بضرب هذه العلاقة ب (1),ط نحصل على : 
u,h,(T)+...+u,h,(T)=0h,(T)=0‏ 
ومع ذلك فإن ۳(=0),طرن » #1زولا كان ٤۷‏ رن لذا فإن المعادلة تتقلص إلى 
0-(1)رطرنا» ولكن عندئذ 0-(5)رورن. وبما أن (»)بط و (×) أوليتان نسبيا فإن هذا 
يقتضي أن 0= ,د (أثبت ذلك) الأمر الذي لا يتفق مع افتراض أن #20,دا. وهكذا نكون 
قد برهنا على أن : 
7 ©... 1-176 
لإتمام البرهان. يجب علينا إثبات أن كثيرة حدود :7 الدنيا المعرف على ;۷ هي 
.q;()"‏ ' 
من تعريف Vi‏ وبا أن V,q;(T)"=0‏ » لذلك فإن q;(T;)"=0‏ وهذا فإن معادلة 8 الدنيا 
يجب أن تكون قاسم| ل #(*)رو . أي من الصيغة “)وء ,اك>6. 
ومن نتيجة التمهيدية )١-1-7(‏ فإن كثيرة حدود 7 الدنيا على ۴ هي المضاعف 


كثيرة الحدود الدنيا هذه هي في الحقيقة '(0)يو...''(<)رو. لذلك فإن واحي,...ررادكررا<؛. 
وبمقارنة هذه مع المتباينة الواردة أعلاه نحصل على ,؟حرالكل ذء عل,...,1-1,2. ويهذا 
يتم إثبات المبرهنة . 

إذا حدث وكانت جميع الجذور المميزة ل 1 تنتمي إلى ۴ فإن كثيرة الحدود الدنيا ل 
dT‏ صيغة أفضل هي “(,3-»)..."(,۸->)=(×)ه حيث ۸...1 هى الجذور المميزة 
المختلفة ل .١‏ إن ازال الغير مختزلة («):و الواردة أعلاه هى بعد a)‏ لاحظ هنا 
أن للتحويل الخطي على ;۷ جذرًا تميرًا واحدًا هو ,۸ فقط . 


4 مواضيع في الجر 


إذا كانت جميع جذور 1 ا مميزة ا لمختلفة E A‏ باتنتمي إلى ۴ فإنه يمكن 
كتابة ۷ على الصيغة »۷© ...® ,77-17 حيث (0-"(,1/!)11 1-6 كا أن التحويل 
1ع ,۷ له جذر مميز واحد فقط هو ;۸. 


الآن نعود قليلا إلى المبرهنة » سنستخدم الاصطلاحات نفسها الواردة في المرهنة 
مثل :1 » ;۷ . ا كان ,/ا ©...©,/7-ل وإذا كان بهح,/ صنل فإنه وفقا لتمهيدية )١-85-5(‏ 
نستطيع إيجاد أساس ل ۷ بحيث تأخذ مصفوفة 7 بالنسبة لهذا الأساس الصيغة 


A 
5 


ا 


حيث کل من 4 مصفوفة من النوع :11:6 والتي هي ف الواقع مصفوفة :1. 


ولكن ما الذي نبحث عنه بالضبط؟ إننا نريد عنصرا في فصل تشابه 7 الذي 
نستطيع تمييزه بطريقة ما. يكن صياغة هذا على ضوء المبرهنة (1-1-1) وذلك 
كما يلي : إننا نبحث عن أساس ل ۷ لكي تأخذ مصفوفة 7 صيغة بسيطة بالنسبة 
نهنا الأساسس . استناداً إلى المناقشة الواردة آنفا فإنه يكن حصر هذا البحث عن 
التحول الخطي ,17. من هنا يكن اختصار المسألة العامة من مناقشة تحويلات 
خا صانة إلى وكات العامة كارن كفي انت تر هل انیا قوی 
لكثيرات حدود غير مختزلة . وستناقش بعد قليل ال حالة الخاصة التى تنتمى فيها 
جذوو 7 ال۴5 : سنناقش في البند القادم ال حالة العامة والتي لن نضع فيها أية 
قيود على الجذور المميزة د 1. 

نحن الآن في وضع أفضل » ذلك أن جميع المعلومات متوفرة لدينا وما علينا سوى 
أن نضعها في قالب واحد. إن هذا يؤدي إلى المبرهنة المهمة والمفيدة والتي فيها نعرض 
لما يدعى بصيغة جوران القانونية (دمم! ادءنهدممةء مهل,10) وقبل أن ترشن المرهنة 


نعطي التعريف الآ . 
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o 
۰ © 


٠‏ جح 


.0 
حيث الأعداد ۸ في القطر الرئيس والأعداد 1 في القطر فوق الرئيس وأصفار فيا سوى 
ذلك» تدعى قالب جوردان الأساسي الذي يتبع ۸. 


مبرهنة (17-7-5) 
لتكن جميع جذور (۷) 7٤۸‏ ا مميزة ا مختلفة ۸,....۸تنتمي إ ِإى ۴. عندئذ يمكن 
إيجاد أساس ل ۷ بحيث تكون مصفوفة 7 بالنسبة هذا الأساس على ا حيئة 


J 
1: 


كا أن 8 ,:8 هي قوالب جوردان الأساسية التي تتبع بة. 


الرهان 
أولاء وقبل أن نبدأء إن قالب جوردان الأساسي من النوع كام الذي يتبع 
۸ هو ,14+ 2حيث م1 هي المصفوفة المعرفة بعد برهان تمهيدية (75-8-5) . 


۹٦‏ مواضيع في الجبر 


من تمهيدية )١-١-١(‏ ونتيجة مبرهنة (1-5-1) يمكن أن نختصر الوضع إلى 
الحالة التي يكون فيها جذر مميز واحد ل 7 . أي عندما يكون 1-۸ معدوم القوى. 
وهكذا فإن (1-3)+71-2 وحيث إن 7-2 معدوم القوى لذا فإنه وفقا لمرهنة (5-ه-١)‏ 
يوجد أساس بحيث تأخذ مصفوفة 5 بالنسبة إليه الصيغة : 
M‏ 


n1 


وعندئذ تأخذ مصفوفة 1 الصيغة 
M, ۸ Bî;‏ 
Mr, 1 1 Bn,‏ 
حيث إننا استخدمنا الملاحظة الواردة في أول البرهان حول العلاقة بين قوالب جوردان 
الأساسية والمصفوفات 3 ومهذا ينتهى الرهان 
ر:8>... وذلك في كل [. وعندما يتم عمل هذا فإن المصفوفة 


ارو 


تسمى صيغة جوردان للتحويل 17. لاحظ أن مبرهنة )١5-5(‏ في حالة المصفوفات 
معدومة القوى تختزل إلى مبرهنة .)١-5-5(‏ 

نترك برهان العبارة التالية كتمرين : يكون التحويلان الخطيان في (١1)بر4‏ والتي 
تنتمي جذورهما ا مميزة إلى ۴ متشابهين إذا وفقط إذا أمكن نحويلهها إلى صيغة جوردان 
وإعقة . 

وهكذا فإن صيغة جوردان تعمل. كمعينٌ. لفصول التشابه لهذا النوع من 
التحويلات الخطية . 


التحويلات الخطية 4V‏ 


ويمكن إعادة صياغة الميرهنة (75-5-5) بدلالة المصفوفات وذلك كا يلى : لتكن 
غ هوشر أن هر حقل انشطا ريق امنود النتيا ل عل ۴ » علد يمكن 
إيجاد مصفوفة ,0616 ها معكوس بحيث تأخذ ا مصفوفة 4601© صيغة جوردان . 

سنترك بعض الأمور البسيطة والمتعلقة بالانتقال من مبرهنة (5-5-5؟) إلى الصيغة 
المصفوفية» المعطاة آنفاء للقارىء 
ملاحظة 

إذا كانت ,۸6۴ وإذا كان في ,× » حيث × هو حقل انشطا ركثيرة ا حدود الدنيا 
ل م على 7 » 

J 
CAC'= 
J 

حيث يقابل كل ,3 جذرًا ميرّا متلفًا باللمصفوفة ۸ فإن تكرار (واءنام ۸)١:‏ باعتباره 
جذرًا تميرًا ل ۸ » يعرف بأنه ١;‏ » حيث :هي المصفوفة من النوع بهكا,م. لاحظ هنا أن 
مجموع التكرارات يساوي «. 


ومن الواضح أنه يمكن أن نعرف تكرار الجذر المميز للتحويل الخطي بصورة 
مشابهة لما قدم أعلاه . 


مسائل 
١‏ - إذا كان 5و1 تحويلين خطيين معدومي القوى وكان 51-715. فأثبت أن 81و 8+۲ 
هما تحويلان خطيان معدوما القوى. 
۲ - أثبت باستخدام حسابات مصفوفية مباشرة أن المصفوفتين 


0 
0 
1 
0 
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1 
0 
0 
0 


جه راواه 


0 0 
001 0 

0 000 أو 
0 0 00 


۹۸ مواضيع في الجبر 


- إذا كان يه<ره و رہ 2رم. فأثبت باستخدام حسابات مصفوفية مباشرة أن 
وكا رما 
مل و Mn)‏ 
متشابهتان إذا وفقط إذا كان ,22ت ,نو يمد يم. 


4* - إذا كان ده<ره<,ه و يهو<دره<ره . فأثبت باستخدام حسابات مصفوفية 
مباشرة أن : 


Mnı Mn 
Mm وما و‎ 
Mn Mn; 


متشابهتان إذا وفقط إذا کان ,ر" =,۸و يمي ره و يديم 


« -() أثبت أن المصفوفة : 
KH 1. 4‏ 
١‏ 1- 1- 8 
@ +4 1 


معدومة القوى ثم أوجد لا متغيراتها وصيغة جوردان ها. 
(ب) أثبت أن المصفوفة في الفقرة (ا) ليست مشابهة للمصفوفة 


( 1 1 1 
-1 -1 -1 
1 0 0 

5- برهن على تمهيدية )١-5-5(‏ ونتيجتها حتى ولو كان الجمع الوارد فيها ليس جمعا 
مباشرا . 

۷- برهن على العبارة الآتية: يكون التحويلان الخطيان في (۸)۷ واللذان تنتمى 
جميع جذورهما المميزة إل #متشاببيق ذا وققظ ]ذا كان ها ية جورذآة نقسنها 
(بغض النظر عن ترتيب الحذور المميزة) . 

۸ے ایت الصيغة المصفوفية لمبرهنة )١-5-5(‏ والواردة قبل هذه المسائل . 

4 - برهن على أن المصفوفة من النوع «×ه. 


التحويلات الخطية ۹۹ 


10 ...000 
حيث العدد 1 في القطر تحت الرئيس وصفر فيم ا ا 
-٠‏ إذا كان ميز هو م>0. فأثبت أن لصفو( =۸ تحقق ۸۳=1. 
-١‏ إذا کان مميز ۴ يساوي صفرًا. فأثبت أن الوق( 0 -ه تحقق 45-1 فقط 
عندما 0= » حيث 0<". 
2¥ أوجد جميع صيغ جوران الممكنة لما يلي : 
(ا) جميع المصفوفات من النوع 8 التي كثيرة حدودها الدنيا هي 20-1 
(ب) جميع المصفوفات من النوع 10×10 على حقل ميزه لا يساوي 2 والتي كثيرة 
حدودها الدنيا ھی 13 +ع)0-1(2 2 
۴ - أثبت أن المصفوفة ‏ من النوع ”× » حيث 
1E J KK 1‏ 
17 2 2 322 


تشابه المصفوفة 


هه 
oo‏ 
565 ` 
oo‏ 


و ...000 
وذلك إذا كان مميز ۴ يساوي صفرًا أو يساوي م حيث 5/م. وما هو تكرار الصفر 
كجذر مميز ل ۸ ؟ 


O°‏ مواضيع في الجبر 


يقال عن المصفوفة () =۸ إنها مصفوفة قطرية إذا كان 0= لكل زاء أي إذا 

كانت العناصر خارج القطر الرئيس أصفارًا . ويقال عن المصفوفة (أو التحويل الخطي) 

إنه قابل للاستقطار (41380:31123616) وذلك إذا كانت مشابهة لمصفوفة قطرية (وبالنسبة 

للتحويل الخطي يوجد له مصفوفة بالنسبة لأساس معين بحيث تكون هذه المصفوفة 

قطرية) . 

٤‏ - إذا كان (۲۲۸)۷ فإنه يكون قابلا للاستقطار (إذا كانت جميع جذوره المميزة 
تنتمى إلى ۴) إذا وفقط إذا كان 0-"(1-1),حيث 76377 و65 فإن 0-(1-1):, 

ا أثبت باستخدام المسألة )١4(‏ أنه إذا كان 82-8 فإن ع قابل للاستقطار. 

75 - إذا كان 82-5 و ۴۴ فإن ۴ و ۴ متشابهان إذا وفقط إذا كان هما المرتبة نفسها. 

۷ - إذا كان تكرار كل جذر مميز ل 1 يساوي 2 وكانت جميع الجذور المميزة ل 1 تنتمي 
إلى ۴ » فأثبت أنه يمكن استقطار 1. 

4- إذا كان مميز ۴ يساوي صفرًا وكان (۲۲۸۳)۷ يحقق 1-"1 فأثبت أنه إذا كانت 
الحذور المميزة ل 1 تنتمي إلى ۴ فإن 1 قابل للاستقطار (إرشاد: استخدم صيغة 
جوردان ل 1). 

6 إذا كانت ۸,8٤۴,‏ قابلتين للاستقطار وكان ۸8=84. فأثبت أنه يوجد عنصر 
,61© بحيث أن كلا من 04٥"‏ و 08٤٥"‏ قطرية . 

.۸8#8۸ أثبت أن نتيجة المسألة (14) غير صحيحة وذلك في حالة كون‎ - ١ 


)۷-٦(‏ الصيغ القانونية : الصيغة القانونية النسبية 


إن صيغة جوردان هي الأكثر استعمالا لإثبات مبرهنات حول التحويلات 
الخطية والمصفوفات. ولسوء الحظ. هناك عقبة معضلة هي نها تضع شروطا على 
موقع الجذور المميزة. صحيح أنه إذا كانت جذور (/9)ج ه76 (أو ,65 4) المميزة ليست 
في ۴ فإننا نضطر إلى استخدام الامتداد المنتهي >1 FJ‏ بحيث يحوي × على جميع الجذور 
المميزة ل 1 وبعد ذلك نحول 7 إلى صيغة جوردان على . إن هذاء في الواقع » إجراء 
قياسي ومع ذلك فإنه يبرهن النتيجة في ,× ولیس في ,5. ولكنه يوجد مناسبات عديدة 


التحويلات الخطية °۰۱ 


تكون فيها النتيجة مبرهنة من أجل ۸٤۴,‏ باعتبارها عنصراً في ,6 ولا يمكن 
الرجوع من ,× لنحصل على المعلومات المطلوبة في ,5. 

هذا فإننا نحتاج إلى صيغة قانونية لعناصر في (۸)۷ (أو ,5) التي لا نفترض أي 
شيء حول موقع الجذور المميزة هذه العناصر أي نحتاج إلى صيغة قانونية ومجموعة من 
غير المتغيرات في (/1)جه نفسها. مستخدمين فقط عناصرها وعملياتها. إن هذه الصيغة 
القانونية تتمثل لنا با يسمى الصيغة القانونية النسبية («م؛ ۴t1 a0١21‏ ) والتي 
سترد في المبرهنة )١-۷-١(‏ ونتيجتها . 

لیکن (097جه16. إننا نقترح أن نجعل من ۷ فضاءً حلقيًا على [×]۴ حيث 
[×]۴ هي حلقة كثيرات الحدود في × على ۴ وذلك باستخدام وا ذلك بتعريف لأي 
كثيرة حدود (*)1 في [×]۴ وأي قيمة ١617‏ يكون (1)*(6-071)1. ونترك للقارىء التحقق 
من أنه بهذا التعريف. أي بضرب عناصر ۷ بعناصر (50 » يصبح ۷ فضاءً حلقيًا 
على (*«)5. 

وحيث إن ۷ منتهي البعد على ۴ لذلك فإنه يكون منتهي التوليد على7 وهذا بدوره 
يجعله منتهي التوليد على [*]5 التي تحوي ۴ . (وفضلا عن ذلك افإن [ حلقية إقليدية 
وباعتبار ۷ فضاءً منتهى التوليد على ×۴ فإنه وفقا لمبرهئة )١-0-4(‏ يكون ۷ مجموعا 
مباشرا لعدد منته من الفضاءات الحزثية الحلقية الدورية. واستنادا إلى الطريقة الى 
قدمنا بها بناء الفضاء الحلقي على ۴ . فإن كل واحد من هذه الفضاءات الحزئية الحلقية 
غير متغير تحت تأثير 7. وبالإضافة إلى ذلك فإنه يوجد عنصر م" في الفضاء الجزئي 
الحلقي 1H‏ بحيث يكون كل عنصر 72614 من الصيغة (1)قم م حيث :]10067 

لكي نعين طبيعة تأثير 7 على ۷ فإنه» من أجل ذلك. يكفى أن نعرف تأثير 1 
على الفضاء الجزئي الحلقي » وهذا هوما نريد تعيينه تماما. ٠‏ 

أولا: نفرق ۷ مبدئياء كا فعلنا في مبرهنة »)١-1-5(‏ وذلك وفق تفريق كثيرة 
حدود ۲ الدنيا إلى حاصل ضرب كثيرات حدود غير ختزلة . 

لنفرض أن كثيرة حدود 7 الدنيا على ۴ هي “0),و...!(),و-()م حيث 
(:): كثيرات حدود غير مختزلة في [×]۴ کا أن 0<ه لكل ذ. عندئذ وكا رأينا في مبرهنة 
OEY‏ 


o۲‏ مواضيع في الجر 


V=V,9...@V, 
حيث كل من ۷ غير متغير بالنسبة ل 7 . كا أن “(*)رو هي كثيرة حدود 7 الدنيا‎ 
على ۷. ولعرفة طبيعة الفضاء الحزئي الحلقي » من أجل تحويل خطي 7 فإننا نرى» من‎ 
هذه المناقشة. أنه يكفي أن نعلم طبيعة ۲ الذي كثيرة حدوده الدنيا هي قوة لكثيرة حدود‎ 
. غير مختزلة‎ 
. نبدأ ببرهان التمهيدية الآتية‎ 


تمهيدية (1-0-5) 

لنفرض أن كثيرة حدود (/1)يرش 1 الدنيا على "هي “+ "+ ...++ رة-(هم. 
ولنفرض أن 7 باعتباره فضاءٌ حلقيًا (كها هو موصوف أعلاه) هو فضاء حلقي دوري راي 
دوري بالنسبة ل 7). عندئذ يوجد أساس ل ۷ على بحيث تكون مصفوفة ۲ بالنسبة هذا 


0 0 1 0 
0 1 0 0 
1 52 0 0 0 
و 0 8 DM‏ لد 
البرهان 


لما كان ۷ دوريًا بالنسبة ل 7 فإنه يوجد متجه ۷٤۷‏ بحيث يكون كل عنصر 
67 من الصيغة ۷٤)1(‏ =× حیٹ [×]۴ € (×)؟. 

فإذا حدث وأن حقق كثيرة حدود (×)ء حيث [×]۴ ٤‏ (×)ء العلاقة 0-(75)1. فإنه 
لأي «٤۷‏ يكون 

ws(T)=(vf(T)s(T))=vs(T)f(T)=0 

وهكذا فإن (1)ء يفني جميع عناصر 1ء لذلك فإن 1(=0)ء . وعندئذ (»)ءا()م لأن 
(«)م هي كثيرة حدود 7 الدنيا. إن هذه الملاحظة تقتضي أن ١١١ء,...,۷,۷1‏ مستقلة 
خطيًا على © لأنه لو كان الأمر خلاف ذلك فإن ٠‏ 


التحويلات الخطية ef‏ 


0= ار ل كك 

حيث 61 بة,...ررةرية. وعندئذ فإن 

0<( “روح ...+ روخوة)؟ 
واستنادا إلى المناقشة الواردة أعلاه يكون: 

( بروج ...+ يارو جرة)|0«)م 
ومن الواضح أن هذا غير ممكن إذ أن درجة (8)م هي ۲ ما لم يكن 0= ه-..-ره-رة. 

وحيث إن 
1 م 1 

فإنه يكون لدينا **"1 حيث ۸<0 تركيب خطي ل "۲ ... على ۴ » وكذلك فإن (1)5» 


الصيغة (۷۴)1=» . لذا فإننا نجد أن س تركيب خطي ل ۷۷,...۷٣۳‏ . 
لقد برهنا أغعلاة على أن العناصر RATT‏ أساس ل لاعلى ۴. ويمكن 
التحقق مباشرة من أن مصفوفة 7 بالنسبة لهذا الأساس هي المصفوفة الواردة في التمهيدية . 
تعريف 
إذا كان [×]۴)»(€۴ » حيث "×+" × ,+ ... +ع ,+ ر-(:)1 فإن ا مصفوفة 
ê 0‏ 0 1 0 
0 يد O FT‏ 0 


إ7 0 0 0 
N N ١ 5-5 3-35‏ 
عق النوع + تدعی با مصفوفة ا مصاحية (712]:13 «وزصةم00) ل ()1 وستكتبها على الشكل 
(10©. 


لاحظ أن تمهيدية )١-1-1(‏ تنص على أنه 
إذا كان ۷ دوريا بالنسبة ل 7 وكانت كثيرة حدود 7الدنيا فی 111 ھی (×)م فإن 
مصفوفة ا بالنسبة لأساس مال ثاهى ((×)م) © , 


4ه مواضيع في الجبر 


لاحظ كذلك أن ا مصفوفة )«)١(‏ © » حيث (:/ هي أي كثيرة حدود واحدية في 
آنا تحقق (×)» كما أن كثيرة حدودها الدنيا هي(× (انظر مسألة )٤(‏ الواردة فى 
نهاية هذا البند ومسألة (۲۹) الواردة فى نهاية البند(5-١).‏ 


الآن نأي إلى إثبات المبرهنة المهمة الآتية . 


)۱-۷-٦( مبرهنة‎ 

إذا كانت كثيرة حدود ۲ الدنياء حيث (۷)ع16۸ » هي “(»:)و-()م ؛ بحيث 
(:) كثيرة حدود واحدية غير ختزلة في [×]۴ » فإنه يمكن إيجاد أساس ل ۷ على ۴ بحيث 
تكون مصفوفة 7 من الصيغة 


C(q(x)°) 
C(q(x)*) 


C(q(x)™) 


الرهان 

لما كان ۷ . باعتباره فضاءً حلقيًّامنتهيالتوليد على [×]۴ › ولا كانت [×]۴ حلقة 
إقليدية فإننا نستطيع تفريق ۷ على الصيغة ,۷=۷;®...©۷» حيث إن ,۷ فضاء حلقي 
دوري وغير متغير تحت تأثير 1. فإذا كان :7 هو التحويل الخطي المحدث بواسطة على 
۷ » فإن كثيرة حدوده الدنيا يجب أن تكون قاسم| ل *()و-(5)م. وبالتالي فهو من 
الصيغة “(×) وباستطاعتنا ترقيم الفضاءات بحيث يكون ,6<...<درءدء. 

الآن ")ې يفني ;۷ لكل ذ وبالتالي فهو يفني ۷ ومن ثم فإن 0-'(1)و. وهكذا 
فإن ء<,ء وما كان من الواضح أن ء هو على الأكثر ء لذا نجد أن عد يع. 


التحويلات الخطية 0.0 


استنادا إلى تمهيدية )١-0/-5(‏ وحيث إن ۷١‏ دوري بالنسبة إلى 7 » فإننا نستطيع 
إيجاد أساس بحيث تكون مصفوفة التحويل الخطي :1 على ۷ هي "*((0)1)1. وهكذا 
واستنادا إلى مرهنة )١1-5-5(‏ يمكن إيجاد أساس ل ۷ بحيث تكون 
مصفوفة 7 بالنسبة لهذا الأساس هى 


ره 
C(q(x)*)‏ 


C(q(x)™) 

إذا كانت كثيرة حدود (/1)م4 76 الدنيا على ۴ هي"زم و...أ(:) روع-رممحيث 

().و.....(:)ر كثيرات حدود ختلفة وغير حتزلة في [::[7 فإنه يمكن إيجاد أساس ل ۷ 
بحيث تكون مصفوفة 1 من الصيغة 


كذ 


C(q;(*)*1) 


C(q;(x)“) 


كي أن =e... Ze,‏ رن ;€ 


البرهان 

استنادًا إلى مبرهنة )١-5-5(‏ يمكن تفريق ۷ إلى حاصل الجمع المباشر 
,0...۷ ۷=۷ , حيث كل من ۷ غیر متغير تحت تأثير 1. كا أن كثيرة الحدود الدنيا 
للتحويل الخطي 1 المحدث بواسطة 7 على ز۷ هي "(«)رو. وباستخدام تمهيدية 


5ه مواضيع في الجبر 


(1-5-5) المبرهنة آنفا نحصل على المطلوب . فإذا كانت درجة (*)رو هى ,ل فإننا نلاحظ 
أن مح رزء,84 حيث ١‏ هو بعد ۷ على 5. 


ترف 
إن مصفوفة 7 الواردة في النتيجة الآنفة الذك ر تدعى بالصيغة القانونية النسبية 
ل 
تعريف 
يطلق على كثيرات ا حدود 
q,(%) <<, (<)... (<) Fk‏ ...127 (ز) رو qı),‏ 
في [×]۴ القواسم الابتدائية ل 1. 
تعريف 


إذا كان =١‏ ۷ل فإن كثيرة ا حدود ا مميزة ل :1 ونرمز لها ب (×) م هي حاصل 
ضرب قواسمه الابتدائية . 1 

سنطابق بين كثيرة الحدود المميزة ا معرفة آنفا وكثيرة حدود أخرى سنكوّنها في البند 
(9-5). إن كثيرة حدود ۲ المميزة هي كثيرة حدود من الدرجة « وتنتمي إلى [×]۴ . كما 
أن لها خواص مهمة إحداها هي الواردة في الملاحظة الآتية . 


ملاحظة 

كل تحويل خطي (١1)ج4‏ 1 يحقق كثيرة حدوده ا مميزة» كبا أن كل جذر ميز ل 
ا هو جذر ل (×)ہم۔ 
ملحوظة )١(‏ 


إن العبارة الأولى من هذه الملاحظة هي نص مبرهنة مشهورة وهي مبرهنة كيلي - 
هاملتون ومع ذلك فإن تسميتها بالصيغة التي أوردناها ليس عدلاً . إن فحوى مبرهنة 


التحويلات الخطية 0۰۷ 


کيلي ‏ هاملتون هي في الحقيقة أن 7 تحقق (»*)بم عندما تعطى (×) ص بصيغة محددة جدًا 
وإذا أمكن تكوينها بسهولة من '1. ومع ذلك فإن الملاحظة بصيغتها الواردة تحوي على 
شيء ذي قيمة . ذلك أنه لما كانت كثيرة الحدود المميزة هي كثيرة حدود من الدرجة " 
فإننا قد أثبتنا أن كل عنصر في (/9)جى يحقق بالفعل قر نود من درج « واقعة في 
[×]۴. وحتى الآنء لقد برهنا هنا الحالة للتحويلات الخطية التي تقع جذورها المميزة 
فى .F‏ 


ملحوظة (۲) 

إن العبارة الثانية من الملاحظة كا وردت لا تحوي أي شيء› لأنه متى ما كان 1 
يحقق كثيرة حدود فإن كل جذر مميز ل 1 يحقق كثيرة الحدود هذه وبالتالي فإنه لن يكون 
ل بم أي خصوصية إذا كان ما ورد في المبرهنة صحيحا بالنسبة لما. بيد أن الواقع 
هو کا يلي : كل جذر مميز ل 7 هو جذر مميز ل (5),م » وبالعكس فإن أي جذر ل (8)جم 
هو جذر مميز ل 7. وفضلا عن ذلك فإن تكرار أي جذر ل (5)رم باعتباره جذرا لكثيرة 
الحدود يساوي تكراره باعتباره جذرا مميزا ل 7. وباستطاعتنا برهان ذلك الآنء لكننا 
سنؤجله إلى وقت لاحق وذلك عندما نستطيع برهانه بصورة طبيعية أكثر. 


برهان الملاحظة 
يجب إثبات أن 7 تحقق (),م» ولكن هذا بسيط إلى حد كبير» ذلك أنه ا أن («),م 
هى حاصل ضرب 
q,(%)",q,(x)°P,...,q«(%)*!,...,...‏ 
وبا أن: 


11781, وو > ري‎ «<, E1 FE 
لهذا فإن «),م تقبل القسمة على‎ 
pP(x%)=q,(x)“...q„(x)%* 
والتی هي كثيرة حدود 7 الدنيا. ولا كان 0-(1/م لذا فإن 0-(1),م.‎ 
^ لقد أطلقنا على مجموعة كثيرات الحدود الواردة في الصيغة القانونية النسبية ل‎ 
إنه لمرغوب إلى درجة كبيرة توضيح ما إذا كانت القواسم‎ .١ القواسم الابتدائية ل‎ 


0۰۸ مواضيع في الجر 


الابتدائية تعني التشابه في (۷)ع۸ إذ أن فصول التشابهء عندئذ» ستكون في تقابل مع 
مجموعة كثيرات الحدود في [×]۴. ولكن قبل أن نثبت هذا فإننا سنثبت النتيجة التي 
تقتضي أن يكون لتحويلين خطيين القواسم الابتدائية نفسها. 


(۲-۷-٦( مرهنة‎ 

لیکن ۷ و ۷ فضائي متجهات على ۴ وليكن ۷ هو ماثل فضاء متجهات من ۷ 
على /. ولنفرض أن (0)برش» 5 و (W)ع ۲٤A‏ بحيث أن 8(=)۷(۲ء) لكل ۷٤۷‏ 
عندئذ يكون ل 5 و ۲ القواسم الابتدائية نفسها . 


البرهان 
إذا كان ۷٤۷‏ فإن 
(vS )y=(vS)S)Yy=((vSY)T=((vY)T)T=vYT?‏ 
ومن الواضح أنه بالاستمرار على هذا النحو فإننا نجد أن : 
(vST)y=(vp)T™‏ 
وذلك لأي عدد صحيح 0<«. لذلك فإنه لأي كثيرة حدود[×]۴ ٤‏ ()! ولأي متجه ۷ ۷€ 
يكون 
(vf(S))y=(vp)f(T)‏ 
إذا كان ۴)5(=0 فإن 0-(00(1)1) لأي ۷٤ء.‏ ولا كان به يطبق ۷ على ۷ لذا 
يكون لدينا ۷٤)۳(=0‏ ومن ثم فإن ۴)۳(=0. وبالعكس إذا كانت [×]۴٤(×)ع‏ تحقق 
العلاقة 0-(8)1. فإنه لأي ٤۷‏ يكون 0>-((08)5). ولا كان ب تماثلاء لذلك فإن 
0-(8)5 وهذاء بالطبع » يقتضي أن 5(=0)ع وعليه فإن 7 و 5 يحققان نفس مجموعة 
كثيرات ا حدود في [×]۴ ومن ثم فإنه يجب أن يكون هيا نفس كثيرة ا حدود الدنيا 
**()يره...2*(»«)يو!*(:) رو دام 
حيث (),0:)(,....94 كثيرات حدود مختلفة وغير مختزلة في [×]۴. 
إذا كان ا فضاء متجهات جزئيا من ۷ غير متغير بالنسبة ل 5 فإن ل فضاء 
متجهات جزئي من ۷ غير متغير بالنسبة ل 7 ذلك لأن 
(UY)T=(US)JyCUY‏ 


التحويلات الخطية ۹ 


ولا كان ل و نآ متماثلين لذا فإن كثيرة الحدود الدنيا لے چ حيث ,5هو التحويل 
الخطى المحدث بواسطة 5 على لا » هي نفسها كثيرة الحدود الدنيا ل ,1 الذي هو 
التحويل الخطي المحدث بواسطة 7 على بنا وذلك وفقا للملاحظة الواردة انفا. 


الآن بها أن كثيرة الحدود الدنيا ل 5 على ۷ هي ٭(×) ...۸( بو -(0)م كما رأينا 
ذلك في المبرهنة )١-۷-١(‏ ونتيجتهاء فإننا نستطيع أخذ ا“(*),و ليكون أول قاسم 
ابتدائي ل 5 كما نستطيع إيجاد فضاء متجهات جزئي لامن ۷ غير متغير بالنسبة ل 5 
بحيث إن : 
1 ) + ۷= حيث 11 غير متغير بالنسبة ل 5. 
۲) القاسم الابتدائي الوحيد للتحويل الخطي ,5 المحدث بواسطة 5 على ,۷ هو “(×)ر٩.‏ 
*) القواسم الابتدائية الأخرى ل 5 هي تلك القواسم الابتدائية للتحويل الخطي ,5 
المحدث بواسطة 5 على .M‏ 
ومن هذا ندعي أن : 
N )١‏ =¥ حيث ل ۷= للا و ١1-841‏ غير متغيرين بالنسبة ل '1. 
؟) إن القاسم الابتدائي الوحيد للتحويل الخطي ,7 المحدث بواسطة 7 على ,۷ هو 
»)4 (الذي هو قاسم ابتدائي ل7 لأن كثيرة الحدود الدنيا ل 1هي 
.(p(%)=q,(*)“...q«(x)*‏ 
*) إن القواسم الابتدائية الأخرى ل 7 هي تلك القواسم الابتدائية للتحويل الخطي 
ر1 المحدث بواسطة 1 على .١‏ 
لما كان 8-3840 لذا فإن 34 و N‏ فضاءا متجهات متاثلان على ۴ وذلك بالنسبة 
للتماثل يبه المحدث بواسطة ««. وفضلا عن ذلك» فإنه إذا كان 684 فإن 
رآ (ون) (uS2)Y2= (uS)y = (up)T=‏ 
لذلك فإن ر5 و ر1 على علاقة ببعضها إزاء رل کا كان ل 8و علاقة ببعضها إزاء با 
وباستخدام الاستقراء الرياضي على البعد (أو بتكرار المناقشة) نجد أن 8و هما 
القواسم الابتدائية نفسها. ولكن لما كانت القواسم الابتدائية ل 5 هي (×),بالإضافة 
إلى القواسم الابتدائية ل ر1. بين القواسم الابتدائية ل 1 هي '*(*),0 بالإإضافة إلى 


01۰ مواضيع في الجبر 


القواسم الابتدائية ل ,5 لذا فإننا نجد أنه يجب أن يكون ل 5 و ۲ نفس القواسم 
الابتدائية وبهذا يتم البرهان . 


إن مبرهنة (1-0-5) ونتيجتها تعطينا الصيغة القانونية النسبية كما تنشأ تبعًا ها 
القواسم الابتدائية والآن نأي إلى إثبات خاصة الوحدانية . 


مبرهنة (۳-۷-٦)‏ 
يكون التحويلان ا خطيان 5,۲٤۸۴)۷(‏ متشابہين إذا وفقط إذا كان هيا القواسم 
الابتدائية نفسها . 


البرهان 

إن أحد الاتجاهين بسيط لأنه إذا فرضنا أن ل 5و7 القواسم الابتدائية نفسها 
فإنه ينتج عن ذلك وجود أساسين ل ۷ على ۴ بحيث تكون مصفوفة 8 بالنسبة للأساس 
الأول تساوي مصفوفة 7 بالنسبة للأساس الثاني (وكل منبها تساوي مصفوفة الصيغة 
القانونية النسبية) . ولكن» وفق ما رأينا سابقا في مناسبات عديدة» فإن هذا يقتضى 
تشابه 5 و 1. ١‏ 


والآن إلى برهان الاتجاه المعاكس . إن المناقشة هنا تشبه إلى حد كبير تلك المناقشة 
الواردة في بند (0-5) عند إثبات مبرهنة (1-0-5). وحيث إننا قد أوردنا ذلك البرهان 
مفصادٌ لذا فإننا هنا نستطيع تقديمه باختصار. 

أولا نلاحظ أنه بالنظر إلى مبرهنة )١-5-5(‏ فإنه يمكننا تقليص المسألة من الحالة 
العامة إلى حالة التحويل الخطي الذي كثيرة حدوده الدنيا قوة لكثيرة حدود غير مختزلة . 
وبالتالي فإنه. بدون المساس بالحالة العامة» يمكننا أن نفرض أن كثيرة الحدود الدنيا ل 
هي *(2) حيث (0)8 غير مختزلة من الدرجة ۵ في [×]۴. 

إن الصيغة القانونية النسبية تفيد بإمكانية تفريق ۷ على الصيغة 

+ ©... © لديا 


التحويلات الخطية ۱١‏ 


وحيث كل فضاء متجهات جزئي ۷ غير متغير بالنسبة ل 7 » كا أن مصفوفة التحويل 
الخطي المحدث بواسطة 1 على ۷ هي (؟()0)© أي المصفوفة المصاحبة ل (0)2 » إننا 
نحاول» في الحقيقة» برهان الآتي : إذا كان 
V=U,®U,®...©U,‏ 
حيث كل من زلا غير متغير بالنسبة ل 7 وكانت مصفوفة التحويل الخطي المحدث 
بواسطة على زلا هي (2(9))© » حيث ,ا<...<را<]. فإن 
1-5 زأح,ع ,... روأدية e =f,‏ 
(أثبت أن برهان هذه العبارة مكافء لرهان المبرهنة) . 
لنفرض أنه لدينا التفريقين المذكورين أعلاه. أي 
ولا © V=V,9...@V,, V=U,®...‏ 
وأن “ةك لبعض قيم 1. عندئذ يوجد عدد صحيح 7 بحيث يكون ہم بينما 
e =.=‏ کا يمكن أن نفرض أن ,؟ا<ىء. 
الآن )ع نفني يلاء .واولا ومن ثم فإن: 

Vq(T)™=U,q(T)"®...@U,,_,q(T™ 
ومع ذلك» فإنه يمكن إثبات أن بعد "(1) ا » ">1 هو (م6-5)ل (برهن ذلك!)‎ 
ولذلك فإن‎ 

dim(V,(T)")=d(fı-fq) + ... 0) rf) 
ومن ناحية أخرى.‎ 

0), ©"(1)و‎ ...©/ q(T) 

ولا كان بعد "'(9/,0)1 هو (م,5مء)0 » «>ذ , لذا فإننا نحصل على : 

dim (Vq(T)™)z>d(ef,)+...+d(eq-f) 
وحيث إن رمارم٠....,ر؟= رء ,ما <مء. لذا فإن هذا يناقض المساواة الواردة أعلاه.‎ 
. وبہذا يتم البرهان‎ 


نتيحة 


إذا كانت ال مصفوفتان ,۸,86۴ متشاءبتين في × حيث × امتداد ل ۴ عندئذ فإن 
المصفوفتين ۸ و 8 متشا۔ہتان في ,5. 


o۱۲‏ مواضيع في الجبر 


الرهان 

لنفرض أن B۴‏ ,۸ بحيث أن 8-0400 حيث ,0616. نعتبر هنا أن × يؤثر 
على 16 الذي هو فضاء المتجهات للعديدات من رتبة .١‏ عندئذ يكون gag" cK™‏ 
أن ”هو فضاء متجهات على ۴ فإنه ليس فضاء متجهات على ×. إنه ليس ضروريًا 
أن تقع صورة ۴نی "× تحت تأثير © مرة أخرى في 5. ولكن , على أي حال ۴۳٥‏ 
مجموعة جزئية من "× الذي هو فضاء متجهات على ۴ (برهن ذلك) . لیکن ۷ هو فضاء 
المتجهات ۴ علی ۴ و ۷ هو فضاء المتجهات ۴٤٥‏ على ۴ ولنفرض أن ٠-70‏ حيث 
0ا6». الآن (لا)ره ۸€ و (/8)ح» 8 کا أنه لأي ۷٤۷‏ يكون : 

(vA)y=vAC=vCB= (v}إ)B‎ 

ولمهذا فإن شروط مبرهنة (5-/!-7) محققة. وعليه فإن ل 4و 8 القواسم الابتدائية 
نفسهاء ووفقا لمبرهنة (5-/0-”) فإن ۸ و 8 يجب أن تکونا متشابهتين في 5. 


إن النتيجة الآنفة الذكر لا تنص على أنه إذا كانت ,4,868 وكانت 
8-0407 و ,0616 فإن من الضروري أن تكون ,065 إن هذا غير صحيح . إن ما 
تنص عليه هو أنه إذا كانت ,4,861 بحيث أن ©14 8-0 حيث ٥٤۸,‏ فإنه توجد 
مصفوفة 2 في ,۴ (قد تكون ختلفة عن ©) بحيث أن 2 8=0“"۸. 


قساتل 
١‏ - تحقق من أن ۷ هو فضاء حلقي على [×]۴ وفق التعريف المعطى . 
۲ - برهن على أن جميع النقاط المشار إليها ب «برهن على ذلك» والواردة في برهان مبرهنة 
كن" 
۳ - (ا) أثبت أن كل جذر لكثيرة الحدود المميزة ل 7 هو جذر مميز ل 1. 
(ب) برهن على أن تكرار أي جذر ل (۸)م يساوي تكراره كجذر مميز ل 7. 
٤‏ - أثبت أنه إذا كانت []1)(65 فإن ((10)© تحقق («)؛ كما أن كثيرة الحدود الدنيا ل 
(()1)© هي (:*«)؟ وما هي كثيرة الحدود المميزة ل ((502)© ؟ 


21 


A 


التحويلات الخطية o۱۳‏ 


- إذا كان ۴ هو حقل الأعداد النسبية . فأوجد جميع الصيغ القانونية النسبية الممكنة 
هر حقل جميع نو 


وكذلك القواسم الابتدائية لكل مما يأتي : 

)( المصفوفات من النوع 66ف ,التي كثيرة حدودها الدنيا هية(1()2+1-»). 

(ب) المصفوفات من النوع 15×15 في ۴,۶ التي كثيرة حدودها الدنيا هي 
.)x»+x×+1( 2+2‏ 

(ج) المصفوفات من النوع 0 في ۴۵ التي كثيرة حدودها الدنيا هي 
(1+ )17+ ). 

(1) إذا كان × هو امتداد ۴ وكانت ,4616. فأثبت أنه يمكن كتابة 4 على 

الصيغة يفي( +...+رهر ١ه‏ » حيث رظعية.,....ره » كما أن 


(ب) على افتراض أن الترميز الوارد هنا هو ىا في الفقرة (ا) . أثبت أنه إذا كانت 
,861 بحيث أن 48-0 فإن 8-0 -... - ره - 8 له 

وم إذا كانت © تتبادل مع فأثبت أنها تتبادل مع كل من ييكر..., ره 

د إا کات مكيث,...ررث وذلك لبعض قيم 1.616,...,,( . حيث × هو 
امتداد ۴ وکان ل ۸۸+...+ ۸,۸ معكوس في ,ك1 . فأثبت أنه إذا کان ۴ يحتوي 
على عدد غير منته من العناصر فإن باستطاعتنا إيجاد 68يه,...,.ه بحيث يكون 
ل ۵۵ +... + ,4ر معكوس في ,5. 
- إذا کان ۴ حمقلا منتهيا فأثبت أن نتيجة المسألة (۷) غير صحيحة . 

- باستخدام نتيجتي المسألتين 5(أ) و(۷) . أثبت أنه إذا كان ۴ يحتوي على عدد غير 
منته من العناصر فإنه إذا كانت ۸,8٤۴,‏ متشاءهتين في ,>1 حيث × هو امتداد ۴ 
فإنما متشابهتان في ,5. (إن هذا يزودنا ببرهان مستقل عن الصيغة القانونية 
للنتيجة الأولى لمبرهنة (5-/-”) وذلك في الحالة التي يكون فيها ۴ حقلا غير 


منته) . 


۷ باسققلبام سسابات مسساولية زرلاكن باقباج موود في ساألة :رم . أثبت أنه إذا 


كان 5 هو حقل الأعداد ا 7 لحقيقية و >1هو حقل الأعداد المركبة فإن أي عنصرين من 
ر۴ اللذين هما متشابهان في :> يكونان بالفعل متشابهين في ۴. 


o14‏ مواضيع في الجبر 
(5م) الأثر والمنقول 


إن الطبيعة غير المعقدة للمادة التي سنتناوها في هذا البند يمكن اعتبارها راحة 
ذهنية بعد الدراسة المكثفة الواردة في البنود القليلة السابقة . 
لیکن ۴ حقلا و ۸ مصفوفة في ,5. 


تعريف 
نعرف أثر (1732) ا مصفوفة ۸ بأنه مجموع العناصر في القطر الرئيس فيها. 
سنرمز لأثر المصفوفة ۸ بالرمز ۲۸ . فإذا كانت (يه)-هم 
فإن 
trA= 2 ij‏ 


إن الخواص الأساسية لدالة الأثر تتلخص فيا يلي : 


| )١-4-5( تمهيدية‎ 

إذا كانت ,€۴ 4,8 و 161 فإن : 
tr(AA)=AtrA (1)‏ 
tr(A+B)=trA +trB ©‏ 
tr(AB)=tr(BA) 2,‏ 
البرهان 


إن برهان (۱)» (۲) [والذي يؤكد على أن الأثر عبارة عن دالي خطي على ,۴] 
إذا كانت B=(§;) y A=()‏ فإن (ن/) -8م حيث 


n 
رلا‎ > - ix Êkj 


٠‏ کا أن (رس)-84 حيث 


التحويلات الخطية واه 


= بع‎ ue 
وهكذا فإن‎ 
tr(AB)=Zy;= (Zo Êx;) 
وبمبادلة ترتيب الجمع في علاقة الجمع الأخيرة نحصل على‎ 


n n n n 
tr(AB)=Z: Zag = ره8)نحين ع لمق بع ) بع‎ 


i=l 
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إذا كان يوجد للمصفوفة 4 معكوس فإن ©-(-م0م)ن. 


البرهان 
لنفرض أن 8-0471 عندئذ 
tr(ACA")=tr(AB)=tr(BA)=tr(CA"A)=trC‏ 
إن مذ النتيجة أهميتين : أولاهما أنها تسمح لنا بتعريف الأثر لأي تحويل خطي . 
والثانية أنها تمكننا من إيجاد صيغة بديلة لأثر ۸. 


تعريف 

إذا كان ۲٤۸)۷(‏ فإن "1 أي أثر 7 يعرف بأنه أثر (11,)1 حيث (1,)1 هي 
مصفوفة 7 بالنسبة لأساس ما ل ۷. 

إن أثر 5 يعتمند غلى 7 وليس على أي أساس معيّن ل ۷. ذلك أنه إذا كانت 
(0,)1 و (1)يهد هما مصفوفتا 7 بالنسبة لأساسين مختلفي ل ۷ » فإنه وفقا لمبرهنة (5- 
۲-۳) تكون المصفوفتان (1),” و (17) ر" متشابهتين ووفقا لنتيجة التمهيدية )١-/8-5(‏ 
كوة ا 


تمهيدية (1-8-5) 
إذا كان ۲٤۸)۷(‏ فإن ”1:3 هو مجموع ا جذور ا مميزة ل ۲ (وذلك باستخدام كل 
جذر ميز بمقدار تكراره) . 


كلاه مواضيع في الجبر 


البرهان 

هنا يمكن أن نفرض أن 7 مصفوفة في ,۴ » وإذا كان × هو حقل انشطار كثيرة 
الحدود الدنيا ل على ۴ » فإنه يمكن تحويل 7 في ,> وفقا لمبرهنة (71-5-5) إلى صيغة 
جوردان [. إن 3 هي المصفوفة التي تظهر على قطرها الجذور المميزة ل 5 . كما أن كل 
جذر يظهر متكررا بمقدار تکراره . وهكذا فإن ۲۲۲ يساوي مجموع الجذور المميزة ل 1 
> ومع ذلك فإن 3 من الصيغة ۲ ۸۲۸ وهذا فإن 61-1 مما يثبت التمهيدية . 


إذا كان 7 معدوم القوى فإن جميع جذوره المميزة أصفار. ومن ثم فإنه وفقا 
لتمهيدية )١8-5(‏ يكون 61-0. ولكن إذا كان 7 معدوم القوى فكذلك يكون 
ETT os‏ فإن ۵٣ا‏ لكل i‏ 1<ز. 
والآن» ماذا عن الاتجاه الآخر؟ أي إذا کان 11-0 حيث ,...,1-1,2 فهل 
نستنتج من ذلك أن 1معدوم القوى؟ كلاء لأنه إذا كان میز الحقل ۴ يساوي 2 فإن أثر 
مصفوفة الوحدة في ر۴ التي هي 
9 1 
نه ها 


يساوي الصفر (لأن 1+1-0) وهكذا بالنسبة لجميع قواها. ومن الواضح » أن مصفوفة 
الوحدة ليست معدومة القوى» ومع ذلك. فإنه إذا كان ميز الحقل يساوي صفرًا فإن 


النتيجة صحيحة بالفعل . 
تمهيدية (7-8-5) 
إذا كان ميز ا حقل ۴ يساوي صفرًا وكان ۲٤۸)۷(‏ بحيث أن 11-0 لكل 1<¡ 
فإن 14 معدم القوى 5 
الرهان 


لما كان (۷) €۸ ۰ فإن 1 يحقق كثيرة حدود دنیا »+ ...+ "عرب ”يرد ررم 
وبأخذ الأثر لطرفي المعادلة 


التحويلات الخطية o۱۷‏ 


T"+aT™'+...+a_T+a, =0‏ 
نحصل على 
trT"+atr T+... +a, rT +trTa =0‏ 
ولكن 11-0 لكل 1<¡ » لهذا نتوصل إلى أن 0م فإذا كان «=۷صنل » فإن 
1= ,110. ومن ثم فإن 0-0ه. ولكن مميز يساوي صفرًا. لذلك فإن ۸0 ومنه ينتج 
أن 0>ر». ولا كان الحد الثابت في كثيرة الحدود الدنيا يساوي صفرًا . لذا فإنه استنادا 
٤ء‏ 50 
إلى مبرهنة (۲-۱-۹) يكون 7 شاذا وبناء عليه فإن الصفر يكون جذرا ميزا ل 1. 


الآن ننظر إلى 7 باعتباره مصفوفة في ۴. ومن ثم فإنه مصفوفة في ,>1 حيث × هو 
امتداد ۴ الذي بدوره يحتوي على جميع الجذور المميزة ل 1. وفقا لمرهنة )١-4-5(‏ 
نستطيع تحويل 7 إلى الصيغة المثلثة في ۾۸. ولا كان الصفر جذرًا تميزًا ل 7 » فإننا في 
الواقع نستطيع تحويل إلى الصيغة 


و مصفوفة من النوع (احم)»ا(1حم) (إن » هي عبارة عن العناصر ف المصفوفة والتي 
ليست ها أهمية بالنسبة لنا) . الآن 
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ولذلك فإن “1)-*1::-0. وهكذا فإن 1 مصفوفة من انوع 9( رای تن 
۲۳*۵ لكل ٠‏ حيث 1<«. باستخدام الاستقراء على ١‏ أو بتكرار المناقشة نفسها التي 


0۱۸ مواضيع في الجبر 


استخدمت في 7 على ر۲. نجد أن 0>يه -... -يه لأن م»,...ريه هي الجذور المميزة ل 
ر1. وهكذا فإنه عحدما يتم تحويل ۲ إلى الصيغة المثلثة فإن جميع عناصره التي في القطر 
الرئيس أصفار مما يجبر 5 على أن يكون معدوم القوى . (أثبت ذلك) . 

إن لهذه التمهيدية » على الرغم من أنها تبدو كحالة خحاصة» استعالات عديدة 
وسنوظفها مباشرة في إثبات النتيجة التالية المعروفة عادة بتمهيدية جيكوبسون 


.(Jacobson) 


تمهيدية (4-8-5) 
إذا كان ميز ۴ يساوي صفرًا وكان 1,5٤6۸)۷(‏ بحيث أن 51-15 يتبادل مع 5 
فإن 51-5 معدوم القوى . 


البرهان 

بحساب *(۲-۲8؟) لأي ٠‏ » 1< نجد 

(ST-TS)*=(ST-TS)(ST-TS) -)51-15(“151-)51-15( 9‏ 
ولا كان 5175 يتبادل مع 5 . فإنه يمكن كتابة الحد 51-15(“151) على الصيغة 
(5))51-75('77. لنفرض الآن أن “(8=)81-18 عندئذ نجد أن 58-85-"(57-19) 
لذلك فإن 
tr((ST-TS)*)=tr(SB-BS)=tr(SB)-tr(BS)=0‏ 

وذلك وفقا لتمهيدية .)١-48-5(‏ واستنادا إلى التمهيدية السابقة فإن 57-75 يجب أن 
يكون معدوم القوى. 

إن الأثر هو دالي خطي بالغ الفائدة من "۴ (ومن ثم. من (4)۷) إلى ۴. ننتقل 
الآن إلى تقديم تطبيق مهم من ,إلى نفسها. 


تعريف 
إذا كانت 6۴ (»)=۸ » فإن منقول (ءدممدمه:1) 4 ويكتب '4 هو ا مصفوفة 


(۷) = “م, حيث :© > رن لكل ذ ولكل ز. 


التحويلات الخطية ۹ 


إن منقول 4 هو المصفوفة الناتجة من مبادلة صفوف وأعمدة المصفوفة 4. إن 
الخواص الأساسية للمنقول تتضمنها التمهيدية الآنية . 


تمهيدية (1-5-ه) 
لكل ,۸,8۴۴ يكون : 
رقع مع رم 
(A+B)'=A'+B' 6‏ 
2 الى '8- '(ظم) 
البرهان 
إن برهان الفقرتين الأولى والثانية بسيط ولذلك فهو متروك للقارىء . والآن نثبت 
الفقرة الثالثة . 


لنفرض أن (نه)-ه و (ن8) -8 . عندئذ (۸8=)۸ » حيث 
a,‏ کک = ۸ 
ولذلك فإنه وفقا لتعريف المنقول يكون. (نم)-'(88) » حيث 


n 
ربلا‎ == jx Êki 


ين ناحية أخری» (۷) =۸ حيث از ۷17 3 (ي5) -'8 حيث حرق ولهذا فإن العنصر 
ف الموقع (ز,1) من 'ه'8 هو 5 
O jk Bki = ij‏ > = لا ZŠikYkj‏ 
k=1‏ ادم k=!‏ 


أي أن /48('=8'4) وبهذا نكون قد برهنا الفقرة الثالثة من التمهيدية . 

بوضع 8-۸4 في الفقرة الثالثة نحصل على .)47'=)۸٠(”‏ بالاستمرار على هذا 
النحو نحصل على “(/4*('=)۸) وذلك لجميع الأعداد الصحيحة الموجبة ». وعندما 
يوجد معكوس ل ه فإن "('4('=)۸). هناك خاصة إضافية أخرى للمنقول وهي أنه 
إذا كان ۸٤۴‏ فإن 'هاةع'(ه() لكل ۸٤۴,‏ الآن إذا كانت ,65م تحقق كثيرة 


o1۰‏ مواضيع في الجبر 


الحدود 0= + ...+ "4 ,+ "همه » فإننا نحصل على 0'=0='(»+...+"هره) 
وبحساب '(»+...+”۸,م٠)‏ باستعمال خواص المنقول نحصل على 

ديه ...+1 a(A')"+a,(A')™‏ 
ما يعني أن '4 تحقق أي كثيرة حدود محققة بواسطة 4. ولا كان ۸=)4٠('‏ فإنه بالطريقة 
كينها تة أن ه تحقق أي كثيرة حدود محققة بواسطة '۸. وبصورة خاصة فإن ه و '۸ 
يحققان كثيرة الحدود الدنيا نفسها على ۴. ومن ثم فإن لما الجذور المميزة نفسها. إن 
بإمكاننا إثبات أن كل جذر له التكرار نفسه في 4 و '۸. إن هذا واضح . ذلك لأنه 
يمكن إثبات أن ۸ و 'ه متشاببتان (انظر مسألة )٠٤١‏ . 


يقال إن ا لمصفوفة ۸ هي مصفوفة متناظرة )symmetric matrix)‏ إذا كان .A'=A‏ 
تعريف 

يقال عن ال مصفوفة ۸ إنبا مصفوفة متناظرة تخالفيا (ءذباء«:ججبرو-بمعءزو) إذا كان 
.A' =A‏ 


إنه لن يكون باستطاعتنا التمييز بين المصفوفات المتناظرة والمتناظرة تخالفيًا وذلك 
في حالة کون مميز الحقل ۴ يساوي 2 ذلك لأن 1--1. وهذا فإننا سنفترض فيها تبقى من 
هذا البند أن مميز ۴ لا يساوي 2. 

إن لدينا طرقًا للحصول على مصفوفات متناظرة ومتناظرة تخالفيا. فعلى سبيل 
المثال. إذا كانت 4 مصفوفة ما فإن /8+ه مصفوفة متناظرة كما أن '۸-۸ متناظرة 
تخالفيا. لاحظ أن .4='/2)۸+۸/(+'/2)۸-۸٠(‏ إن أية مصفوفة هي عبارة عن مجموع 
مصفوفتين إحداها متناظرة والأخرى متناظرة تخالفيا. إن هذا التفريق وحيد (انظر 
مسألة .)١4‏ طريقة أخرى للحصول على المصفوفات المتناظرة يمكن وصفها كا يلي : 
إذا كانت ۸ مصفوفة معيّنة. فإن ۸۸۲ و ه' متناظرتان. (لاحظ أنه ليس من 
الضروري تساويهما) . 

إن من طبيعة المشتغل بالرياضيات هي أنه متى ما واجه مفهومًا مها ناشئًا من 
وضع خاص. فإنه يحاول تجريد هذا المفهوم من خصوصيته ويوظف الخواص الأساسية 


التحويلات الخطية اله 


لهذا المفهوم كوسائل لتجريده. والآن نتبع هذه الطريقة مع المنقول. لذلك نأخذ 
الخواص الأساسية للمنقول الواردة في نص تمهيدية (58-5) والتي تؤكد على أن المنقول 
يعرف تمائلا ذاتيا مضادا (anti-automorphism)‏ دورته تساوي 2 على ,5. إن هذا يقود 


إلى التعريف الآتي . 
تعر يف 
إن التطبيق ٭ من ,۴ إل ,۴ يدعى تطبيقا قرا (74ذ20[0) على ,۴ إذا كان 
(A) =A 6‏ 
(A+B) =A +B 22‏ 
م2 (AB) =B A‏ 


لاحظ هنا أننا لا نصر على أن يكون 4= '(۸۸) » حيث ۸6۴. وني الحقيقة فإن 
هذه ليست هي الحالة في معظم القرائن المستخدمة ولنناقش الآن واحدا منها. لیکن ۴ 
هو حقل الأعداد المركبة ولنفرض أن و6 ()=۸. عندئذ (۸)= 'لىم حیٹ 3< اهو 
المرافق المركب للعدد ».إن التطبيق * يدعى » في هذه الحالة. بالقرين الهرميتي 
)Hermitian Adjoint)‏ على ,۴. وفي بنود لاحقة سندرس بالتفصيل بعض المصفوفات 
بالنسبة للقرين اهرميتي . 

إن كل شيء ذكرناه حول المنقول. مثل التناظرء التناظر التخالفي ينسحب على 
القرائن العامة . ونتحدث عن العناصر المتناظرة تحت تأثير * (فمثلا ه-8) والعناصر 
المتناظرة تخالفيا تحت تأثير * الخ . . . وفي نهاية هذا البند توجد أمثلة ومسائل عديدة 
متعلقة بالقرائن العامة . 

دعنا ندرس القرين اطرميتي . إننا لن نسمي أية معلومات نحصل عليها مبرهنةء 
ليس هذا بسبب أنها لا تستحق هذا العنوان ولكن لأننا سنعيد عمل ذلك (وسنميزه 
تماما) من وجهة نظر مركزية . 

لنفرض أن ۴ هو حقل الأعداد المركبة وأن القرين على ,۴هو القرين اهرميتي . 
يقال عن المصفوفة ۸ إنها هرميتية إذا كان ۸= '۸. 


۲ مواضيع في الجبر 


الملاحظة الأولى هى أنه إذا كان ٤۴,‏ 0۶۸ فإن 0<( ۸۸)). والملاحظة الثانية 
هى أنه نتيجة للملاحظة الأول إذا كان ٤۴,‏ ۸,..., ,۸ وإذا كان 
+...+AKAk =0‏ هوه + آ۸4 فإن ۸4,=0=...=ر 4= ,۸. والملاحظة الثالثة هى أنه إذا 
كانت مقر وة ون 27-7 الراقق اکب 1ة 1 
لنفرض أن ,۸6۴ هرميتية وأن العدد المركب 81+» » حيث » و 8 حقيقيان 
و1--12. هو جذر مميز ل 4. عندئذ ليس للمصفوفة (0+81)-8 معكوس . وعندئذ فإنه 
لا يوجد للمصفوفة ((81ه)-ه)(:8 +0)-8) معكوس . بيد أنه إذا كانت هناك مصفوفة 
شاذة فإنها يجب أن تفني مصفوفة غير صفرية (مبرهنة 1-١-5‏ ونتيجتها رقم ۲). ولذلك 
فإنه يجب أن توجد مصفوفة 0*+© بحيث أن 0-(0))8-0(2+82. بالضرب من اليمين 
ب © نحصل على: 
C(A-a)?C' +820 =0‏ )( 
لتكن (ههم)0-<2 و ©85-8. بها أن ۸= ۸ وبما أن » عدد حقيقي فإن 
.٥)4-( € =D‏ وبها أن 8 عدد حقيقى فإن '8200-7575. وهكذا فإن المعادلة )١(‏ 
تصبح 0-:225+88. ومن الملاحظات الواردة أعلاه فإن هذا يستلزم أن تكون 2-0 
و5-0. الآن ندرس العلاقة 5-0. بها أن ©0-8-8 وبا أن 00 فإنه يجب أن يكون 
لدينا 8-0. تُرى ما هو الشىء الذي أثبتناه؟ في الحقيقة لقد برهنا النتيجة (المهمة) التي 
تنض عل آثه إذا كان الندد الزقب لجرا را لصقوفة رة قإن :3+ عنتقك: جب 
أن يكون عددًا حقيقيًا.. وباستخدام خواص الأعداد المركبة يمكن كتابة نص هذه 
النتيجة كا يلي : إن ا جذور ا مميزة للمصفوفة ا هرميتية جميعها حقيقية . 
الآن اشا نقاشنا على هذا النبج . لتكن '8ه-8 حيث ,۸€۴. . إن 8 
مصفوفة هرميتية . إذا كان العدد الحقيقي » جذرًا ميزًا ل 8 فهل يمكن أن يكون » أي 
عدد حقيقي أو أنه يجب أن يكون مقيدا بطريقة ما؟ إننا ندعي » بالفعل» أن » يجب 
أن يكون غير سالب. لأنه إذا كان » سالبا فإن 87--» حيث 8 عدد حقيقي . ولكن» 
عندئذء لا يوجد معكوس للمصفوفة 87+ 8+8”=۸۸-=»-8 ومن هنا فإنه يوجد 
مصفوفة 0+© بحيث يكون 0-(82+'ه.م)0. بالضرب ب '© من اليمين وتكرار المناقشة 
السابقة نحصل على 86-0 وهذا تناقض . بهذا نكون قد برهنا على أن أي جذر مميز 


التحويلات الخطية of‏ 


حقيقي للمصفوفة '4ه يجب أن يكون غير سالب وفي الحقيقة أن كلمة «حقيقي» في 
هذه العبارة غير ضرورية إذ أنه يمكن أن نكتب العبارة كا يلي : إن جميع الجذور المميزة 
للمصفوفة 44 غير سالبة وذلك لأية مصفوفة ,675 ه. 


مسائل 
إن التناظر والتناظر التخالفي سيكون بالنسبة للمنقول مالم ينص على غير ذلك . 
-١‏ بزهن على أن +B‏ هرا (8 + )نا وأن =A‏ (هذ)' حيث 1615, 
۲ -() أثبت باستخدام الأثر أنه إذا كان میز ۴ يساوي صفرًا فإن من غير الممكن إيجاد 
مصفوفتين ,€۴ ۸,8 بحيث إن 1= .۸8-8A۸‏ 
(ب) في الفقرة (1) برهن » في الحقيقة » على أن (48-84)-1 لا يمكن أن تكون 


معدومة القوى . 
*-() لتكن ٤‏ دالة معرفة على ,۴ بحيث تكون قيمها في ۴ تحقق ما يلى : 
f(A+B)=f(A)+f(B) )۱(‏ ۰ 
f(LA)=Af(A) (0‏ 
زف f(AB)=f(BA)‏ 


لكل ۸,8٤۴,‏ ولکل ۸6۴. برهن على أنه يوجد عنصر ۴٤ہ‏ بحيث 
یکو ن شتامه(ه)! لكل ,€۴ ۸. 
(ب)إذا كان میز ۴ يساوي صفرًا وإذا كانت ؟ الواردة في (ا) تحقق خاصة إضافية 
هي ه-(1)). فأثنبت أن ها -(ه)؛ لكل ,1ع ۸۔ 
لاحظ أن المسألة (") تميز دالة الأثر. 
ي* - () إذا كان الحقل ۴ يحتوي على عدد غير منته من العناصر. فأثبت أنه يمكن 
كتابة كل عنصر في ,۴ على هيئة بجموع مصفوفات منتظمة . 
(ب) إذا کان ۴ يحتوي على عدد غير منته من العناصر وكانت الدالة ؛ المعرفة على 
م بقيم في ۴ تحقق الخواص الآتية . 
f(A+B)=f(A)+f(B) 0)‏ 


o4‏ مواضيع في الجبر 


f(KA)=Af(A) (00‏ 
2 (هم)؛ع(!-8م1)8 
لكل ۸٤۴,‏ ولكل ۸٤۴‏ ولكل عنصر 8 له معكوس في ,5. فأثبت أن 
(4)نامه -(4)؛ وذلك لعنصر معين 61مه ولكل .۸٤۴,‏ 
© - برهن تمهيدية جیکوبسون للعنصرين ۸,8٤۴,‏ إذا كان « أقل من مميز ۴. 
5 -() لنعرف التطبيق مل؛ حيث C٤۴,‏ . على ,1 بالقاعدة 760-016-(00)6 حيث 
,615 ,. أثبت أن 
dc(XY)=(dc(X))Y-X(dc(Y))‏ 
(هل يذكرك هذا بالمشتق)؟ 
(ب) باستخدام .)١(‏ أثبت أنه إذا كانت 48-84 تتبادل مع 4 فإنه لأي كثيرة 
حدود [:]5» (0)و یکون ٩)۸(8-8٩)۸(=٩')۸()۸8-8۸(‏ حيث (:) 'و هو 
مشتق (0)5. 
۷- استخدم فقرة (ب) في مسألة (5) لتبرهن تمهيدية جيكوبسون. (إرشاد: لتكن 
(«)م هي كثيرة الحدود الدنيا ل ۸ ثم اعتبر: (ش)م8-8(ه)م-0). 
-() إذا كانت ۸ مصفوفة مثلثة. فأثبت أن العناصر في القطر الرئيس في ۸ هي 


الجذور المميزة ل ۸. 
(ب) إذا كانت مثلثة وكانت العناصر في القطر الرئيس أصفارًا. فأثبت أن ۸ 
معدومة القوى . 
84- برهن على أنه لأي ,4,86۴ ولأي ۸6۴ يكون ۸'('=4) و '8+/4+8('=۸) و 
“هدح '(04. 


-٠‏ إذا كان يوجد معكوس للمصفوفة ه. فأثبت أن 7('ه)ع'(اتهم). 

. إذا كانت ۸ متناظرة تخالفيًا. فأثبت أن جميع العناصر في قطرها الرئيس أصفارًا‎ -١ 

۲ ۔ إذا كانت كل من ۸ و 8 متناظرة. فأثبت أن 8ه متناظرة إذا وفقط إذا كان 
.AB=BA‏ 

۴۳ - أورد مثالا لمصفوفة ۸ بحيث تكون ۸۲۸٭+'۸۸. 

اتات هرى 4 اماف 


التحويلات الخطية هاه 


6- إن العناصر المتناظرة في ,۴ تشكل فضاء متجهات . أوجد أساسا له ثم أوجد 
بعده . 

5 - لنفرض أن 5 ترمز إلى مجموعة العناصر المتناظرة في م5. أثبت أن الحلقة الجزئية 
من ,۴ والمولدة ب 5 هي جميع ,5. 

۷- إذا كان میز #صفرًا وكان 0-(8) حيث .۸٤۴,‏ فأثبت أنه يوجد 
,061 بحيث تكون العناصر في القطر الرئيس في 0۸٥"‏ أصفارًا فقط . 

* - إذا كان میز يساوي صفرًا وكان أثر ۸٤۴,‏ يساوي صفرًا . فأثبت أنه توجد 
8,۴۸ بحيث يكون 4-80-0608 (إرشاد: الخطوة الأولى: افرض وفقا 
لنتيجة المسألة )١١/(‏ أن جميع العناصر في القطر الرئيس للمصفوفة ۸ هي 
أصفار) . 

4 -() إذا كان مميز ۴ لا يساوي 2 وإذا كان * أي قرين على ,5 وإذا كانت 

S+K=F, : فأثبت أن‎ K=)A €۴, |4 =-A۸( و‎ 8=) F4 =A} 
8 وکانت ©4-8+6 . 865 و 0616 فأثبت أن كلا من‎ ۸٤۴, (ب) إذا كانت‎ 
و© وحيدة ثم عيّنهها.‎ 

٠‏ -() إذا كانت 865,ى. فأثبت أن 84865 +8م 
(ب) إذا كانت 616 4,8. فأثبت أن 16 8-84م 
(ج) إذا كانت 465 و €۸ 8. فأثبت أن 8-8465ى وأن .AB+BAEK‏ 

- إذا كان ب تمائالٌ ذا على الحقل ۴ وعرفنا التطبيق © على ,كما بلي: إذا 
كانت (:»)=۸ فإن ((ربه)0)-(65)4. أثبت أن 
%)4+8B(=0)4(+)8(‏ وأن P(AB)=%(4A)%(B)‏ لكل .A,B€F,‏ 

۲ - إذا کان ٭ و © يعرفان قرینین على ,5. فأثبت أن التطبيق ®( '۸)+¬4: لكل 
۾ في ,5 يحقق العلاقة (8)ب+ (ه)بن-(8+ح)ب وأن (8)ب(ه)ب- زتام)ب 
لكل ه و 8 في ,5. 

۳ - إذا كان » هو أي قرين على ,۴و < مصفوفة قياسية في ,5. فأثبت أن يجب أن 
تكون مصفوفة قياسية . 


٦‏ مواضيع في الجبر 


4 - لنفرض معرفة المبرهنة الآتية: إذا كان ب تمائلاً ذاتيًا على ,۴ (أي أن به 
يطبق ,#على نفسها بطريقة يكون فيها (8)إ+(۸)إ=(۸+8) 
و(8)ا(ى)ب-(8خ)ب) بحيث يكون .(-(0)3 لكل مصفوفة قياسية 1 . عندئذ 
يوجد عنصر ,261 بحيث يكون 57مم-(ه)ب؟ لكل ,75-ه. أثبت» استنادا 
إلى هذه المبرهنة» أنه إذا كان » قريئًا على ,۴ بحيث يكون 2-1 لكل مصفوفة 
قياسية ۸ فإنه» عندئذ» يوجد مصفوفة ,761 بحيث يكون 4-2457 لكل 
مصفوفة ,461 وفضلا عن ذلك فإن /832 يجب أن تكون قياسية . 

٥‏ - إذا كان ۲٤۴,‏ بحيث أن 0۴۴ مصفوفة قياسية . فأثبت أن التطبيق المعرف 

بالقاعدة 087ىمم-'ى هو قرين على ,5. 

5* - بافتراض معرفة المبرهنة الواردة حول التماثل الذاتي في مسألة .)۲٤(‏ أثبت ما 
يلي : إذا كان » قرينا على م5 فإنه يوجد تمائل ذاتي + على ۴ دورته تساوي 2 
وعنصر ,2617 بحيث يكون لكل ,عه » '۸'=۶)۵)۸(('۶ (راجع مسألة 
(۲۱) من أجل الاصطلاح)» وفضلا عن ذلك أثبت أن '(5)ه'-م هي 
مصفوفة قياسية . 

إن المسألتين )۲٤(‏ و (5) تدلان على أن القرين العام على ,ليس منفصلا 

عن المنقول وذلك كما يتضح من أول نظرة . 

۷ -۔ إذا كانت#|تشاكلا ذانيًا ل ,5 بحيث أن 0000-2 لجميع القياسات ۸ء برهن 
على أنه يوجد 2 في ,5 بحيث إن '۸(=۴۸۴) لکل ۸ في ,5. 

فيا تبقى من المسائل سيكون ۴ هو حقل الأعداد المركبة كا أن » هو القرين 
ال حرميتي . 
۸ ۔ إذا كانت .۸٤۴,‏ فأثبت أنه يوجد مصفوفتان هرميتيتان وحيدتان 8 و © بحيث 
يكون 1°+ ۸=8 (1--2). 

۔ أثبت أنه إذا كانت ۸0 فإن 0< ههى. 

١‏ - باستخدام حساب عناصر المصفوفة مباشرة. أثبت أنه إذا كان 0ح هيخ +...+زهره 

فإن 


0حيهد... درهد ره 


التحويلات الخطية oV‏ 


۱ ۔ إذا كانت ۸٤۴‏ وكانت 0= .8B۸۸'‏ فأثبت أن 84-0. 
۲ - إذا كانت المصفوفة ۸٤۴,‏ هرميتية وكان 8۸*=0 فأثبت أن 84-0,. 
۳ - إذا كانت ,۸6۴ هرميتية وكان <,ل جذرين مميزين مختلفين (حقيقيين) ل ه وكان 
0-(جمك و 0-(1-ه)2 . فأثبت أن 0-*00-:00©. 
 *"4‏ () على افتراض أن جميع الجذور المميزة للمصفوفة الهرميتية 4 تقع في حقل 
الأعداد المركبة ومن ماع الان (۳۲) و(۳۳) وحقيقة أن الحذورء 
عندئذ» يجب أن تكون حقيقية وبالاستعانة بنتيجة المرهنة .)١-5-5(‏ 
أثبت أنه يمكن تحويل ۸ إل الصيغة القطرية» بمعنى أنه توجد 
مصفوفة ۲ بحيث تكون 28287 قطرية . 
(ب) في الفقرة .)١(‏ أثبت أنه يمكن اختيار ۴ بحيث تكون 1-'58,. 
8 لتكن (۷,=)46۴,|۸۸=1. أثبت أن ,۷ مع عملية ضرب المصفوفات هي 
ر 
5" - إذا كانت ۸ تتبادل مع ۸۸-'۸۸. فأثبت أن ۸ ۸= ۸۸ 


(4-5) المحددات 


إن الأثر يعرف دالة مفيدة من حلقة المصفوفات (ومن (۷)ع4) إلى ۴. إن 
خواص هذه الدالة تتعلق في معظمها بخواص جع المصفوفات . الآن نقدم دالة أكثر 
أهمية وهي معروفة باسم المحددة (204منممعاء0) وهي تطبيق من ,إلى . إن خواص 
هذه الدالة تتعلق بخواص ضرب المصفوفات . 


بالإضافة إلى فاعلية المحددة في برهان بعض المبرهنات فإنها تعتبر مهمة من 
الناحية «العملية» . فإذا كان لدينا مصفوفة 7 فبإمكاننا باستخدام المحدّدات أن ننشىء 
كثيرة حدود معيّنة جذورها هي الجذور المميزة ل7. وعلاوة على ذلك فإن تكراراي 
جذر لكثيرة الحدود هذه يقابل تكراره كجذر مميز ل 1. وفي الحقيقة أن كثيرة الحدود 
المميزة ل 7 . والتي عرفناها سابقاء يمكن أن نحصل عليها عن طريق المحدّدات . 


o۸‏ مواضيع في الجبر 


إن المحددات تلعب دورًا مهنا في حل أنظمة المعادلات الخطية. إن هذا هو 
الاتجاه الذي سنسلكه لبيان أصل المحدّدات . 


إن هناك عدة طرق لتقديم نظرية المحدّدات بعضها هين ومشوّق والبعض الآخر 
عمل وسقيم . وهنا اخترنا طريقة وسطى بين النوعين السابقينء وهي مناسبة لنا لأنها 
تمكننا من الوصول إلى النتائج التي نحتاجها في دراسة التحويلات الخطية بأسرع ما 
یمکن. 

فيا سيأتي سنعتبر ۴ حقلا اختياريا و ۴ حلقة المصفوفات من النوع ×۸ 
على ۴ و ۴۳ فضاء التجهات الحاوي على العديدات من نوع « على ۴. إذا ذكرنا 
المصفوفة فنفهم ضمنا أنها عنصر في ,5. كالعادة سنستعمل الحروف الإغريقية 
للدلالة على عناصر ۴ (إلا إذا كر خلاف ذلك) . 


لنعتبر نظام المعادلتين 
رقحيكتييه + ريه 
يا > يكتريه + «اريه 
ونسأل: تحت أي شروط على به يمكننا أن نجد قيم ر×رر×لأية قيم ل ي8,,8 ؟ 
بصورة مكافئة إذا كانت لدينا المصفوفة 


فمتى تكون ۸ تطبيقا من ©»على نفسه؟ 


باستخدام الطريقة التي تعلمناها في المدرسة الثانوية» نحذف × باستعيال 
المعادلتين. ونجد أن معيار قابلية الحل هو أن #60 ريمي,»ريهر.». 


الآن نجرب النظام المكون من ثلاث معادلات خطية 


6 > وكنو» + 2X2‏ + ركان » 


التحويلات الخطية Î‏ 


aX +X +0233 دوقح‎ 

و = a*1 + 022+ 33X3‏ 
ومرة أخرى نسأل عن شروط قابلية الحل لقيم اختيارية ل 8,8,8 إذا استخدمنا 
معادلتين من المعادلات الثلاث فيمكننا حذف ,×ومن ثم نحذف ر× من المعادلتين 
الناتجتين مما يؤدي بنا إلى معيار قابلية الحل وهو كون 
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بالاستعانة بهذين النموذجين (ومن واقع إدراكنا أن كل شيء سيسير على ما یرام) 
سوف نقفز قفزة عريضة لنصل إلى الحالة الغامة» فنعرف محددة مصفوفة اختيارية من 
نوع ۸× على ۴ » ولكن قبل هذا نتغرض لبعض الترميزات . 


لتكن ,5 زمرة التناظر من الدرجة .١‏ نعتبر أن عناصر ,5 تعمل على المجموعة 
(1,2,...,8). لكل عنصر ه في ,5 سنعنى ب (50 صورة 1 تحت تأثير ه. (لقد غيرنا ترميزنا 
هنا فكتبنا التبديل على أنه يعمل من اليسار وليس من اليمين كما كان سابقا. إن السبب 
وراء ذلك هو تسهيل كتابة الرموز أسفل الحروف . إن الرمز "(1-) لعنصر في ,5 سيعني 
عددا يساوي 1+ إذا كان التبديل زوجيا و 1- إذا كان البديل فرديا. 
تعريف 

إذا كانت (يه)-4 فإن حددة (determinant)‏ زت det A‏ هي العنصر 
روم" ...روم مو" Cra)‏ )1( تحت في .F‏ 


في بعض الأحيان سنستخدم الرمز 


or.‏ مواضيع في الجر 


للدلالة على محددة المصفوفة 


لاحظ أن محددة المصفوفة 4 هي حاصل جمع (إذا أهملنا الإشارات مؤقتا) لجميع 
حواصل الضرب الممكنة من العناصر الموجودة داخل 4۸ بحيث نأخذ عنصرا واحدا من 
كل صف وعمود في 4. بصورة عامة إن عملية فك محددة مصفوفة هي عملية شائكة - 
حيث إن هناك ١!‏ من الحدود في المفكوك ‏ ولكن يمكن فك محددة نوع واحد من 
المصفوفات على الأقل بنظرة واحدة وهذا هو فحوى التمهيدية التالية : 


)١-9-5( تمهيدية‎ 

حددة ال مصفوفة ا مثلثة تساوي حاصل ضرب العناصر ا موجودة في القطر 
الرئيسي . 
البرهان 


هناك حالتان للمصفوفة المثلثة في أولها تكون جنيع العناصر الواقعة أعلى القطر 
الرئيسي مساوية للصفر وفي ثانيها تكون جميع العناصر الواقعة أسفل القطر الرئيسي 
مساوية للصفر. 
نبرهن على النتيجة للمصفوفة ه التي على الصيغة 

a0 ... 0 
ديه‎ 

وننوه إلى التغيير الواجب إجراؤه على البرهان من أجل النوع الآخر من المصفوفات 
المثلثة . 


التحويلات الخطية زكرن 


لما كان 0-بر» عدا الحالة 1-<: لذا فعند فك محدّدة المصفوفة 4 نحصل على 
حدود تساوي الصفر إلا عندما 1-(0)1. وبناءُ على ذلك يكون 2(#1)ه لأن ه تبديل . 
بيد أنه إذا كان 2(<2) يكون 0>روميه وعليه من أجل أن نحصل على حد غير صفري 
في 4۸ :6ل يجب أن يكون 2-(0)2. بالاستمرار على هذا المنوال يجب أن نحصل على 
-()ه لكل ذ» وبناءً على ذلك فإن الحدود غير الصفرية التى تظهر عند فك (۸) ءل 
هي التي فيها ه هو العنصر المحايد في 5. لذا فإن حاصل الجمع ل !من 


إذا كانت ۸ مثلثة سفلية فنبدأ من النباية المعاكسة فنبرهن على أننا نحصل على 
حد غير صفري عندما ه-(2)ه ومن ثم 1-ه>-(1-م)ه . . . الخ 3 

هناك بعض الحالات الشيقة ألا وهي : 
١‏ - إذا كانت 


مصفوفة قطرية . فإن ر3...يةة-ه 066. 
۲ - إذا كانت 


1 


المصفوفة المحايدة فإن 1-ه )ع0. 
 *‏ إذا كانت 


* 2 


المصفوفة القياسية » فإن "۸= ۲۸ء4 . 


فد مواضيع في الجبر 


لاحظ أيضا إذا كانت جميع عناصر صف (أو عمود) في مصفوفة كلها أصفارًا 
فإن المحددة تساوي صفرًا لأن كل حد في مفكوك المحدّدة هو حاصل ضرب لعناصر 
أحدها يساوي صفرًا على الأقل ما يجعل كل حد يساوي صفرًا . 


إذا كان (ر»)=ھ في ,۴ فبإمكاننا اعتبار صفها الأول (,,»,...,رر»,رره)-,؟ كمتجه 
في ۴. كذلك بالنسبة لصفها الثاني ر٠‏ وباقى الصفوف. عندئذ يمكننا اعتبار ۸ ءل 
دالة ل ١‏ من المنجهات هي .٠,.....*,‏ يمكن النص على العديد من النتائج بصورة موجزة 
باستعمال هذه الفكرة» لذا فلنستعمل الترميز (م0)9,...,7-هم )عل وني هذا الترميز نعني 
دائها أن ,هو الصف الأول. .الصف الثاني وهكذاء للمصفوفة ۸. 


وملاحظتنا الأخرى هي : بالرغم من أننا نعمل على حقل ولكن بمقدورنا أن 
نعمل بالسهولة نفسها على حلقة إبدالية فيها عدا بعض المواضع البينة التي نحتاج فيها 
لعملية تقسيم . سيككون ملاحظتنا هذه أهمية عندما تتكلم لاعفا في هذا البند عن 
محدّدات لمصفوفات عناصرها كثيرات حدود. 


تمهيدية )۲-۹-٦(‏ 
إذا كانت ل في ۴ و :في ۴ فإن 
ولاو ٠د‏ وج زل دولاو ولاو ...و )0ر1 > ( ولاو .٠٠وج (Vs. Yi‏ 


لاحظ أن التمهيدية ت تقول : إنه إذا ضربت جميع عناصر صف من صفوف ۸ 
بعنصر ثابت « ف ۴ فإن عحدّدة 4 نفسها تكون مضروية ب/ا. 


البرهان 
لما كانت عناصر الصف الذي ترتيبه هي الوحيدة التي عُيرت فإن مفكوك 
( 1 يصبح 


0 
ت‎ (=1) Ce)» i-1 زوم‎ (Yio) i+ 1,0(i+1)-** no(n) 
n 


التحويلات الخطية و0 


وحيث إن هذا يساوي 


)°A1o(1)-**%i,o(i)***no(n)‏ 1 حم 
م5»5 
وهذا بدوره يساوي 


d(1...) 


)۳-۹-٩( تمهيدية‎ 


E)‏ ا A‏ ا 


قبل برهان هذه النتيجة دعنا ننظر لما تعنيه وما لا تعنيه. إنها لا تعنى أن 
(4+8)غء0668-0+ى :عل حيث إن هذا خطأ يمكن اكتشافه من خلال المثال التالى : 


0=( احم 


إذ أن 8-0اء0-ث ءل بينما 1 -(4+8) :6ل . إن ما تعنيه التمهيدية هو أنه إذا كانت ۸و 8 
مصفوفتين متساويتين لجميع الصفوف ما عدا الصف الذي ترتيبه ¡ فإن محددة المصفوفة 
المكونة من ۸ و 8 باستخدام جميع صفوف ۸ عدا الصف الذي ترتيبه ¡ والذي نحصل 
عليه من جمع الصفين اللذين ترتيبهما من ۸ و 8 على الترتيب» محددة هذه المصفوفة 
تساوي 8غع0 + ۲4ء4 . إذا كانت 


20 
واعة‎ aPG 4 

2 83 
.det 4/ = -1 =det A +detB « det B=1 g det A=-2 فإن‎ 


برهان التمهيدية 
إذا كان (ڕ@,... ۷)0 › ... » لوم ررية)> اا e...‏ 


(مماكى.ورو6) ولا وكان (مرم,...ررر8) تبن ٠‏ فإن 


ort‏ مواضيع في الجبر 


Vi pli Vipin)‏ نك 
o) i-1 ,a(i-1) (io) Bio) i+1,0(i+1)-** no(n)‏ (1-) = 
92 
oi)" **no(n)‏ سنو زات ...رو °(1-( تعر = 
و5)ه 


+E (1) Cro()-<--1.o(i-Êio(i)**-no(n) 
= dV... jo csp) FA(V15--- زولا وزقاى‎ 
)۳-۹-٦(و (94-5-؟)‎ ›)۱-۹-٦( إن الخصائص المضمنة في التمهيديات‎ 
في ناية‎ ٠۳ بالإضافة إلى ما تنص عليه التمهيدية القادمة تميز دالة المحددة (انظر مسألة‎ 
هذا البند) . لذا فإن الخاصة الشكلية التي تعرضها التمهيدية القادمة تعتير أساسية في‎ 


نظرية المحددات . 
تمهيدية (1-9-5) 

إذا تساوى صفين من صفوف ۸ (أي ,۷= ,۷ e‏ وعوم) فإن 4-0 .det‏ 
البرهان 


لتكن (») -ه ولنفرض أنه ل :و حيث ۲۶۶ يكون بيه ره لكل [. 
لنعتير المفكوك 


det A= رو) مم0٠ ٠زيو9 ...)| ©"(1-) نع‎ ٠٠0 (و)مم‎ 


و5»ه 


في هذا المفكوك نقرن الحدود كالتالي : ل ه في ,5 نقرن الحد مم0 ٠زز)ه:1(”0-)‏ مع 
ا لحد رہ .۰٠ر‏ ”(1-) حيث > هو المناقلة ((0)2(,5)5). ولا كان > مناقلة. فإن 
2-1 . إن هذا حقا يعطينا اقترانًا. ولكن =٥‏ رېه بالفرض و رې۵ = وميه 
ففحصل على رىي در».». وبصورة مشابية نحصل على 
وما رورية: ون تاحية أخرا ى (60-(60: و هينه لكل ¡i۶۲‏ 
و وغدة. لذا فإن الحدين ر۰۰۰( و ر۰۰ ری'» متساويان إن إشارة الحد الأول 
”(1-) بينها إشارة الحد الثاني ”(1-) في مفكوك ۸ ۲ء1. لما كان > مناقلة وهو تبديل فردي 


التحويلات الخطية oro‏ 


لذا يكون "(1-)1-="(1-). إذن في عملية اقتران الحدود يلغي الحدين المقترنين ببعضها 
في حاصل الجمع مما يجعل 4-0 ء1. (إن البرهان لا يعتمد على ميز 
۴ ویبقی صحيحًا حتى في حالة کون میز ۴ يساوي 2). 


من النتائج التي حصلنا عليها حتى الآن يمكننا تحديد تأثير مبادلة صفوف 
مصفوفة على قيمة محدّدتها. 


تمهيدية (0-4-5) 
إن مبادلة صفين في 4 يغير إشارة حددتها . 


البرهان 
نظرا لتساوي صفين فإن المحدّدة: 
e Vj Vi FVjoVj+ 159¥) =0‏ 
وذلك وفقا لتمهيدية (4-4-5). باستخدام تمهيدية )۴-۹-٩(‏ عدة مرات نحصل على : 


oVj Vion)‏ 0 ينك + Va)‏ .و زلاد زلا و0037 


Vi pi YjoVir1‏ ليك 


(VV j-jj) >0‏ +7 ولاو لاوم ولا VL‏ )ل 


صفرًا حسب تمهيدية )٤-۹-٦(‏ . لذا فإن العلاقة أعلاه تصبح : 
a ADCS Vi Vj ooVj oVj“ ۷,)=0‏ 


j-1‏ 5ز j-1‏ لاز 


إذا كانت 8 مصفوفة نحصل عليها من ا مصفوفة ۸ بتبديل لمواقع صفوفها فإن 
4-8 :ول حيث إن الاشارة 1+ إذا كان التبديل زوجيا و 1- إذا كان التبديل 
فرديا . 


o1‏ مواضيع في الجبر 


الآن نحن في وضع يمكننا من الاستفادة تما سبق لبرهان الخاصة الجبرية 
الأساسية لدالّة المحدّدة وهي خاصة حفظ حاصل الضرب . ويبذا يكون للمحدّدة 
ميزات تحصل عليها من كونها تشاكل من البناء الضربي ل ,5 إلى ۴. 


مرهنة )۱-۹-٦(‏ 
إذا كانت ۸ و 8 فى ,۴ فإن (8) .de )A8)=det (A) de1‏ 


الرهان 
لتكن (;»)=4 و (8) -8 ولتكن صفوف 8 هي المتجهات رلا,...,رلاررنا. 
نعرّف «من المنجهات كا يلي : 
=a, Fag... FC‏ ربوج 


w= al, + O22 + ... + nn 


Wa =a, + Ang +... + anln 
)۲-۹-٦( بفك هذه المحددة وبالاستعانة عدة مرات بالتمهيديتين‎ .d(Ws-.<W) ولنعتر‎ 
: و(94-5-”7) نحصل عل‎ 


(Wy...) = ZED Ci ...يري‎ nig Co lias < o) 
| ا “نا‎ | 


في حاصل الجمع المتعدد هذاء تتغير المقادير مذ,....,1 بصورة مستقلة عن بعضها من 1 
إلى ه. ولكن إذا كان پز=,ا فإن uu,‏ ما يجعسل 0= ( لاء ...ر زلار. ...و رنفا,..., رنا) وفقا 
لتمهيدية (5-9-5). وبعبارة أخرى إن الحدود الوحيدة في حاصل الجمع والتي يمكن 
أن تعطينا مقدارًا غير صفري هي الحدود التي فيها تكون ,أ.....رذ.رة مختلفة » أي التي 
يكون بها التطبيق 

ا 


تبديل ل «.....1,2. وأيضا كل تبديل من هذا النوع تمكن حدوثه . أخيرا لاحظ أنه وفمًا 
لنتيجة تمهيدية (0-4-5) تكون: 


التحويلات الخطية 14 
8 اع" (1-)- (رنا,...روناى نا)1(”0-) > (رزقا...روزقا, ربنا)0 


اف ا ا ت 2 1 


e 
لذا نحصل على‎ 
d(W,,...,Wq)= = tg) --- Ana) (1) det 8 
و5)ه‎ 
d(W |... Wp) = det A X (=1) Cro) 6 (معمم‎ 
OESn 


d(W,,...,wW,)= (det B) (det A) 
الآن نود أن نثبت أن ( ,¥ .... ,,*) 4 تساوي (8 ۵6)4۸ . ولکن» لما كان‎ 
بن‎ ZOU +... + 0 وار .وناج ...+ نا روا > وار لاي‎ > Ag, F--- + Cnn 
فإننا نحصل على أن (م«,..., ,۵)۷ هي © :6ل حيث إن الصف الأول في © هو ,«والثاني‎ 
. ھی الخ‎ 
: بيد أنه إذا كتبنا ,س بدلالة الإحداثيات نحصل على‎ 
Ww =a +... Fag = C(B 115B 125---,B1n) +--+ لموق :موق )مويه‎ 
- ررقري»ه)‎ + 2821 +... Fan Bn t12 ‘+n Ppa... P n +--+ n Pan) 
وهذا هو الصف الأول في 48. وبصورة مشابهة ر« هو الصف الثاني في ۸8 وهكذا‎ 
بالنسبة لباقى الصفوف. لذا نحصل على 48-© وحيث إن‎ 
det (AB)=det C=d(w,,...,w,)=(det A) (det B) 


نكون قد أنهينا برهان المرهنة . 


)١( نتيجة‎ 


إذا كان ل ۸ معكوس فإن 20ج det‏ و det (A')=(det A)‏ 


الرهان 

لما كان 1= ۸4 فإن ۲1=1ءل=(4۸) :06. لذا فباستخدام المبرهنة نحصل على 
(۸7 غعل) (4 :عل) -(-ك.ه) :عل -1. إن هذه العلاقة تنص على أن 0ه 4ءل وأن 
.det A*^=1/det A‏ 


ofA‏ مواضيع في الجبر 


نتيجة (۲) 
إذا كان ل 4 معكوس فإنه لكل مصفوفة 8 تكون 8 de‏ -(84-1ه) de‏ 
البرهان 
باستخدام المبرهنة في حالة -8(4م) > نحصل على 
det ((AB)A7^)=det (AB) det (A7^)=det A det B det (A7^)‏ 
وباستعمال نتيجة )١(‏ يمكننا تبسيط الطرف الأخير إلى 8 366. لذا تكون 
det (ABA^')=det B‏ 
إن النتيجة (؟) تمكننا من تعريف محدّدة التحويل الخطي . ولأجل ذلك دع 1 
في (4)۷ و (0,)1: مصفوفة 7 بالنسبة إلى أساس في . إذا كان لدينا أساس آخر 
ل ۷ وكانت (1)ر مصفوفة 7 بالنسبة هذا الأساس فإنه وفقًا مبرهنة (5-م)» 
©(1),م0- (1)يم وعليه ((1)ره)اء-((1)رسم)اءك وفقا للنتيجة (۲) أعلاه. أي 
محدّدة مصفوفة 7 بالنسبة لأي أساس لا تتغير بتغيير الأساس . لذا فإن التعريف: 
(1),” :7-06 ]06 هي في ا حقيقية لا تعتمد على الأساس وتعرف بدالة ا محدّدة على 
.A(V)‏ 


في إحدى المسائل الماضية كانت غاية المسألة هي برهان أن ۸ )منقول| 
(05م7305]) المصفوفة ه . تشابه المصفوفة 4 . وبفرضنا صحة تلك المسألة (والتي 
هي كذلك) نحصل على أن (4) :06-(/8) :06 حسب نتيجة (۲) أعلاه. لذا فإنه ليس 
۴ المستغرب أن نقدم هنا برهانا مباشرًا هذه الحقيقية . 


)5-4-5( تمهيدية‎ 
det A=det A' 


البرهان 
لتكن (ن»)-ه و (8)= ۸ ومن المؤكد أن يبه-رق. الآن 
...)و 1(”6-) det A= ZZ‏ 
و5)ه 


التحويلات الخطية 4 


det A'= E: (-1)° ıo) -<-Bno(a= = )-1( Cg) 1---eça)n 
مو5»ه و5»ه‎ 


ولكن الحد رزم)مه...ررن).1(”0-) يساوي رو تسوم0...رى اسور1("6-) (برهن ذلك) . وحيث 
إن "(1)-'“(1-) أي أنه إذا كان » فرديًا فإن "ه فردي بينم إذا كان © زوجيًا فإن 
“و زوجي . وعليه نحصل على 
رما رە حوره" (1-) 
وأخيرا لاحظ إذا تغيرت » في جال ,5 فكذلك الحال بالنسبة ل 7 لذا. 
CED ag‏ ا det‏ 


det A'= = )-1( ريم ...زرو"‎ det A 
ES 


على ضوء تمهيدية )1-4-٦(‏ نرى أن عملية تبادل صفوف وأعمدة مصفوفة لا يغير 
قيمة عدّدتها. نستنتج من ذلك التمهيديات )١-4-5(‏ إلى (0-4-1) التي عنت 
بعمليات على صفوف ا مصفوفة تبقى صحيحة بالنسبة لذات العمليات على أعمدتها . 

تستعمل هذه الملاحظة لاشتقاق قاعدة كريمر (Cramer's rule)‏ لحل نظام 
المعادلت الخطية . 


إذا كان لدينا نظام معادلات خطية 
ل ان 
ax1 + .-.+Ann n= Ên‏ 


ندعو (ه) -4 بمصفوفة النظام و ۸ =4 بمحدّدة النظام نفرض أن 4*0 . أي 


A= |: #0 


of‏ مواضيع في ابخير 


وفقا لتمهيدية )۲-۹-١(‏ (في حالة الأعمدة بدلا من الصفوف) يكون 


pij ٠١ in‏ روه 


Xx.Aۍ=‎ 


nn 


يي 01 

ولكن كنتيجة للتمهيديتين (9-5-") و(4-9-5) ا جمع أي مضاعف لعمود مع آخر 
دون تغيير المحدّدة (انظر مسألة 0). اجمع مع العمود الذي ترتيبه في ۸× كلا من 
× ضرب العمود الأول وضرب العمود الثاني و... وز×ضرب العمود الذي 
ترتيبه [(#61[) » فنحصل على 


a-j (XI + .وكوي‎ Fn) © مسج‎ 


ات اللا ال 000 
وباستعمال 1 4 
e‏ 
نحصل أخيرا على : 
Ê it “in‏ اك 
xXA=‏ 


IO a 1°** n,i-1 Bn كفا‎ Onn 
. حيث نرمز للطرف الأيمن ب :5 . إذن 4/4 -:». أي أننا نحصل على المبرهنة التالية‎ 
(Cramer's rule (قاعدة كريمر‎ )۲-۹-٦( مبرهنة‎ 
. إذا كانت 4 محدّدة نظام ا معادلات ا خطية‎ 


a,x +... + لامر‎ > 


038 . + ولاومر0‎ Ên 
وكانت 4۶0 فإن حل النظام يعطى بالقاعدة 4/4 -,< حيث :1 هي ا محدّدة التى‎ 
نحصل عليها من 4 بوضع ,م8:,....6, ,8 بدلا من العمود الذي ترتيبه في رك.‎ 


التحويلات الخطية 4١‏ 


Xx, + 22+ و3‎ --5 


7ح ريا + رك + :2 


حو + »+ 
إن محددته 
95 2 1 
A= |2 1 1 =1#0‏ 
1 1 1 
وعليه 
5ت 2 1 8 7 3 2 ف 
7 1 2 1 7- 2 1 1 7 
1 عم ممه قا صن 15 
A A A‏ 


يمكننا إيجاد صلة بين إمكانية وجود معكوس ضربي لمصفوفة (أو تحويل خطي) 
مع قيمة المحدّدة لها. أي أن المحدّدة تعطينا معيارًا لذلك . 


مرهنة (۳-۹-٦(‏ 
يوجد ل ۸ معكوس إذا وفقط إذا كانت ۸۶0 ءل 


البرهان 
إذا كان ل ۸ معكوس فقد رأينا من نتيجة )١(‏ لميرهنة )١-4-5(‏ أن ۸#0 66ل. 
من ناحية أخرى لنفرض أن 4*0 :06 حيث (ر.ه) -. باستخدام قاعدة كريمر 


=P,‏ ا 


anx... + Anan = Ên 


يكن مواضيع في الجير 


في المجاهيل م*.....,* لأي قيم اختيارية ل ,8,....,8. لذا فإن ه باعتبارها تحويلا خطيًا 
على ۴۳ هي تطبيق غامر. وني الحقيقة أن المتجه (,8:.....8) هو صورة (هك,..للك) 
تحت تأثير '4. ولكون '۸ غامرا فوفقا لمبرهنة )٤-۱-۹(‏ يوجد معكوس ل 'ى وبناء عليه 
يوجد معكوس ل ه (برهن على ذلك) . 


يمكننا النظر إلى مبرهنة (۳-۹-۹) من زاوية أخرى قد تكون أكثر تشويقًا . 
إذا كانت ۸ في ,۴ فيمكننا إدخاها في ,× حيث >1 امتداد ل ۴ نختارہ بحيث یمکننا تحويل 
۸ في ۾ إلى صيغة مثلثة وعليه توجد 8 في ,× بحيث أن : 


BAB"= « : 
. 

حيث ...2هي جميع الجذور المميزة ل 4 مذكورة هنا حسب تكرارها كجذور لكثير 
الحدود المميز ل 4. لذا فإن 

مليف -(-ظه8) det A=det‏ 
وفقا لتمهيدية .)١-4-5(‏ ولكن 4 لها معكوس إذا وفقط إذا لم تكن أي من جذورها 
المميزة يساوي صفرًا . ولكن 066.60 إذا وفقط إذا كان 0كجرة...يةرة أي إذا لم يكن 
أي من جذورها المميزة يساوي صفرًا. لذا فإن ل 4 معكوس إذا وفقط إذا كانت 
.det A#0‏ 


إن للبرهان البديل المقدم أعلاه بعض المزايا حيث إننا بإنجازه برهنا نتيجة جزئية 
مشوقة بحد ذاتهاء ألا وهي . 


تمهيدية )۷-۹-٩(‏ 
إن 4 هي حاصل ضرب ا جذور ا مميزة ل ۸ اخذين بنظر الاعتبار تكرار هذه 
ا جذ 
حدور. 


التحويلات الخطية وك 
تعريف 
إذا كانت 4 في ,۴ فإن ا معادلة العامة («ه]هناوء :دانهء5) ل 4 هى كثيرة ا جدود 
.F[x] J det (x-A)‏ 


إن ما أطلقنا عليه المعادلة العامة ل 4 يسمى عادة بكثيرة الحدود المميزة ل ۸. 
ولكننا سبق وأن عرفنا كثيرة الحدود المميزة ل 4 بأنه حاصل ضرب القواسم الابتدائية 
ل . في الحقيقة (انظر مسألة ۸) إن كثيرة الحدود المميزة ل 4 تساوي المعادلة العامة» 
ولكن لأننا لم نرد تطوير هذا المفهوم بصورة صريحة أثناء الشرح استعملنا تعبير ا معادلة 
العامة . 

دعنا نحسب المثال التالي» ١‏ كانت 5 

2 0 
فإن 


٤ 


(ر ا 0-0 محف 


det (x-A)=(x-1)x—(-2)(-3)=x?-x—6 


فتكون المعادلة العامة للمصفوفة و 
0 


وعليه فإن 


.x-x-6 ھی‎ 


هناك بعض الملاحظات المتعلقة بالمعادلة العامة : إذا كان ۸جذرا ل (4-×) :06 فإن 
0-(ه-<) )عل. لذا لا يوجد معكوس ل ۸-۸ حسب ميرهنة (4-5-) وهذا يجعل ۸ 
جذرًا تميرًا ل ه. وبالعكس إذا كان ۸ جذرًا تميرًا ل ۸ فلا يوجد معكوس ل ۸-۸ ما يجعل 
0-(ه-3) :06 وعليه يكون ۸ جذرًا ل (ه-»):6ل. لذا فإن جذور كثيرة الحدود التي يمكن 
حسابها بصورة صريحة والتي أطلقنا عليها اسم المعادلة العامة هي بالضبط الجذور 
المميزة ل 4. إننا نريد أن نخطو خطوة أخرى في هذا المجال فنبين أن تكرار أي جذر في 
المعادلة العامة هو بالضبط نفس تكراره كجذر مميز ل ه. فإذا كان 2 جذرًا 


oft‏ مواضيع في الجبر 


ميرًا ل ۸ تكراره ::: فإنه يمكننا كتابة ۸ بالصيغة المثلثة کا هو موضح في شكل )١-۹-٩(‏ 
حيث ;۸ يظهر في القطر :من المرات 


21 012 we 0 


BAB = Es 


شكل )۱-۹-٦(‏ 
ولكن كما هو موضح بالمصفوفة في شكل (1-4-3) فإن 
(x) "(x-,)™2...(xA,)™*‏ -(8-1(ه-)8) det (x-A)=det‏ 
ولهذا فإن 
B(x-A)B' = x-BAB" =‏ 


ب 


55 
)۲-۹-٦( شكل‎ 

وعليه فإن كل :3 الذي تكراره يساوي :ته كجذر مميز ل 4 هو جذر لكثيرة الحدود 

(۸-×) :06 تكرارها يساوي :ند أيضا. ہذا نكون قد برهنا ما يلي . 


مبرهنة )٤-۹-٦(‏ 
إن الجذور المميزة ل 4 بتكرارها الصحيح هي جذور المعادلة العامة (۸-») :هل . 
نغبي هذا البند بمبرهنة كيلى _ هاملتون («هااصة۳8-رعارة) التاريخية المهمة . 


التحويلات الخطية oto‏ 


)5-۹-٦( ميرهنة‎ 

كل مصفوفة له في ,۴ تحقق معادلتها العامة . 
البرهان 

في ,× إذا كان لدينا مصفوفة 8 لها معکوس» حيث × أي امتداد ل ۴ فإن 
۸ و 8487 يحققان نفس كثيرات الحدود. كذلك لما كانت 

det )عل - (!- 8حرظ-)‎ (B(x-A)B1)=det (x-A) 

فإن "4,848 لما المعادلة العامة نفسها. إذا أمكننا بيان أن 8487 تحقق معادلتها 
العامة فسينتج عن هذا أن ۸ كذلك . ولكننا يمكن أن نختار 8,27 في ,>1 بحيث أن 
B88"‏ مصفوفة مثلثة ولقد رأينا سابقا (مبرهنة 5-4-5) إن المصفوفة المثلثة تحقق 
معادلتها العامة إن هذا ينبي برهان المبرهنة . 


مسائل 
١‏ - إذا كان ۴ حقل الأعداد المركبة» فجد قيمة المحدّدات التالية 
1ل 8 6 5 
i © 5‏ 
O 0 1 1‏ 3 2 
E E 2‏ 2 16 12 0 
١‏ 3 | ب : - 16 1 
إلى »> (ب) e‏ 4 »> (ج) 


1 2 5 4 


۲- لأي مميز للحقل ۴ تكون المحدّدتان التاليتان مساويتين للصفر. 
8 3 2 1 
0 3 285 58 5 4 3 
FE 3 IG FIFI 2 1 TÎ 0O‏ 
5 3 #4 4 3 5 


- إذا كانت 4 مصفوفة عناصرها أعداد صحيحة وكانت "4 مصفوفة عناصرها 
أعداد صحيحة أيضا فاذا يمكن أن تكون قيمة محدّدة ۸ ؟ 


5؛2 مواضيع في الجبر 


. أثبت أن إضافة مضاعف لصف إلى صف آخر لا يغير قيمة محدّدة المصفوفة‎ - ٤ 
۸ ه* - إذا كانت لدينا المصفوفة (»)=4 وكانت 4 المصفوفة التي نحصل عليها من‎ 
ر1ة.‎ -)-1(' det Aj بحذف الصف الذي ترتيبه ذو العمود الذي ترتيبه ز. دع‎ 
.det A=; M; +... يسمى ز1 العامل المرافق ل ڕ». برهن على أن ,اليه‎ 
(ا) إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين جزئيتين مر بعتين. برهن على أن‎ -5 
det B =(det A) (det B) 


0 
(ب) عمم الجزء (ا) إلى 


A » 


0 A 


n 


حيث ره مصفوفات جزئية مربعة . 


۷ - إذا كانت 8)© المصفوفة المصاحبة لكثيرة الحدود (:):. فبرهن على أن المعادلة العامة 
ل ٥)9‏ هي .٤)»(‏ 

۸ - باستعمال المسألتين ” و۷. أثبت أن المعادلة العامة ل 4 هى كثيرة الحدود المميزة ل 
4. (انظر بند (5-/), إن هذا يرهن على الملاحظة المذكورة سابقا والقائلة بأن 
جذور (0)م هي نفس الحذور المميزة ل 7 وبالتكرار نفسه) . 

4- باستعمال مسألة (8) . أعط برهانا بديلا لمبرهنة كيل هاملتون. 

٠‏ - إذا كان ۴ حقل الأعداد النسبية. فاحسب المعادلة العامة الجذور المميزة» 


وتكرار هذه الجذور لكل من 
4 
1 
1 
1 


چ ا 
مس عم الح امم 
سم سر يم لكل 
ت 

0 

ب 

32 
سے 

شم نم 

دم دم 
اننا ظط 
يله 

98 

ب 

+ 
° 
o‏ © = © 
م هت هو © 
2 هاه س 
© س هج هه 
> 

a 

ب 


التحويلات الخطية o4۷‏ 


-١‏ لكل من المصفوفات المذكورة في مسألة )٠١(‏ تأكد من أن أيّا نها تحقق معادلتها 
العامة وذلك باستخدام الطرق المباشرة في حساب المصفوفات . 

* - إذا كانت مرتبة ۸ تساوي ۲. فبرهن على أنه توجد مصفوفة جزئية من نوع ۲×۲ 
في المصفوفة ۸ بحيث أن محدّدتها لا تساوي صفرّاء وإذا كان ۲>۸ فلا توجد 
مصفوفة جزئية من نوع (1+ع)»<(1+) في 4 تتمتع مهذه الخاصة . 

*٠‏ - لتكن #دالة في « من المتغيرات من 57 إلى ۴ بحيث 


(1) 0>-(,",....4)9 إذا كان ردحر في ۴ و زعجز. 

(ب) ( ۰۷--۷1 ا f(V1,...,2v;,...,¥,q)=af(v,‏ لكل ولکل a‏ في .F‏ 

(VV FU, Va) =E(V لاون ولاو لو‎ FEV. << ¥a) (>) 

dé... ¢ (0ن.6©2)0,1,0‎ ¢ e =)1;0;..0( حيث‎ f(e1,...,8,)=1 )د(‎ 


e,=(0,0,...,0,1( 
حيث ,هو الصف الأول في‎ ۸٤۴, لكل‎ ٤)۷٠ ,...,۷,(= 066 ۸ برهن على أن‎ 
. ه ء و الصف الثاني. . . الخ‎ 
061 استخدم مسألة (۱۳) كي تبرهن على أن ۸ ]6 - 'ل‎ - ٤ 
۔ () برهن على أن ل 8ه و 84 المعادلة العامة (المميزة) نفسها.‎ ٠١ 
(ب) أعط مثالا تكون فيه كثيرة الحدود الدنيا ل ۸8 مختلفة عن كثيرة الحدود‎ 
.B۸ الدنيا ل‎ 
. إذا كانت ه مثلثة . فأثبت باستخدام حسابات مباشرة أن ۸ تحقق معادلتها العامة‎ -5 
استخدام قاعدة كريمر لإيجاد الحلول في حقل الأعداد الحقيقية للنظامين‎ - ۷ 


x+y+z+w=1] (ب)‎ x+y+z=1 )ع(‎ 
x+2y+3z+4w=0 2x+3y+42=1, 
x+y+4z+5w=1 x-y-z=0 


x+y+5z+6wW =0‏ 
۸ - (ا) لتکن (61),۴ مجموعة كل المصفوفات في ,۴ التي محدّدتها لا تساوي صفرًا . 
برهن على أن (1.)2,5 زمرة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . 
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(ب) لتكن (۸=1 غ5(|26,ه).1©» ه) -(2)0,5. برهن على أن (2)2,5 زمرة 
جزئية ناظمية في .GL(n,F)‏ 
(ج) أثبت أن (,ه)/(ط,ه).آ© تمائل زمرة العناصر غير الصفرية في ۴ بالنسبة 
لعملية الضرب . 
4- إذا كان K‏ امتدادا للحقل F‏ وجعلنا (61ه E(n,K,F)={A€GL(n,K)|det‏ 
(۱) برهن على أن E)۸,۸,۴(‏ زمرة جزئية ناظمية في 61)۸,٤(‏ 
(ب)* عين .GL(n,KYE(n,K,F)‏ 
۰“ إذا كان ۴ حقل الأعداد النسبية . فبرهن على أنه إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية 
في (2)2,5 فإنه إما (7-2)2,5 أو أن × تحتوي على مصفوفات قياسية فقط . 


)٠١-5(‏ التحويلات اطرميتية؛ الواحدية والناظمية 


من خلال دراستنا السابقة للتحويلات الخطية وجدنا أن الطبيعة الخاصة 
للحقل ۴ تلعب دورا مهما نسبيا. ويتضح لنا هذا عادة فيها يتعلق بالجذور المميزة من 
حيث وجودها من عدمه . الآن ولأول مرة سوف نقيّد الحقل ۴- بصورة عامة سيكون 
هو حقل الأعداد المركبة ولكن في بعض الأحيان نقصره على حقل الأعداد الحقيقية - 
وسوف نستعمل بكثرة خواص الأعداد ا حقيقية والمركبة . في كل ما سيأتي في هذا البند 
سيرم زا حقل الأعداد ا مركبة» إلا إذا دُكرٌ حلاف ذلك . 


وسوف نستخدم بصورة دائمة جميع المفاهيم والنتائج المذكورة في بند (4-4) 
المتعلقة بفضاءات الضرب الداحلي. إننا ننصح القارىء بمراجعة تلك المادة وفهمها 
فهًا تامًا قبل المضى في القراءة . 


نود أن نذكر ملاحظة أخرى عن الأعداد المركبة : استطعنا حتى الآن أن نتجنب 
استعمال نتائج لم نبرهنها في هذا الكتاب . ولكننا الآن مجبرون أن نحيد عن هذه الطريقة 
فنستعين بحقيقة أساسية عن الأعداد المركبة. تسمى عادة «المبرهنة الأساسية في الجبر» 


التحويلات الخطية 044 


)fundamental theorem of algebra)‏ دون أن نبرهنها. إن استعال هذه النتيجة 
الأساسية كحقيقة دون برهان أمر لا يبعث على السرور. لسوء الحظ إنها ضرورية 
لدراسة ما سيأتي ولكن برهانها سيخرج بنا عن المسار العام في دراستنا الحالية . إننا نامل 
أن يكون غالبية القرّاء قد رأوا برهانها في مقر نظرية المتخير المركب . 


حقيقة )١(‏ 
جميع جذور كثيرة ا حدود التي معاملاتها أعداد مركبة تقع في حقل الأعداد 
ا مركبة . 


بصورة مكافئة يمكن كتابة نحقيقة )١(‏ على الصيغة : إن كثيرات الحدود غير 
الشابتة وغير المختزلة على حقل الأعداد المركبة هي فقط كثيرات الحدود التي درجتها 
تساوي |" 


حقيقة (؟) 
كثيرات ا حدود غير الثابتة وغير ا مختزلة على حقل الأعداد ا حقيقية هى التى 
درجتها تساوي 1 أو التي درجتها تساوي 2. 


إن صيغة إيجاد جذور المعادلة التربيعية تمكننا أن نبرهن بسهولة تكافؤ حقيقة )١(‏ 


وحميقة (۲) . 


إن ما تقتضيه حقيقة )١(‏ بالنسبة لناء أنه لأي تحويل خطي ندرسه هنا ستكون 
جذوره ا مميزة في حقل الأعداد ا مركبة . 


فيما سيأتي» ۷ سبر مز لفضاء ضرب داخلى منتهي البعد على ۴ حقل الأعداد 
المركبة .. سنكتب حاصل الضرب الداخلي لعنصرين ۷ و « في ۷ على اطيئة (7,8) كا 
فخا سانقا: 
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تمهيدية )1-1١-5(‏ 
إذا كان :7 في (۸)۷ بحيث ۷1,۷(=0) لكل ۷ فی ۷ فإن 7-0. 
الرهان 
لما كان (vT,v)=0‏ لكل ۷ ف ۷ فإن 0-(+ن,1(+ن)). بفك هذا المقدار 
واستعمال حقيقة أن 
(uT,u)=(wT,w)=0‏ 


نحصل على : 


لجميع ناو في ۷. 

لما كانت المعادلة )١(‏ صحيحة لعنصر اختياري « في ۷ فإنها تبقى صحيحة إذا 
أبدلناه بالعنصر ۷ا حيث 1-=”. 
ولكن 


(1) (uT,w)+(wT,u)=0 


(uT,iw)=—i(uT,w) 
((iw)T,u)=i(wT,w) 
: نحصل على‎ ١ وحذف‎ )١( بتعويض هذه المقادير في‎ 


(2 —(uT,w)+(wT,u)=0 
و(۲) نحصل على‎ )١( بجمع‎ 
7 لكل ناو لاقي‎ (wT,u)=0 
وعلى وجه الخصوص يكون‎ 
(wT,wT)=0 


باستخدام خواص فضاء الضرب الداخلي يقودنا هذا إلى أن يكون ۲0س لكل س 
في ۷ » وعليه يكون 7-0. (ملاحظة : إذا كان ۷ فضاء ضرب داخلي على حقل الأعداد 
الحقيقية فقد تكون التمهيدية خاطئة . فعلى سبيل المثال دع 

(8,» أعداد حقيقية |(0,8)) =۷ 


حيث الضرب الداخلي هو الضرب النقطي المعتاد. ودع 7 ترمز للتحويل الخطي الذي 


التحويلات الخطية ٥۱‏ 


يرسل (8,») إلى (»,8-). يمكن التأكد بسهولة أن 0-(07:0) لكل في ۷ بالرغم من أن 
.(T#0‏ 


تعريف 
يدعى التحويل ا خطي 7 ف A(V)‏ واحديا (unitary)‏ إذا كان (uT,vT)=(u,v)‏ 
لكل vgyu‏ في ۷. 


إن التحويل الواحدي هو تحويل يحفظ كل بنية ۷ من جمع وضرب بالقياسيات 
بالاضافة إلى ضربه الداخلي. لاحظ أن التحويل الواحدي يحفظ الطول لأن 
=|lvTI|‏ ات اد زورى د انوا 
هل العكس صحيح؟ إن التمهيدية التالية تجيب على هذا السؤال. 


تمهيدية )7-1١١-5(‏ 
إذا كان (,)-(1,71) لكل ' في ۷ فإن 7 نتحويل واحدي . 


الرهان 
إن البرهان مشابه لبرهان تمهيدية .)١-٠١-۹(‏ ليكن داو + في ۷ ومن الفرض 
يكون 
((u+v)T,(u+v)T)=(u+v,u+v)‏ 
بفك هذا المقدار وتبسيطه نحصل عل : 
(uT,vT)+(vT,uT)=(u,v)+(v,u)‏ )1( 
لكل داو :في ۷. في معادلة )١(‏ ضع ۷ بدلا من ۷ وأجر الحسابات اللازمة لتحصل على 
—(uT,VT)+(vT,uT)=-—(u,v)+(v,u)‏ )۳( 
بجمع )١(‏ و(؟) نحصل على (۷,ں)=(۲,۷۲ں) لكل داو ۷ في ۷ » ويكون ۲ تحويل 


واحدي . 


الآن نضيف خاصة كون تحويل خطي واحديًا بدلالة تأثيره على أساس ل ۷. 
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مبرهنة )۱-۱۰-٦(‏ 
يكون التحويل ا خطي ۲ على ۷ واحديًا إذا وفقط إذا كان يأخذ أساسًا متعامدًا 
معايرًا ل ۷ إلى أساس متعامد معاي ر ل /1. 


البرهان 

لنفرض أن (ہ۷,,...,۷) أساس متعامد معاير ل ۷ , لذا ۷,۷(=0) لكل زكدذ بين) 
1-(.0). نود أن نثبت أنه إذا كان 7 تحويلاً واحديًا فإن (۷,۲,...,۷,۳) أساس متعامد 
معاير ل ۷. ولكن 0ر00 00/3/17 لكل ز۶ا و 1>-(,,؟) -(7,9,1). لذا يكون 
(71,...,71) حقا أساسًا متعامدًا معايرًا ل ۷. 


من ناحية أخرى إذا كان ۲ في (۸)۷ بحيث أن كلا من "...00 
و (۷,...,۷,۳) أساس متعامد معاير ل ۷ فإنه لكل ناو « في ۷ يكون 
لحي ددا 
وباستعمال خاصة التعامد المعاير للمتجهات ۷ نحصل على 
(uw)= Zaf,‏ 

ولكن 

7 حكن « 7د 
واستنادًا لخاصة التعامد المعاير للمتجهات ۷١‏ نحصل على 

(«منا) حرقلبه ل - (1«رانا) 

ما يبرهن على أن 7 تحويل واحدي . 


إن مبرهنة )١-٠١١-7(‏ تنص على أن التغيير من أساس متعامد معاير إلى آخر يتم 
بواسطة تحويل خطي واحدي . 
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تمهيدية )1-١١-5(‏ 
إذا كان في (۸)۷ فإنه لأي ۷ في ۷ يوجد عنصر في ۷ يعتمد على ۷ و1 بحيث 
(:,نا) -(1,17ن) لكل u‏ ف ۷. إن العنصر « وحيد لكل اختيار ل و 7. 


الرهان 
من أجل برهان التمهيديةء يكفي أن تجد عنصرا ۷« في 7 يحقق استنتاج 
التمهيدية بالنسبة لأساس ما ل ل. ليكن [رنا,...,ننا) أساسًا متعامدًا معايرًا ل ۷ ونعرف 


(u;T,v)u;‏ دم 
i=]‏ 


سانا سيط يبين أن (,1,دا)-(«,رنا) ما عل » العنصر المطلوب . من أجل إثبات 
أن ۷ وحيد نفرض أن 
(ث8,نا) > ( رالاىنا) > زلا 1انا) 
فنستنتج أن 
0 >( لات لارام 


لكل u‏ ف ۷. وعندما نجعل ر۷ w=ں‏ نحصل على ,ات رلا. 


إن تمهيدية )۴-٠١-١(‏ تمكننا من إعطاء التعريف التالي. 


تعريف 
إذا كان :1 في (۸)۷ فإن القرين ا هرميتى (20[0170 ههنازهمء81) ل 1 ورمز له ب 
ا : يعرف ب 
(*1/رنا) -(01,7) لكل u‏ و 7 ف 7 


لكل ۷ في ۷ حصلنا أعلاه على تعبير صريح ل ۷۲ (على شكل ”") ويمكننا 
استعمال ذلك التعبير لبرهان خصائص عديدة ومرغوبة ل *5 . لكننا نفضل أن نفعل 
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تمهيدية )4-١١-5(‏ 
إذا كان ۲ في (۸)۷ فإن *1 في (4)1 وبإلاضافة إلى ذلك 
(T**=T -١‏ 
(S+T)*=S*+T* ١‏ 
#- *كة-*(كم 
#4 - *1*5-*(51) 
لكل 5 » 1ف (۸)۷ وکل ۸ف ۴۔ 


الرهان 
يجب أن نبرهن أولاً على أن 1 تحويل خطي على /. إذا كان سء “و في ۷ فإن 

(u,Aûv+w)T*)=(uT,v+w)=(uT,v)+(uT,w)=(u,vT*)+(u,wT*)=(u,vT*+wT*) 

وينتج عن ذلك أن 
(v+w)T*=vT*+wT*‏ 
وبصورة مشابهة » لكل ۸ في ۴ 
(u,(Av)T*)=(uT,Av)=A(uT,v)=A(u,VT*)=(u,A(vT*))‏ 

وعليه يكون (*1)71-*30(7). لذا نکون قد برهنا على أن *۲ تحويل خطي على . 


من أجل إثبات أن '7-*(*1) لاحظ أن 


(u,v(T*)*)=(uT*,v)=(v,uT")=(vT,u)=(u,vT) 
لكل داو ؟ في ۷ وعليه '01-*(*1)؟ والذي يقتضى أن يكون 7-*(*7). نترك برهان أن‎ 
وأن *71-*(01) كتمرين للقاریء. أخيرا‎ )9+1(*-5*+1* 
(u,v(ST)*)=(uST,v)=(uS,vVT*)=(u,vT*S*) 
لكل ناو في ۷. وهذا يجعل *71*5-*(57), لکل في ۷ وینتج عنه أن *۲(*=۲*58؟).‎ 


كنتيجة للتمهيدية نجد أن القرين الهرميتي يعرف قرينا على (۸)۷ في المفهوم 
المذكور في بند (8-5). 
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إن القرين المرميتي يتيح لنا وصفًا آخر للتحويلات الواحدية بدلالة العلاقة 
1و *. 


تمهيدية )0-1١١-5(‏ 
يكون ۲ في (۸)۷ واحديًا إذا وفقط إذا كان 1-*71 


البرهان 
إذا كان واحدنا فلكل سو »في ۷. 
(u,vTT*)=(uT,vT)=(u,v)‏ 
ثما يجعل ۲۲*=1. ومن جهة أخرى إذا کان ۲۲۳*۵1 فإن 
(u,v)=(u,VTT*)=(uT, vT)‏ 
والذي يقتضي أن 7 واحدي . 


لاحظ أن التحويل الواحدي غير شاذ وأن معكوسه هو قرينه الهرميتي. لاحظ 
يض أنه إذا كان 1۲*1 فيجب أن بكرن 1 -1*17. سوف نقدم أدناه معيارًا واضحًا 


بدلالة المصفوفات لكون تحويل خطي واحديًا . 


مبرهئة )17-١١-5(‏ 
إذا كان )۷,...,٠,[‏ اساسا متعامدً! معايرًا ل ۷ وكانت (6) مصفوفة 1 في (۸)۷ 
بالنسبة هذا الأساس فإن مصفوفة *1 بالنسبة هذا الأساس هي (ر6) حيث يه-رق. 


البرهان 
لما كانت مصفوفتا ۲ و *5 . بالنسبة لهذا الأساس» هما (,») و (8) على الترتيب 
فإن 


ل حل و لتحي 


٦‏ مواضيع في الجبر 


الآن 
> اليه == (vT‏ درق 


وذلك استنادًا لخاصة التعامد المعاير ل م ...1 7). 


إن هذه المبرهنة شيّقة جدًّا وذلك في ضوء ما عملناه سابقًا في بند (8-5) ذلك 
لأن القرين الهرميتي المعرف على فضاء الضرب الداخلي ۷ مكتوب بدلالة المصفوفات 
بالنسبة لأساس متعامد معاير في ۷ » هو ليس إلا القرين الهرميتي للمصفوفات المعرف 
في ذلك البند. ١‏ 


باستخدام المصفوفات بالنسبة إلى أساس متعامد معاير فإننا ندعي أن 7 في 
(4)7 واحدي إذا وفقط إذا حققت عناصر مصفوفة 1 ولتكن (ز») ما يلي : 


2 5 5 
2jj a; =0‏ حيث #241[ 
و 1 
البرك 


بدلالة الضرب النقطي على فضاء المتجهات المركب فإن الشرطين أعلاه ينصان على أن 
صفوف مصفوفة 7 تكون مجموعة متعامدة معايرة من متجهات في ۴ نسبة إلى هذا 
الضرب النقطي 5 
تعريف 

يسمى ۲ في (۸)۷ قرينًا ذائَيًا (0«ذهز1-20اءة) أو هرميتيا (مدنانممء81) إذا كان 
'1-*1. وإذا كان 13--*1 فندعوه حینئذ هرميئيا تخالفيًا . إذا كان 5 في (97)ه فإن 

( کک :کو 
2i‏ 2 

وحيث إن 5+5*(/2) و 5-5*(/2) هرميتيان فإن ۸4+18-=5 حيث إن كلا من ۸ و 8 


التحويلات الخطية oo¥‏ 


في بند (8-5) وبأستخدام حسابات المصفوفات برهنا على أن أي جذر مميز 
لمصفوفة هرميتية في الأعداد المركبة هو عدد حقيقي . على ضوء حقيقة )١(‏ يمكن إعادة 
صياغة ذلك ليصبح : جميع ا جذور المميزة لمصفوفة هرميتية هي أعداد حقيقية . الآن 
نعيد برهان ذلك من وجهة نظر فضاءات الضرب الداخلي . 


ميرهنة )8-١١-5(‏ 
إذا كان 1 في (۸)۷ هرميئيا فإن جميع جذوره ا مميزة أعداد حقيقية . 


البرهان 
لیکن ۸ جذرا مميز ل1» عندئذ يوجد 0+« في ۷ بحيث ۲=۸۷». الآن نحسب 
A(v,v)=(Av,v)=(vT,v)=(v,VT*)=(v, VT)‏ 
=(vAv)=(v,v)‏ 


ولكن ۷,۷(۶0) ما يجعل 2-7 أي ۸عدد حقيقى . 


إننا نرغب في أن نصف صيعًا قانونية للتحويلات الخطية الواحدية واهرميتية 
وحتى التحويلات الأكثر عمومية التي ستكون أبسط من صيغة جوردان. إن هذا هو 
الغرض من التمهيديات القليلة القادمة التي على الرغمٍ من كونها مشوقة بحد ذاتها إلا 
أنها غالبا ما تكون ذات طبيعة حسابية تخذم غرضًا معيئا. 


تمهيدية )3-١١-5(‏ 
إذا كان 5 في (۸)۷ وكان 0-*55/ فإن 5-0/. 


البرهان 

لنعتبر (755*,7). لما كان 0-*755 عندئذ 0=)۷88*,۷(=)v8,۷)8*(*(=)۷8,۷8(‏ 
وذلك باستخدام تمهيدية )4-١١-7(‏ ونستنتج من ذلك أن 5-0, لأننا في فضاء ضرب 
داخلي 5 


00۸ مواضيع في الجبر 


إذا كان 1 هرميئيًا وكان 0-*71 ل ۸<0 فإن ۷۲=0. 


البرهان 

نثبت أولا أنه إذا كان 0-”12؛ فإن 05-0 فلو كان ”5-72 فإن 5-*5 و 
55*12 وعليه 0-(155*,0) يقتضي أن يكون "”0-75-712. بالاستمرار نزولاء على 
هذا النحو نحصل على 01-0. إذا كان 1-0 فإن ١12”-0‏ ل )<”2 وهذا يجعل 
.vVT=0‏ 


الآن نقدم نوعا من التحويلات الخطية يحوي كلا من التحويلات الواحدية 
واهرميتية واهرميتية المتخالفة كحالات خاصة. 
تعريف 

طا على 7 في (۸)۷ نحويل خطى ناظمي (normal linear transfor ation)‏ 
إذا كان '1*1-*11. 


قيا سراق ستبومن مبرهنات حول التسويلقت اللخطية الناظمية بدلا من برهانا 
في حالة التحويلات الواحدية والهرميتية» ثم نشتق النتائج المرغوبة حول التحويلات 
الواحدية والهرميتية كحالتين خاصتين . 


تمهيدية )7/-1٠١-5(‏ 
إذا كان ۸ تحویلا حطیا ناظميًا وكان 81-0 ل »في ۷ فإن 0-*/11. 
البرهان 
النعتبر (*92/*,921). باستخدام التعريف ولكون N۸*=۸*×‏ نحصل على : 
(vVN*,VN*)=(VN*N,v)=(VNN*,v)‏ 
ولكن 0= ۷N‏ ما يجعل ۸*=0×»/. وبذا نستنتج أن )۷۸N*,۷۸*(=0‏ وبالتالي .۷»۸N*=0‏ 


التحويلات الخطية 4ه 


)١( نتيجة‎ 


إذا كان ۸ جذرًا ميرًا للتحويل الناظمى N‏ وكان 7171-1 فإن 37-*/م7. 


البرهان 
لما كان N‏ ناظميا فإن .NN*=N*×N‏ 
إذن 
+AX=N*N-AN*IN + 17‏ الج * الج 11خ و7 * لل) رجو - *لجاورجم 
(N -ÃXN-A)) = (N-2)" (N -2)‏ - 
وهذا يجعل )N4(‏ ناظميًا. وحيث إن N4(=0)»ء‏ ولكون )١۸(‏ ناظميًا نستنتج أن 
0-*(80-2)؟ باستخدام التمهيدية . وعليه يكون ۷۸*=۸۷. 


إن النتيجة تنص على الحقيقة الشيّقة وهي إذا كان ۸ جذرًا مميرًا للتحويل 
الناظمي N‏ فليس ۸ جذرا يرا ل *۸ فحسبء ولكن أي متجه مميز ل ل يتبع الجذر 
المميز ۸هو متجه مميز ل *يتبع ۸ والعكس بالعكس . 


نتيجة (۲) 


إذا كان 1 واحدیا وكان ۸ جذرًا ميرًا ل ۲ فإن ۸/=1/. 


البرهان 
لما كان 5 واحديًا فإنه ناظمی . لیکن <جذرًا مميرًا ل ولنفرض أن 1-3 حيث 
۷0 في ۷. وفقًا لنتيجة )١(‏ يكون 35:0-*1, لذا :39( *- “لدب لأن 1- +71 


نستنتج أن 12-1 وهذا يعني أن ۸|=1|. 


الآن نتوقف لنعرف وجهتنا . إن هدفنا القريب هو برهان أنه يمكن الحصول على 
صيغة قطرية لتحويل ناظمي بواسطة تحويل واحدي . إذا كانت ۸...1 جذورا مميزة 
مختلفة ل N‏ فباستخدام مبرهنة )١-5-5(‏ يمكننا تفريق ۷ على النحو 7/-1,©...©1١/,‏ 
حيث 0-"(71-1),؛ لكل :“في ۷. في هذا الصدد سندرس شيئين: أوهم| علاقة 


0۰ مواضيع في الجبر 


المتجهات الموجودة في لامع المتجهات في ز۷ حيث 1# » وثانيهما طبيعة كل من 
الفضاءات ;۷. عندما ننتهي من ذلك سنتمكن من جمع الحقائق لإثبات المرهنة التي 
ننشدها. 


تمهيدية (5-١١-4م)‏ 
إذا كان × ناظميًا وكان 0=* ۷N‏ فإن 0= ۷۸. 


الرهان 
لیکن *5=×۸ فيكون 5 هرميتيًا. وحيث إن × ناظمي يصبح 
.vS*=v(NN*)*=vN*(N*)*=0‏ 
باستخدام نتيجة تمهيدية )5-٠١-5(‏ نستنتج أن 05-0 » أي أن 0=* N۸N‏ وهذا يجعل 
11-0؟ وفقا لتمهيدية .)5-١١-5(‏ 


نتيحة 


2 


إذا كان × ناظميًا و ۸ في ۴ بحيث 0=* v)NN-1(‏ فإن ۷۸=۸۷. 


الرهان 

لكون × ناظميًا نستنتج أن (+80) ناظمي وعليه فبتطبيق التمهيدية التي خلصنا 
من برهاها على )١-3(‏ نحصل على النتيجة . 

على ضوء ما ذكرناه قبل التمهيدية الأخيرة فإن هذه النتيجة تبين أن كل متجه 
في ۷ هو متجه مي ز ل ل يتبع ا جذر ا مميزبة. بهذا نكون قد عيّنا طبيعة ,7 ٠‏ أما الآن 
فإننا نمضي لدراسة العلاقة بين :/او,/احيث [غوا. 


تمهيدية )4-١١(‏ 
إذا كان ۸ تحويلا ناظميا وكان ۸ و م جذرين ميزين غتلفين ل .٠/‏ وإذا كان 
wyv‏ في ۷ بحيث 7ع اما و هم w»N=‏ فإن .)v,wW(=0‏ 


التحويلات الخطية 1 
البرهان 
نحسب (,037) بطريقتين مختلفتین . با أن ۷۸=2v‏ فإن N. w(=)۷,w(=1)۷,w(‏ . 
كذلك ہا أن =۸« واستناداً إلى تمهيدية )/-١١-57(‏ نحصل على «ن[=*۸» وعليه فإن 
W(‏ ,۷= (سwم,v,WN*(=)v)=(س,N).‏ بمقارنة نتيجتي الحساب نحصل على 
(۷,۷)=(س,۸)۷ ولكون ۸ نخلص إلى أن ۷,w(=0)۔‏ 


الآن نكون قد أنجزنا الخلفية اللازمة التي تمكننا من برهان المبرهنة الأساسية 
التالية . 


مبرهنة )4-٠١-5(‏ 
إذا كان 17 تحویلا خطيا ناظميًا على ۷ + فإنه يوجد أساس متعامد مغاير مكون 
من متجهات ميزة ل N‏ وفيها تكون مصفوفة N‏ قطرية . وبعبارة مكافئة » إذا كانت 
N‏ مصفوفة ناظمية فإنه توجد مصفوفة واحدية لا بحيث تكون UNU"(=UNU*)‏ 

مصفوفة قطرية . 


البرهان 

سنكمل تفاصيل البرهان الذي قدمنا له قبل إثبات تمهيدية .)8-١١-5(‏ 

ليكن 3 تحويلاً ناظميًا و ۸...1 الجذور المميزة المختلفة ل .١‏ استنادا لنتيجة 
مبرهنة (1-5-5) يمكننا تفريق 7 على اهيئة 17 ©...©/7-/7 حيث لكل ,في ,7 
يكون .«)N4("=0‏ باستخدام نتيجة تمهيدية )8-٠١-5(‏ فإن يحوي فقط على 
متجهات ميزة ل N‏ تابعة للجذر المميز :ة. إن الضرب الداخلي في ۷ ينتج عنه ضرب 
داخلىي في ۷ وباستعبال مبرهنة (7-4-4) يمكننا إيجاد أساس متعامد معاير ل ۷ بالنسبة 
هذا الضرب الداخلي. 


وفقا لتمهيدية )4-١١-7(‏ فإن المتجهات الموجودة في 7 عمودية على المتجهات 
في ز۷ طالما أن ©#ذ. لذا فبتجميع الأساسات المتعامدة المعايرة من كل ۷ نحصل على 


1۲ مواضيع في الجير 


أساس متعامد معاير ل ۷. إن هذا الأساس مكون من متجهات مميزة ل 71 وعليه تكون 
مصفوفة N‏ بالنسبة لهذا الأساس قطرية . 


سوف لا نبرهن العبارة المكافئة والخاصة بالمصفوفات ونتركها كمسألة للقارىء 
ونكتفي بالإشارة إلى الحاجة إلى الحقيقتين التاليتين: 

١‏ - إن تغيير الأساس من أساس متعامد معاير إلى آخر يتم عن طريق تحويل 
واحدي (مبرهنة .)1١-1١١-5‏ 

؟ - عند تغيير الأساس فإن مصفوفة التحويل الخطي تتحول إلى مصفوفة 
مرافقة عن طريق مصفوفة تغيير الأساس (مبرهنة 77-5) . 

إن النتيجتين التاليتين هما حالتان خاصتان جدا من مبرهنة )4-١١-5(‏ ولكن 
لكون كل منا مهمة بحد ذاتها فإننا ننص عليه كنتيجتين لغرض التأكيد عليههم|. 


نتيجة )١(‏ 
إذا كان 1 تحويلا واحديًا فإنه يوجد أساس متعامد معاير والذي فيه تكون 
مصفوفة 1 قطرية . بعبارة مكافئة » إذا كانت 1 مصفوفة واحدية فإنه توجد مصفوفة 

واحدية لآ بحيث تكون (*[1711-)171171] مصفوفة قطرية . 


نتيجة (۲) 

إذا كان 7 تحويلًا خطيًا هرميئيا فإنه يوجد أساس متعامد معاير والذي فيه تكون 
مصفوفة 7 قطرية . وبعبارة مكافئة» إذا كانت 1 مصفوفة هرميتية فإنه توجد مصفوفة 
واحدية لا بحيث تكون (*[1711-) 17117 مصفوفة قطرية . 


إن المبرهنة التي انتهينا من برهانها تعتبر نتيجة أساسية في التحويلات الناظمية 
لأنها تميز تلك التحويلات بأنها التحويلات التي يمكن تغييرها إلى الصيغة القطرية عن 
طريق تحويلات واحدية. كا أن المبرهنة تبين أن الفرق بين التحويلات الناظمية 
والهرميتية يكمن في طبيعة جذورها المميزة . ونوضح هذا في التمهيدية التالية. 


التحويلات الخطية o1‏ 


تمهيدية )٠١-1١١-5(‏ 
يكون التحويل الناظمى :١7‏ 
اها[ 5 انت ترو الهو عة 
۲ - واحديًا إذا وفقط إذا كانت القيمة ا مطلقة لكل جذوره ا مميزة تساوي 1. 


البرهان 

تستعمل المصفوفات في مناقشتنا. إذا كانت N‏ هرميتية فإنها ناظمية وجميع 
جذورها المميزة حقيقية . إذا كانت N‏ ناظمية وكانت جذورها المميزة حقيقية فإنه توجد 
مصفوفة واحدية لا بحيث تكون 

UNU"=UNU*=D 
مصفوفة قطرية فيها عناصر القطر أعداد حقيقية . لذا 8-*2. ولا كانت‎  ثيح‎ 
D*=(UNU*)*=UN*U* 

فإن العلاقة 2-*2 تقتضى أن تكون * N1‏ ل=*1N*1.‏ وحيث إنه يوجد 
معكوس ل ا فإننا نحصل ڪل أن 21 - *81. لذا تكون 71 هرميتية . 


نترك برهان الجزء الخاص بالتحويل الواحدي للقارىء. 

إذا كان ۸ أي تحويل خطي على ۷ فإنه يمكن حساب (*48)؟! باستخدام 
مصفوفة ه نسبة لأي أساس ل ۷. لنختار أساسًا متعامدًا معايرًا ل /. في هذا 
الأساس إذا كانت مصفوفة ۸ هي (») فإن مصفوفة *4 هي (ن8) حيث 0 > زوق8. 
إن حسابا بسيطًا يبين لنا أن ”ازاز :<=(*۸۸)» وهذا يساوي صفرا إذا وفقط 
إذا كان كل » يساوي صفراء أي إذا وفقط إذا كان ۸=0. وباختصار 0-(*./ة) إذا 
وفقط إذا كان 8-0. إن هذا معيار مفيد لبيان كون تحويل 
خطي مساويًا للصفر. ويتضح هذا في التمهيدية التالية. 


تمهيدية )11-1٠١-5(‏ 
إذا كان ۸ تحويلًا ناظميًا وكان 4/(-اله فإن ۸۸*=۸*۸. 


o4‏ مواضيع في الجر 


الرهان 
إننا نريد أن نبين أن ۸*4-*4۸=× يساوي صفرا. إن ما سنفعله هو 
برهان أن ۲××*=0ا فنستنتج من ذلك أن 0=×. 
U‏ كان (١‏ يتبادل مع ۸ ومع *× فإنه يجب أن يتبادل مع ۸*4-*۸۸ , لذا 
XX*=(AN*-N*A)(NA*-A*N)=(AN*-N*A)NA*(AN*-N*A)JA*N‏ 
=N((AN*-N*A)A*)-((AN*-N*A)A*)N‏ 


ونستتتج من ذلك أن 0-* لأن × هو على الصيغة 2/8-87. لذا 0=× 
وبالتالي فإن .AN*=N*A‏ 


لقد بيّنا أن *30 يتبادل مع جميع التحويلات الخطية التي تتبادل مع × حيث N۸‏ 
تحويل ناظمي . إن هذا كاف ليجعل *۸ يساوي كثيرة حدود من 78. بيد أنه يمكن 
برهان ذلك مباشرة كاستنتاج من مبرهنة )4-١١-5(‏ (انظر مسألة 4 .)١‏ 

يكون التحويل الخطي 7 هرميتيًا إذا وفقط إذا كان (۷۳,۷) عددًا حقيقيًا لكل ۷ 
في ۷. (انظر مسألة .)١19‏ التحويلات اهرميتية ذات الأهمية الخاصة تلك التي يكون 
فيها ۷۳,۷(<0) لكل ۷ في 7. ندعو تلك التحويلات بالتحويلات الخطية غير السالبة 
(17)دوقعمهمم) ونرمز طا بالرمز 1<0. إذا كان ۲<0 وكان )۷٣,۷(<0‏ ل ۷0 فعندئل 
نقول عن 7 انه موجب (أو موجب بالتحديد) (عانم5ع0 iveاosiم)‏ sitiveەم‏ ونكتب 
ذلك على الصيغة 1<0. إننا نرعب في التعرف على هذه التحويلات الخطية بواسطة 
ورا ا 


تمهيدية )11-1١١-5(‏ 
يكون التحويل ا خطي الهرميتي غير سالب (موجبًا) إذا وفقط إذا كانت جميع 
جذوره ا مميزة غير سالبة (موجبة) . 


البرهان 
لنفرض أن 0<. إذا كان ۸ جذرا مميزا ل 7 فإن ۷۲٣۸۷‏ لمتجه ۷0. لذا 


التحويلات الخطية o10‏ 


0<(vT,v)=(Av,v)=A(v,v) 
.<0 وحيث إن ۷,۷(<0) نستنتج أن‎ 


ومن جهة أخرى إذا كان 1 هرميتيًا وكانت جميع جذوره المميزة غير سالبة فإنه 
بالإمكان إيجاد أساس متعامد معاير (,7,,...0) يحوي على متجهات مميزة ل ۲. لكل 
ز۷ يكون ,1-3 ,احيث 2,20. الآن لكل ؛في ۷ م0.ه5-؟وعليه 
20,0 80971 -1 7 


ولكن عندئذ يصبح 

بمو( > ( رونل (vT,v)=(EA,o;‏ 
وذلك باستخدام خاصة التعامد المعاير للأساس (,7,,...,7). لما كانت 0<رة و 8,20به 
فنحصل على 71,0(<0) أي 1<0. 


تمهيدية )117-٠١-5(‏ 
يكون 1<0 إذا وفقط إذا كان *7-44 حيث ۸ تحويل نحطي ما . 


البرهان 
اول نبينَ أن 0<*هه. لكل ۷ في ۷ يكون ۷۸۸*,۷(=)۷۸,۷۸(<0) وعليه 
.AA*>0‏ 


ومن جهة أخرى» إذا كان 1<0 فبإمكاننا إيجاد مصفوفة واحدية لا بحيث 
1 


٦‏ مواضيع في الجير 


حيث إن كل :۸ جذر مميّز ل 7 وعليه فإن 0 لكل :1 


2 
VW‏ 
va‏ 
-5 
Vn‏ 
لما كان 120 لكل ¡ فإن كلا من ;۷7 عدد حقيقى وبناء عليه تكون 5 هرميتية . إذن 10*51 
هرميتية . ولكن 
2 
1 
(U*SU)?=U*SU=U* U=T‏ 
3 


n 


بهذا نكون قد مثُلنا 7 على الصيغة *۸۸ حيث []0*5ا-ق. 


لاحظ أننا برهنا على أكثر من نص التمهيدية. ونعنى بذلك أنه عند إنشائنا 
ل 5 أعلاه لو اخترنا اتر غير السالب 6 ل افد تكرة 5و [51*ل] غير 
سالبتين. لذا 1<0 هو مربع لتحويل خطي غير سالب» أي يوجد جذر تربيعي غير 
سالب لكل 7<0. يمكن البرهان على أن الجذر التربيعي غير السالب هذا وحيد (انظر 
مسألة )۲٤‏ . 


نختم هذا البند بمناقشة عن المصفوفات الواحدية وا هرميتية على حقل 
الأعداد ا حقيقية . في هذه ال حالة تسمى المصفوفات الواحدية مصفوفات متعامدة 
matrices)‏ 31دمعوطءىه) وهی تحقق 00'=1. أما المصفوفات اطرميتية فهي في هذه 
الحالة المصفوفات المتناظرة . . 


التحويلات الخطية /اىه 


إننا ندعي بأنه يمكن تحويل أية مصفوفة حقيقية متناظرة إلى الصيغة القطرية 
بواسطة مصفوفة متعامدة . لتكن 4 مصفوفة حقيقية متناظرة . يمكننا اعتبار ۸ مصفوفة 
تعمل على فضاء الضرب الداخلي الحقيقي ۷. باعتبار ۸ مصفوفة من أعداد مركبة فإنها 
هرميتية وعليه تكون ميم جذورها المميزة حقيقية . إذا كانت هذه الجذور هي chk‏ 
فيمكن تفريق ۷ على الصيغة ,17 ٠/-7/,©...©‏ بحيث 0-"(1-ه)ر؟ لكل ,في ,ل.ى) في 
برهان تمهيدية )8-١١-5(‏ نستنتج من هذا أن :#ب(-ه". باستخدام البرهان نفسه 
المستعمل في تمهيدية )4-1١-5(‏ نستطيع أن نبِين أنه ل في ,لاو ,في ز۷ يكون 
0-(,.) حيث [غوذ. لذا يمكننا إيجاد أساس متعامد معاير ل ۷ يحوي على متجهات 
ميزة ل 4. إن تغيير الأساس من الأساس المتعامد المعاير[(1,0,...,0(,)0,1,...,0(...,)0,...,0,1)) 
إلى هذا الأساس الجديد يتم عن طريق مصفوفة واحدية حقيقية أي مصفوفة 
متعامدة. لذا يمكن تحويل ه إلى الصيغة القطرية عن طريق مصفوفة متعامدة ما 
يثبت ادعاءنا أعلاه. 


إن تعيين صيغة قانونية للمصفوفات المتعامدة الحقيقية على حقل الأعداد 
الحقيقية أمر فيه بعض التعقيد ليس في الصيغة نفسها بل في طريقة الحصول عليها 
أيضا. الآن نسير بهذا الاتجاه ولكننا ألا نود تقديم ملاحظة عامة تتعلق بجميع 
التحويلات الواحدية . 


إذا كان W‏ فضاءٌ جزئيًا من ۷ وكان ۷ غير متغير تحت تأثير التحويل الواحدي 
1ء فهل صحيح أن المتمم العمودي '۷ ل ۷ هو أيضا غير متغير تحت تأثير 7 ؟ دع ۷ 
في ۷ و × في “بلا لذا 0-(,ه) -(81,1) ولا كان /قاغير متغير تحت ۲ و 1 تحویل 
منتظم ما يجعل ۷1=۷ وعليه × عمودي على كل متجهات ۷ لكل × في /۷. إذن » 
WCW‏ تذكر أن .V=W@W'‏ 

لتكن © مصفوفة متعامدة حقيقية . عندئذ» فإن 

T=Q+Q"=Q+Q' 

مصفوفة متناظرة وعليه تكون جذورها المميزة أعدادا حقيقية . إذا كانت تلك 
الجذور هي ...۸ فيمكن تفريق ۷ إلى ,۷ ©... © ۷=۷ حیٹ ۷'٣۸۷;‏ لکل في 
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. إن الفضاءات الجزئية ,۷ متعامدة على بعضها . إننا ندعي أن كلا من ,۷ غير متغير 
تحت تأثير © (برهن على ذلك). لذا فلمناقشة عمل © على ۷ يكفينا أن نصف 
عملها على كلمن,7. 

في :/ . لما كان (077©+0),- 1 ,ربز > عند الضرب ب © نحصل على 
0-(0+1,جة0)». هناك حالتان خاصتان لابد من الإشارة إليهما وهما عندما 2-2و 2-=۸ 
(وبالطبع ليس ضروريًا أن تحدث أي من تلكا الحالتين)» عندئذ 0+1(2-0), 
وهذا يجعل 0-(021)!. في هذه الفضاءات تعمل © كعمل 1 أو 1-. 

إذا كان 2-,۸#2 فعندئذ لا يوجد ل © متجهات مميزة في ;۷ وعليه يكون المتجهان 
© مستقلين خطيًا لكل ۷0 في ,۷. إن الفضاء المحزئي المولد منهه| غير متغير تحت تأثير 
ح لأن «سوب.ذ-02:. الآن '/1© 77-70 حيث '۷ غير متغير تحت تأثير ©. لذا يمكننا 
أن نحصل على :لا كحاصل جمع مباشر لفضاءين ثنائيي البعد متعامدين على بعضها 
غير متغيرين تحت ۵. كى نجد الصيغة القانونية ل © على ;۷ (وبالتالي ۷) بقى علينا أن 
ننجز حالة المصفوفات المتعامدة الحقيقية من نوع 2×2. 1 

لتكن © مصفوفة حقيقية متعامدة من نوع 2×2 تحقق 020+1-0 » لنفرض 


أن 4 = إن تعامد ۵ يقتضي أن يكون 


82-1 جتن )01( 

( 2+8 =1 

(۳ ay+88=0 
لما كان 1=0+ ۸0 فإن محدّدة © تساوي 1 » وعليه‎ 

(5 aةfy=1‎ 


إننا ندعي أن المعادلات من )١(‏ إلى (4) تقتضي أن يكون 8-» و --ق. وحيث 
إن 82-1 +ت0 ما يجعل 1>|»| وعليه يمكننا كتابة © 2-005 لزاوية حقيقية ما 6 » وبهذه 


الدلالات يكون 6 «أه-ق. إذن تصبح المصفوفة © على الصيغة 


cos 0 sin 0 ) 
in 0 cos § 


التحويلات الخطية 4ه 


إن جميع الفضاءات التي استُخدمت في جميع عمليات التفريق كانت متعامدة 
على بعضها. لذا فباختبار الأساسات متعامدة معايرة لكل من تلك الفضاءات نحصل 
على أساس متعامد معاير ل . وفي هذا الأساس تكون مصفوفة © على النحو الموضح 


في الشكل )١-1-5(‏ 


cosê, sinê, 
in0, cosê, 


cosê, sinê, 
sinê, cos, 


شكل )١-١٠١-5(‏ 
وحيث أننا تحولنا من أساس متعامد معاير إلى آخر وأن هذايتم بواسطة مصفوفة متعامدة . 
لذلك نستنتج أنه : إذا كانت © مصفوفة حقيقية متعامدة فبإمكاننا إيجاد مصفوفة متعامدة 
1 بحيث تكون (*7017-)71 707 مصفوفة على الصيغة الموصوفة أعلاه. 


مسائل 
أت عين أيا من المصفوفات التالية : واحدية. هرميتية » ناظمية 
0 0 0 1 
: 1 : 1 0 0 1 0 0 
)1( ٠(ب)[م oO:‏ 0 01 
1 1 0 
1 0 0 0 
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1 2i 
(a) < ( [1 
2i i 
VY Va 


۲ - أوجد الجذور المميزة للمصفوفات الناظمية من بين المصفوفات المذكورة في مسألة 
»)١(‏ ثم حول تلك المصفوفات إلى الصيغة القطرية بواسطة مصفوفات واحدية . 
- إذا كان 7 تحويلاً واحديّا فأثبت باستخدام التعريف («.)-(7ه ,05) أن 7 غير 
شاذ. 

٤‏ - إذا كانت © مصفوفة حقيقية متعامدة. فبرهن على أن 1+-0 ءل. 

© - إذا كانت © مصفوفة حقيقية متناظرة تحقق 0*=1 ل 1<». فبرهن على أن 02-1. 

5- أكمل برهان تمهيدية )4-١١-5(‏ بإثبات أن : 

AT)*=AT* و‎ (S+T)*=S"+T* 
باستعمال الصيغة الصريحة ل‎ )5-٠١-5( ات خواص « المذكورة في تمهيدية‎ ¥ 
.)7"-١٠١-5( الواردة في برهان تمهيدية‎ «=٣ 
إذا كان 7 تويلا هرميتيًا تخالفيًا. برهن على أن جميع جذوره المميزة هي أعداد‎ -4 
إذا پا و د ة تخالفيًا من نوع كال. فبرهن على أنه إذا كان‎ - 
.de† =0 «عددًا فرديًا فإن‎ 

-٠‏ باستخدام طرق حساب المصفوفات المباشرة. أثبت أن كل مصفوفة حقيقية 
متناظرة من نوع 2×2 يمكن أن تحوّل إلى الصيغة القطرية بواسطة مصفوفة 
متعامدة . 

۷8 ت انت برهان الجزء الخاص بالمصفوفات من مبرهنة )4-١١-5(‏ والذي سبق أن 
ذكرنا خطوطه العريضة . 

- أثبت أن التحويل الناظمي يكون واحديًا إذا وفقط إذا كانت القيم المطلقة 
لجميع جذوره المميزة تساوي 1 


0 
1 
E 
58 


5/- SI 


التحويلات الخطية 0۷۱ 


-١1*‏ إذا كان N...‏ عددًا منتهيًا من التحويلات الناظمية القابلة للإبدال في 
بينها . فبرهن على أنه يوجد تحويل واحدي ۲ بحيث تكون "1۸,۳ كلها قطرية . 

٤‏ - إذا كان × تحويلاً ناظميًا . فبرهن على أن (00)م-*/2 لكثيرة حدود ما (»)م. 

8 - إذا كان ۸ تحويلاً ناظميًا وكان 4۸=0. فبرهن على أن ۸۸*=0. 

5 أثبت أن له تحويل ناظمي إذا وفقط إذا كان ه يتبادل مع *۸۸. 

۷ - إذا كان × ناظميًا . فبرهن على أن ;2= حیٹ ,87-8 ,81-8 و ,1هي الجذور 
المميزة ل ×. (يسمى هذا بالتفريق الطيفي ل (spectral resolution of N‏ 

۸ ۔ إذا کان × تحويلاً ناظميًا على لاوكانت 100 و ۰ كثيرتى حدود أوليتين نسبيًا 
معاملاته| أعداد حقيقية . فبرهن على أنه إذا كان ۷۴)۸(=0 و ۸N(=0)عس‏ حيث ٠‏ 
و س في ۷ فإن w(=0س,۷).‏ 

4- برهن على أن التحويل الخطى 7 على ۷ هرميتى إذا وفقط إذا كان (۷1,۷) عددًا 
حقيقيًا لكل ,فيل 00 1 

٠‏ - برهن على أن ۲<0 إذا وفقط إذا كان 7 هرميتيًا وكانت جميع جذوره المميزة أعدادًا 
حقيقية موجبة . 

.۷۸=0 إذا كان 0<ه و ۷۸,۷(=0). فرهن على أن‎ -١ 

۲ - (1) إذا كان 0<ه وكان ۸ يتبادل مع التحويل الهرميتي 8 فإن ه يتبادل مع 8. 
(ب) أثبت الجزء (ا) حتى لولم يكن 8 هرميتيا. 

۳ - إذا كان ۸<0 و 8<0 و ۸8=8۸. فبرهن على أن 48<0. 

. إذا كان ۸<0 فأثبت أنه يوجد ل ۸ جذر تربيعي وحيد غير سالب‎ - ٤ 

8 - لتكن (;»)=4 مصفوفة حقيقية متناظرة من نوع هكاه. دع 


)0 555 011 
ديم 
E xu‏ 
() إذا كانت ۸<0 . فبرهن على أن 0ح۸ ل م,...,5-1,2, 


(ب) إذا كانت ۸<0 . فبرهن على أن 0<يه عل ل صر...,1,2 -و, 
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(ج) إذا كانت ۸<0 :عل لكل 1,2,...,۸= . فأثبت أن 0<م. 
(د) إذا كانت ۸0 . فيرهن على أن0< وذلكل و5212 
(ه) إذا كانت 4<0 فبرهن على أن ۸<0 :6ل لكل 1,2,...,۸=. 
(و) أعط مثالا لمصفوفة حقيقية متناظرة 4 بحيث 4,<0 66ل لكل 5-1,2,...,8 
ولكن ۸ ليست غير سالبة . 
5 د اع أية مصفوفة عناصرها أعداد مركبة يمكن تحويلها إلى صيغة مثلثة 
بواسطة مصفوفة واحدية . 


)١١-5(‏ الصيغ التربيعية الحقيقية 


لننبي هذا الفصل بدراسة مختصرة للصيغ التربيعية على حقل الأعداد الحقيقية . 
ليكن ۷ فضاء ضرب داخلي حقيقي و 4 تحويلا خطيًا (حقيقيا) متناظرًا على ۷. يُطلق 
على الدالة الحقيقية القيم (0)۷ والمعر فة على ۷ بواسطة (۷(=)۷4,۷) الصيغة التربيعية 
)guadratic form (‏ المصاحبة ل لى. 
إذا اعتبرناء وبدون مساس للعمومية » أن المصفوفة (0)-ه هي مصفوفة حقيقية متناظرة 
تؤثر على "۴ . وكذلك إذا عرفنا الضرب الداخلي على 5 للمتجهين (8..., ,8) و 


0 2+ لم0 + ...+ كاوه > زلا هر ) -(0)0 
> 
من ناحية أخرى إذا كانت لدينا أية دالة تربيعية في « من المتغيرات 


2 2 
Yij*iXj‏ ي22 + ووو ...ل YX‏ 
>1 


معاملاتها ل أعداد حقيقية فمن الواضح أنه يمكننا النظر إلى هذه الدالة على أنها 
الصيغة التربيعية المصاحبة للمصفوفة الحقيقية المتناظرة (ن/ة) -0. 


في الفضاء الإقليدي الحقيقي ذي البعد ١‏ تستخدم الدوال التربيعية المذكورة 
أعلاه لتعريف السطوح التربيعية. على سبيل المثال» في المستوى الحقيقي تعطى 


التحويلات الخطية ovr‏ 


الصيغة [”رإ+ر×6+ ”×ه] قطعا مخروطيًا (قد يكون حوره الكبير مائلا) . إنه ليس 
مستغربا أن نتوقع وجود علاقة وثيقة بين الخواص الهندسية لهذا القطع المخروطي وبين 
المصفوفة المتناظرة 
«a 6/2‏ 
) ۷ 8/2 ( 


الى تصحبها الصيغة التربيعية : 

لنتذكر أنه في الهندسة التحليلية المبتدئة استخدمنا عملية تدوير المحاور لتحويل 
ر + 6x‏ +× لتصبح ف نظام المحاور الجديدة على الهيئة 9/(2),: +2('*).ه. تذكر أن 
+= ,+ وأن ,۷ر -82/4-ببه. وهكذا فإن ,»و ,رهما الحذران المميزان للمصفوفة 


)© +, 


إن تدوير المحاور هو مجرد تغيير للأساس بواسطة تحويل متعامد وأن ما عملناه في 
الهندسة هو جرد تحويل المصفوفة المتناظرة إلى صيغتها القطرية بواسطة مصفوفة 
متعامدة . إن طبيعة الصيغة ۶ر +ر×8 +× كقطع مخروطي تتعين أساسا بواسطة مقدار 
وإشارة جذربها المميزين 371 01. 

إن دراسة مشابهبة يمكن إجراؤها لتصنيف السطوح التربيعية في الفضاء الثلاثي 
وبالأحرى السطوح التربيعية في الفضاء ذي البعد 3. إن ما تعنيه الطبيعة الهندسية 
للسطح التربيعي المصاحب ل 


aX... + 0! لي‎ +2 aX; 
1> 


هو مقدار وإشارة الجذور المميزة للمصفوفة (:»). إذا أهملنا الانبساط النسبي للسطوح 
التربيعية (كمثال: إذا اعتبرنا القطع الناقص دائرة منبسطة) فإننا سنهمل قيمة الجذور 
المميزة غير المساوية للصفر ويبقى عامل تعيين شكل السطح التربيعي هو عدد الحذور 
المميزة المساوية للصفر وعدد الجذور التي تكون موجبة (أو سالبة) . 

إن هذه الأمور تبعث على دراسة ما يسمى بقانون سيلفستر (175]67إ5) للقصور 
الذاتي كا أننا سنوضحها فيها سيأتي من شرح . 
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لتكن ۸ مصفوفة حقيقية متناظرة و (0)۷(=)۷4,۷ الصيغة التربيعية المصاحبة ل 
۸. إذا كان 7 أي تحويل خطي حقيقي غير شاذ فإنه لأي في »1 يوجد « في ۴ بحيث 
أن 0-1. وعليه ١ ١‏ 
(vA,v)=(WTA,wT)=(wTAT',w)‏ 
لذا فإن ۸ و ۳۸١‏ يعرفان أساسًا الصيغة التربيعية نفسها. إن هذا يدفعنا إلى التعريف 
التالى . 


يقال عن ا مصفوفتين ا حقيقيتين ا متناظرتين ‏ و 8 إغبيا متطابقتان ()مءدمودمع) 
إذا ؤجدت مصفوفة حقيقية غير شاذة 1 بحيث "8-141 


تمهيدية (1-11-3) 
علاقة التطابق هي علاقة تكافؤ. 
البرهان 
لنرمز للعلاقة ۸ تطابق 8 بالرمز ۸=8 
-١‏ 2ه لأن A=1۸1'‏ 
” - إذا كانت ۸=8 فإن ”8-7871 حيث 7 غير شاذة وعليه '۸=888 حيث 5-1201, 
إذن همدع 
*- إذا كان A=8‏ و B=C‏ فإن "8-7147 و C=RBR'‏ وعليه C=RTAT'R'=(RT)A(RT)’‏ 
ما يجعل ۸=۷. 
ولا كانت العلاقة تحقق خواص علاقة التكافؤ فإنئا نكون بهذا قد برهنا 
التمهيدية . 
إن المبرهنة الأساسية المتعلقة بالتطابق هي التي تهتم بعملية التعرف عليه 
وهذه محتواة ف قانون العطالة لسلفستر law of inertia)‏ وامعاوع ب ابرو) 


مبرهنة )١-1١١-5(‏ 
إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية متناظرة فإنه توجد مصفوفة غير شاذة 7 بحيث 


التحويلات الخطية ولاه 


TAT'= 5‏ 
حيث ,او اهما على الترتيب مصفوفة الوحدة من نوع 1×۲ ونوع ء×ء وحيث ,0 هي 
المصفوفة الصفرية من نوع »ا. إن فصل التطابق ل 4 يتعين بالعددين الصحيحين 
5 وهو مرتبة (4)81 و 1-5 ويسمى توقيع .A(signature)‏ أي تكون ال مصفوفتان 

ا حقيقيتان ال متناظرتان متطابقتين إذا وفقط إذا كان لها ا مرتبة والتوقيع نفسها . 
البرهان 

لما كانت ه متناظرة فإن جميع جذورها المميزة حقيقية . لتكن ,۸...۸ جذورها 
المميزة الموجبة و ,,,ل-,...,,..,3- جذورها السالبة . استنادًا إلى المناقشة الواردة في نهاية 
بند )١١-5(‏ توجد مصفوفة حقيقية متعامدة © بحيث 


A 
: 5 
CAC"=CAC'= +1 
ا‎ 
0 
.)١-١١-5( حيث 5--6-8. لتكن 1 المصفوفة الحقيقية القطرية الموضحة في شكل‎ 
55 
7 
3 
Va, 
1 
D= 5 e 
1 
Vrs 


شكل (٦۔-١۱-۱)‏ 
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I, 
ene -| 2 ) 
0 


1 


لذا توجد مصفوفة على الشكل المطلوب في فصل تطابق ۸. 


إن حسابا بسيطا يبين أن 


إن مهمتنا الآن هي بيان أن هذه المصفوفة هي المصفوفة الوحيدة التي هي على 
الصيغة نفسها في فصل تطابق 4. وبصورة مكافئة أن : 


متطابقتان فقط إذا كان ':-ر. 'ودوو ')ت), 

لنفرض أن "21-711 حيث 7 مصفوفة لها معكوس . إن مرتبة ١‏ تساوي مرتبة 
L‏ وفقا لتمهيدية .)7-1١-5(‏ وحيث إن مرتبة 84 تساوي '1-< ومرتبة 1 تساوي :م 
نسدنتج أن =ا. 


لنفرض أن ٣>‏ ولا كان +/+ :ع +و+-م وحيث إن '1-1 فيجب أن يكون 


'5<5,. 
ليكن لآ الفضاء الجزئي في "۴ الحاوي على جميع المتجهات على الصيغة 
sees)‏ 
r t‏ 


إن بعد لا يساوي 5 ولكل u0‏ في لآ يكون .)u,u(>0‏ 

ليكن ۷ الفضاء الجزئي في ۴۳ الحاوي على جميع المتجهات التي على الصيغة 
r+ +1۰۰۰ (‏ ...0 ...). لكل س في ۷ يكون 834,8(<0). لما كان ل 7 
معكوس ولأن بعد ۷ يساوي '5« فإن بعد ۷١‏ يساوي 'هم. لكل « في ۷ يكون 


التحويلات الخطية /ا/اه 


)wM,w(<0‏ وعليه )wTL',w(<0‏ أي 851.,81(<0). إذن على 787 يكون 
(wTL,wT)>0‏ لجميع العناصر. الآن: 

dim (WT)+dim U=(n-s')+s=n+s-s'>n 
×0 استنادا لنتيجة تمهيدية (5-7-4). بيد أن هذا خطأ. لأنه إذا كان‎ ۷۳٣0۶0 لذا‎ 
فإنه لكونه في لا يكون 0>(×,[×). ومن ناحية أخرى يكون 1,×(<0») لكونه‎ ۷٣۷ في‎ 
لذا = ما يجعل 'و-ه.‎ .WT ف‎ 


إن المرتبة 5+ والتوقيع 55 يحددان بالطبع :و : وكذلك جما » لذا فإنهها 
يحددان فصل التطابق . 


اتل 
١‏ - عين مرتبة وتوقيع الصيغتين التربيعيتين الحقيقيتين التاليتين : 
)ا( .x 2+ 2 +x‏ 
(ب) 2+ +xxy+ 2xxg+ 2x2 + 4x x4‏ رك 
۲ - إذا كانت 4 مصفوفة متناظرة عناصرها أعداد مركبة . فبرهن على أنه توجد مصفوفة 
8 ها معكوس وعناصرها أعداد مركبة BAB’=( o)‏ وأن ا الذي يساوي مرتبة ۸ 
يحدد فصل تطابق 4 بالنسبة إلى التطابق على حقل الأعداد المركبة . 
- إذا كان ۴ حقلا ميزه لا يساوي 2. فأثبت أنه لكل ه في ,5 يوجد 8 في ,5 بحيث 
تكون '848 مصفوفة قطرية . 
٤‏ - برهن على أن نتيجة مسألة (۳) تكون غير صحيحة إذا كان مميز ۴ يساوي 2. 
ه كم عدد فصول التطابق للمصفوفات الحقيقية المتناظرة من نوع X7‏ ؟ 


قر اءة إضافية 
Halmos, Paul R., Finite-Dimensional Vector Spaces, 2nd Ed. Princeton, N.J.: D.‏ 
Van Nostrand Company, 1958.‏ 


مواضيح مختارة 


© الحقول المنتهية © مبرهنة فدربرن © حلقات 
القسمة المنتهية © إحدى ميرهنات فروبيئيس 
© الرباعيات التامة ومبرهنة المربعات الأربعة . 


لقد وضعنا هدفين هذا الفصل: أوهما تقديم بعض النتائج الرياضية التي 
تتصف بعمق أكثر من أغلب المواضيع التي درسناها حتى الآن ‏ إن هذه النتائج أكثر 
تطورا من سابقاتها وهي في الوقت نفسه بعيدة بعض الشيء عن مجرى العرض الذي 
نهجناه حتى الآن . إن هدفنا الثاني هو اختيار نتائج تستدعي دراستها معرفة العديد من 
الأفكار والمبرهنات التي قدمناها سابقا في هذا الكتاب . على هذا الأساس قررنا اختيار 
ثلاثة مواضيع لتصبح بؤرة دراستنا في هذا الفصل . 


إن أول هذه المواضيع هي المبرهنة المشهورة للرياضي فدربرن (هتناط:ع17/600) 
التي برهنها عام ۱۹٠٠‏ (مبرهنة «الجي المنتهي) . 
(A Theorem on Finite Algebras, Transactions of the American Mathematical‏ 
Society, Vol. 6 (1905), 349-352).‏ 
وهذه المبرهنة تنص على أن حلقة القسمة التي تحوي عددًا منتهيًا من العناصر لابد وأن 
تكون حقلاً إبداليًا. سوف نقدم برهانين هذه المبرهنة يختلفان تماما عن بعضهاء 
البرهان الأول سيكون قريبًا من برهان فدربرن الأصلي وسنستعمل به طريقة العد. إنه 
سيعتمد بصورة كبيرة على التتائج التي طوّرناها في الفصل الخاص بنظرية الزمرء أما 
البرهان الثاني فإنه سيكون خليطا من أفكار في نظرية الزمر ونظرية الحقول وسيعتمد 


04 


0۸۰ مواضيع في الجبر 


بشكل واضح على المادة المطورة في هذا الكتاب في كلا الموضوعين . يتميز البرهان الثاني 
بأنه يعطينا نتائج جانبية سوف تمكننا من برهان مبرهنة جميلة في حالة حلقات القسمة 
تعود للرياضى جيكو بسن (13000502) (دراسة بنيوية للجبر ذي الدرجة المحدودة) . 
(Structure Theory for Algebraic Algebra of Bounded Di) Annals of‏ 
Mathematics, Vol. 46 (1945), 695-707).‏ 


- ۶ 5 4 5 اع . 
ومبرهنة جيكو بسن تعتبر تعميًا واسعا جذا لمرهنة فردبرن . 


إن موضوعنا الثاني هو مبرهنة تعود للرياضي فروبيئيس (كداذم5006) (عن 
التحويلات الخطية والصيغ الخطية الثنائية) 
(““Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen’”’, Journal für die Riene und‏ 
Angewandte Mathematik, 84 (1877); 56-63).‏ 
وتنص هذه المبرهنة على أن حلقات القسمة الحبرية على حقل الأعداد الحقيقية هى فقط 
حقل الأعداد الحقيقية وحقل الأعداد المركبة وحلقة الرباعيات الحقيقية . إن اة 
تشير إلى الدور الرئيس للرباعيات وتجعل من المدهش أن يتمكن العالم هاملتون من 
اكتشافها بطريقة ارتجالية . إن برهاننا الذي سنقدمه لمبرهنة فروبيئيس سيكون ابتدائيًا 
وهو تغيير بسيط عن نبج كل من دكسن (210508) وألبرت (۲۲ط41). إن الرهان 
سيشتمل على أفكار من نظرية كثيرات الحدود والحقول. 


أما هدفنا الثالث فهو المبرهنة التي تنص على أنه يمكن تمثيل كل عدد صحيح 
موجب كحاصل جمع أربعة مربعات . إن هذه النتيجة المشهورة تعود إلى عهد الإغريق 
حيبق كاتك حدسشا للعالم الإغريقي دایوفانتوس (032:05م210). لقد حاول فرما 
(:03مع5) برهانها بيد أنه عجز عن ذلك (وذكر هذا في بحث برهن فيه على. ميرهئة 
المربعين التي أثبتناها في بند ۸-۳). أما الرياضي أويلر (#ءاد) فقد حقق تقدمًا في 
الحصول على البرهان. لكن أول من برهنها هو الرياضي لاجرانج (2582:وة.]) في عام 
٠‏ مستفيدًا ما وصل إليه أويلر. إن طريقنا ستكون مختلفة تماما عن طريقة 
لاجرانج وهي تعود لعمل العالم الرياضي هرفتس (5«12د11) وتحوي تعميئًا لفكرة 


مواضيع ممتارة امه 


الحلقات الإقليدية . باستخدام طرق نظرية الحلقات في حلقة معينة من الرباعيات» 
سنحصل على مبرهنة لاجرانج كنتيجة مباشرة من ذلك . 

في طريقنا لإثبات هذه النظريات سنتطرق للعديد من الأفكار ونحصل على 
نتائج شيّقة بحد ذاتها . إن هذا ما يميز المبرهنة الجيدة بأن برهانها يقودنا عادة إلى نتائج 
جانبية ذات أهمية تضاهي أهمية المبرهنة نفسها. 


(1-7) الحقول المنتهية 


قبل الدخول في نقاش مبرهنة فدربرن وحلقات القسمة المنتهية » من الضروري 
أن ندرس طبيعة الحقول التي تحوي عددًا منتهيًا من العناصر. تُدعى مثل هذه الحقول 
بالحقول المنتهية (56105 82116) إن الحقول المنتهية موجودة ومثال على ذلك ,2 حقل 
الأعداد الصحيحة قياس أي عدد أولي م. في هذا البند سوف نعين جميع الحقول المنتهية 
بالإضافة إلى العديد من الخواص المهمة التي تتمتع بها . 

نبدأ بالتمهيدية التالية . 


تمهيدية (1-1-8) 
ليكن حقلا منتهيًا يحوي و من العناصر وافرض أن ۴٥۸‏ حيث × حقل منته 
أيضًا . عندئذ ۸ يحوي ”ومن العناصر حيث [16:1]-5. 


الرهان 

إن × فضاء متجهات على ۴ ولكونه منتهيًا فيجب أن يكون منته البعد كفضاء 
متجهات على ۴. افرض أن «-[56:5] » لذا يكون ل × أساس على ۴ يحوي ۸ من 
العناصر ولنفرض أن ,۷ 5585 ر۷۷ هو أساس × على ۴. إذن أي عنصر في × له تمثيل وحيد 
على الشكل “,© +... +يلايه + رلابه حیٹ م0,...,يه, ره في ۴. لذا فإن عدد عناصر × هو 
عدد العناصر التي على الصيغة ۷+ ... +رلار»+ رلاره حيث محال تغيير ...رار 
هو5. با أن كل معامل يمكن أن يأخذ و من القيم فسنستنتج من ذلك أن × يحوي 
"ومن العناصر. 


۸۲ مواضيع في الجبر 


نتيجة )١(‏ 
إذا كان ۴ حقلا منتهيًا فإن عدد عناصر ۴ هو ”م حيث إن العدد الأولي مهو 
مي ز ۴۔ 


البرهان 

لما كان عدد عناصر ۴ منتهيًا فوفمًا لنتيجة (۲) من مبرهنة )١-4-1(‏ يكون 1-0 
حيث ؛ عدد عناصر ۴. لذا فإن مميز ۴ يساوي م حيث م عدد أولي . إذن ‏ يحوي حقلاً 
و يمائل م2.لما كان عدد عناصر ۴ هو م فإن عدد عناصر ۴ هو "م حيث [ر۴:۴] ٣=‏ 
استنادًا إلى تمهيدية .)1-١1-0/(‏ 


نتيجة (۲) 
إذا كان عدد عناصر ا حقل ا مننهي يساوي "م فإنه لأي د في ۴ يكون ه-"7م 


البرهان 

إذا كان 2-0 فإن ما تزعمه النتيجة صحيح حتمًا. 

من ناحية أخرى فإن العناصر غير الصفرية في ۴ تكون زمرة بالنسبة لعملية 
الضرب رتبتها 1-”م ء لذا فوفقا لنتيجة (۲) من مبرهنة )١-٤-۲(‏ يكون 1=" لكل 
0غجة في ۴. بضرب هذه العلاقة بالعنصر ۾ نحصل على ه="*ه. 


من هذه النتيجة الأخيرة يمكننا أن نتجه إلى التمهيدية التالية . 


تمهيدية (7-1-0) 
إذا كان عدد عناص ر ا حقل ا منتهي هو ”مفإن كثيرة ا حدود ”× في [×]۴ تتحلل 
فی [×]۴ على النحو 


xP "_x=I1, (x2) 


مواضيع مختارة نيك 


الرهان 
باستخدام تمهيدية (ه-7-7) فإن عدد جذور كثير الحدود ×× في ۴ لا يزيد عن 
”م. ولكن وفقا لنتيجة (۲) من تمهيدية )١-١-۷(‏ هناك "م من الجذور في ۴ وهي جميع 
عناصر ۴. من نتيجة تمهيدية )١-7-0(‏ نستنتج أن لجع xP"_x=I1,‏ 


إذا كان عدد عناصر ۴ هو ”م فإن ۴ هو حقل انشطار كثيرة ا حدود ”ير 


الرهان 

استنادا لتمهيدية (۲-۱-۷) فإن ”7< تنشطر في ۴. ولكن ×"*× لا يمكن أن 
تنشطر في أي حقل أصغر من ذلك لأن مثل هذا الحقل يجب أن يحوي جميع جذور 
كثيرة الحدود هذه وعليه فإنه يحتوي على ما لا يقل عن ”م من العناصر. لذا فإن ۴ هو 
حقل انشطار ×-"×. 


کا رأينا في الفصل الخامس (مبرهنة ه-*-4) فإن أي حقلي انشطار لكثيرة حدود 
على حقل معين متاثلان . على ضوء نتيجة تمهيدية (۲-۱-۷) يمكننا أن نكتب. 


تمهيدية (۳-۱-۷) 
ا حقلان ا منتهيان ا حاويان على العدد نفسه من العناصر متاثلان . 


البرهان 
1 إذا كان عدد العناصر في الحقلين هو "م فاستنادا إلى النتيجة أعلاه يكون كل 
منبه|ا حقل انشطار لكثيرة الحدود ×-"× على م2 لذا فإنهها متماثلان . 
لذا فإنه لكل عدد صحيح موجب « وكل عدد أولي م يوجد على الأكثر حقل 
واحد يحوي "ممن العناصر وذلك إلى حد علاقة التماثل . إن غاية التمهيدية التالية هي 
إثبات أن لكل عدد أولي م وكل عدد صحيح موجب ‏ يوجد حقل يحوي ”م من 


ليك مواضيع في ا حبر 


العناصر. عند الانتهاء من هذا فإننا سنعرف أنه يوجد حقل واحد بالضبط يحوي "م 
من العناصر حيث م أي عدد اولي و« أي عدد صحيح موجب . 


تمهيدية )٤-۱-۷(‏ 
لكل عدد أولي م وكل عدد صحيح موجب 7 يوجد حقل يحوي ”من العناصر. 


الرهان 

لنعتبر كثيرة الحدود >" × في [×]2 وهي حلقة كثيرات الحدود في × على ,7 حقل 
الأعداد الصحيحة قياس م. لیکن × حقل انشطار كثير الحدود هذه. في K٤‏ دع 

.F={a€K|a”" =a} 
إن عناصر ۴ هي جذور ”7+ والتي هي مختلفة وفقًا لنتيجة (۲) من تمهيدية‎ 
لذا فإن يحوي "ممن العناصر. إننا ندعي أن حقل لأنه إذا كان وط‎ »)۲-٥-۵( 
في ۴ فإن ه-””د و =" وعليه 0ه-”607”*ج-””(20) ما يجعل اه في ۴. كذلك لما كان‎ 
ميز ۴ يساوي م فإن‎ 
(ab) "=aP"+bP"=a+tb 

وعليه يكون 820 في ۴. نستنتج أن ۴ حقل جزئي من × أي أنه حقل . بيد أن ۴ حقل 
يحوي ”م من العناصر نكون قد برهنا تمهيدية )4-١-0(‏ . 

بالجمع بين التمهيديتين (۴-۱-۷) و(/ا-4-1) نحصل على : 


مبرهنة )١-١1-7(‏ 
لكل عدد أولي م وكل عدد صحيح موجب :7 يوجد حقل وحيد يحوي ”ممن 
العناصر. 


الآن نعود لبعض الوقت إلى نظرية الزمر. إن النتيجة التي ننشدها من نظرية 
الرْمَّر تحدد بناء أية زمرة جزئية من زمرة العناصر غير الصفرية في أي حقل بالنسبة 
اة لقره وهال و القصرض الإ بده اران لري ااي سل متي . 


مواضيع محتارة 0۸0 


تمهيدية (/-0-1) 
لتكن © زمرة إبدالية منتهية فيها تتحقق العلاقة -”العدد من العناص رلا يزيد 
عن ۸ وذلك لكل عدد صحيح موجب «. عندئذ فإن 6 زمرة دورية . 


البرهان 

إذا كانت رتبة 6 هي قوة لعدد أولي و فإن التمهيدية سهلة جدًا. فلو كان 
د في © عنصرًا رتبته أكبر ما يمكن فإن هذه الرتبة يجب أن تكون ٩‏ لعدد صحيح موجب 
5. إن العناصر 3 3,32,...,82,» تعطينا "ومن الحلول المختلفة للمعادلة 6-6 وحسب 
فرضيتنا تكون هذه العناصر هي جميع حلول تلك المعادلة . الآن إذا كانت رتبة م في 6 
هي *وحيث :>5 فإن =“ .0٠-)09(9‏ مما ذكرناه أعلاه فإن هذا يجعل أه=ط لعدد ما ¡ 
ما بجعل 6 دورية. 


بالنسبة للزمرة الإبدالية العامة 6 فيمكن النظر إليها على النحو ,5...ري5 ,6-9 
حيث زو هي القواسم الأولية المختلفة ل (0)6 وحيث ,5 هي زمر سيلو الحزئية في 6. 
بالإضافة إلى ذلك فإن كل عنصر ‏ في © يمكن أن يكتب بطريقة وحيدة على الصيغة 
...=8 حيث ر5 في 8 (انظر بند -۷) . إن كل حل ل ×"=e‏ في 5هو حل لذات 
المعادلة في 6 لذا فإن فرضيتنا على © تنطبق على ,5. باستخدام الملاحظات في الفقرة 
الأولى من البرهان فإن كل ,5 هي زمرة دورية مولدة بعنصر نرمز له ب ه. إننا ندّعي أن 
...3= يولد © ومن أجل التحقق من ذلك» كل ما علينا أن نفعله هو بیان أن 
(0)6 يقسم رتبة © والتي نرمز لما ب 2. لما كان "=e‏ فإن "=e‏ ..."رھ" ه. باستخدام 
وحدانية تمثيل عناصر 6 كحاصل ضرب لعناصر في ,5 نستنتج أن "=٠‏ ه. لذا فإن 
دار,0)5 لكل ذ. إذن 

lm‏ ,0)5...(رى0)5,(0)5-(0)6 

ولكن (0)6/ لذا =(0)6. وهذا يبرهن على أن 6 زمرة دورية . 


إن لتمهيدية (0-1-7) استنتاج مهم هو التمهيدية التالية. 


0۸٦‏ مواضيع في الجبر 


تمهيدية (/ا-5-1) 
ليكن × حقلا و 6 زمرة جزئية منتهية من زمرة العناصر غير الصفرية في ۸ بالنسبة 
لعملية الضرب عندئذ فإن 6 زمرة دورية . 


البرهان 

ل كان × حقلا فإن عدد الجذور في × لكثيرة حدود من الدرجة « في [*]16 لا يزيد 
عن .١‏ لذا وعلى وجه الخصوص لا يزيد عدد جذور كثيرة الحدود 1-": في 16 عن .١‏ لكل 
عدد صحيح موجب ١‏ مما يجعل ذات الڻيء ينطبق على 6 حتتما. بهذا تكون فرضية 
تمهيدية (!-0-1) قد تحققت فنستنتج أن 6 دورية . 


بالرغم من كون حالة الحقل المنتهي مجرد حالة خاصة من تمهيدية )١-١-۷(‏ فإننا 
نفردها بسبب أهميتها . 


مبرهنة [فككة 
زمرة العناصر غير الصفرية في حقل منته بالنسبة لعملية الضرب هي زمرة دورية . 


الرهان 
لیکن ۴ حقلا منتهيًا. بمجرد تطبيق تمهيدية (/ا-5-1) على 2-16 و 0 زمرة 
العناصر غير الصفرية في ۴ » نحصل على المرهنة . 


نختم هذا البند باستخدام طرق عد نبرهن منها على وجود حلول لمعادلات معيّنة 
في الحقل المنتهي . سوف نحتاج هذا في أحد برهاني مبرهنة فدربرن . 


تمهيدية (۷-۱-۷) 
لیکن ۴ حقلا منتهيًا و ۶0» و8۶0 عنصرين في ۴ عندئذ يوجد عنصران 2 وم في 


۴ بحيث 2+862-0ه»+1. 


مواضيع مختارة /اممه 


البرهان 
34 كان مميز ۴ يساوي 2 فإن عدد عناصر ۴ يساوي "2 وأي عنصر × في ۴ يحقق 
×= *» . لذا فإن كل عنصر في ۴ هو مربع لعنصر آخر. وعلى وجه الخصوص 
07 لعنصر ۾ في ۴. . باستخدام هذا العنصره و0=ط نحصل على 
1+aa?+8b”=1+aa?+0=1+1=0‏ 


حيث إن المتساوية الأخيرة هي نتيجة لكون مميز يساوي 3 


إذا كان نميز ۴ يساوي محيث م عدد اولي فردي . فإن عدد عناصر ۴ يساوي "م. 

دع 
W,= {1+ax?|x€F}‏ 
كم عدد عناصر ,۷ ؟ يجب علينا أن نحسب عدد المرات التي فيها ”رى +1=×ه+1. 
ولكن هذه العلاقة تجعل 2»-”مدهتما يقتضي أن يكون 2-2 لأن 0». إن هذا يقودنا 
إلى أن ر±=». لذا فلكل ۶0× نحصل من كل زاوج × و على عنصر واحد في ,۷ 
ول 0=× نحصل على أن 1 في .۷. إذن عدد عناصر ۷ هو 
.1+(p"-1)/2=(p" +12‏ 

بصورة مشابهة نستنتج أن عدد عناصر (8×|×€۴-) =۷ هو 1(/2+"م). لما كان عدد 
العناصر في كل من ۷ و و۷ يزيد على نصف عدد العناصر في ۴ فلابد أن يكون 
تقاطعها| غير خال. لیکن ء في ج/213ى/ا. لما كان ء في »۷ فإن *مه+1-»ء لعنصر ما 
a‏ في ۴. ولكون » في ول فإن 807--ه لعنصر ما طا في ۴. إذن 807--2هه +1 أي 
0-تمم +تهه +1 بعد نقل الحد الأيمن إلى جهة اليسار. 


سائل 
١‏ - وفقا لمبرهنة )۲-١-۷(‏ فإن العناصر غير الصفرية في م2 تكون زمرة دورية بالنسبة 
لعملية الضرب . إن أي مولد هذه الزمرة يدعى جذرًا بدائيًا p J (primitive root)‏ 
(ا) أوجد جذورا بدائية ل: 23,31 ,17 
(ب) كم عدد الجذور البدائية لعدد أولي م. 


م44 مواضيع في احبر 


۲ - باستخدام مبرهنة )۲-١-۷(‏ أثبت أن 0-1 قياس م قابلة للحل إذا وفقط إذا كان 
العدد الأولي الفردي م على الصيغة .4١+1‏ 

۳ إذا كان ه عددًا صحيحًا لا يقبل القسمة على العدد الأولي الفردي م. فبرهن على 
أن =× قياس م قابلة للحل لعدد صحيح × إذا وفقط إذا كان 27/221 قياس م 
(يسمى هذا بمعيار أويلر ٥٣(‏ :۲ہ اا )E‏ لكون ھ باقيًا کا قياس (). 

٤‏ - باستخدام مسألة ۳ حدد فيما إذا 
)١(‏ كان 3 مربعا قياس 17. 

(ب) كان 10 مربعا قياس 13. 

ه ‏ إذا کان عدد عناصر الحقل ۴ هو ”"م. فيرهن على أن التماثلات الذاتية ل ۴ تكون 
زمرة دورية رتبتها «. 

5 - إذا كان حقلا منتهيا فنعرف الرباعيات على بأنها مجموعة جميع العناصر على 
الصيغة )یه + زره + ره +مه حيث و» ,2 »,مه في ۴ وحيث إن عمليتي الجمع 
والضرب تشبهان نظبرتيه) في الرباعيات الحقيقية (أي 1--مازز:-©-ةز-: الخ) . 
أثبت أن الرباعيات على الحقل المنتهي لا تكوّن حلقة قسمة., 


(۲-۷( مبرهنة قدر يرن (Wedderburn)‏ 
حول حلقات القسمة المنتهية 


في عام ١468‏ برهن فدريرك المبرهنة الي : تعتبر الآن تقليدية وهي أن أية حلقة 
قسمة منتهية يجب أن تكون حقلاً إبداليًا. لقد حازت هذه النتيجة على اهتهام أغلب 
علماء الرياضيات لأنها غير متوقعة. حيث إنها تربط بين شيئين يبدو أنه لا علاقة بينهما» 
وهما عدد العناصر في نظام جبري معين وعملية الضرب في ذلك النظام . بالإضافة إلى 
جمالها الجوهري فهذه المبرهنة مهمة جدًا ومفيدة في الوقت نفسه لأنها تظهر في العديد 
من المواضع. ومثال على ذلك» فإن البرهان الوحيد المعروف حتى الآن للحقيقة 
الختدسية المجردة القائلة بأنه في الهندسة المنتهية أن تشكُل ديزارج (5عنع:د1<»5) يقتضي 
تشكل بابس (ونامم73) (لغرض معرفة تعاريف هذه العبارات انظر أي كتاب جيد عن 


مواضيع مختارة مه 


الهندسة الإسقاطية) يكون بتحويل المسألة الهندسية إلى جبرية وأن المسألة الجبرية ل 
باستخدام مبرهنة فدربرن 5 


إن مبرهنة قدربرن كانت انطلاقة للمشتغلين في علم الجبر في مجال بحثي واسع 
خلال الأربعينيات والخمسينيات في هذا القرن وذلك فيا يتعلق بإبدالية الحلقات. 


مبرهنة )۱-۲-۷( قدر بر (Wedderburn) ù‏ 


إن كل حلقة قسمة منتهية هي حقل إبدالي . 
البرهان الأول 
لتكن × حلقة قسمة منتهية ودع 


Z={z€K|zx=xz لتميع‎ ×€K( 
يكون المركز. إذا كان عدد عناصر 2 هو و فإنه کا في برهان تمهيدية (۱-۱-۷) يكون‎ 
عدد عناصر × هو "ه. إن غايتنا هو برهان أن 2-16 أو بصورة مكافئة أن 1-م.‎ 
في >1 فدع‎ a إذا كان‎ 
N(a)={x€K|ax=xa} 

من الواضح أن (ة)N‏ تحوي 2 ومن السهل التحقق من أن (71)3 حلقة قسمة جزئية في 
>. لذا فإن (71)2 تحوي "ومن العناصر حيث (2)3 عدد صحيح موجب. إننا ندعي 
أن ه|(ة)ه وذلك لأن العناصر غير الصفرية في (21)9 تكون زمرة جزئية رتبتها 0-1©"ني من 
زمرة العناصر غير الصفرية في × بالنسبة لعملية الضرب والتي عدد عناصرها 1-". وفقًا 
لمبرهنة لاجرانج (مبرهنة )١-4-7‏ فإن 2-1" يقسم 15-1 » وهذا يجعل (5)3 يقسّم م 
(انظر مسألة ١‏ في نهاية هذا البند) . 


في زمرة العناصر غير الصفرية في × لدينا علاقة الترافق المستعملة في الفصل 
الثاني وهي أن ۾ يكون مرافقًا ل م إذا كان «6'-:-ه لعنصر 0× في ۸. 


0۹۰° مواضيع في الجبر 


باستخدام مبرهنة )١-١١-۲(‏ فإن عدد العناصر في × المرافقة ل ه يساوي دليل 
منظم ۾ في زمرة العناصر غير الصفرية في >1. 
إذن عدد العناصر المرافقة ل في × يساوي (1-")/(1-"). لاحظ أن a‏ في 2 إذا وفقط 
إذا كان ه-(2)3 لذا فحَسَّب معادلة الفصول (انظر نتيجة مبرهنة 1-1 )١-١‏ يكون 
51 


ل +1-ع-11-" ١‏ 
EE q"-1‏ +0-1 04 )1( 
n(a)#n‏ 
حيث يتم الجمع لعنصر واحده في كل فصل ترافق وذلك للعناصر التي لا تقع في 


المركز. 


إن المسألة أصبحت الآن هي برهان أنه لا توجد معادلة مثل )١(‏ في الأعداد 
الصحيحة . إلى هذا ا لحد نكون قد اتبعنا بصورة قريبة البرهان الأصلى لقدربرن . لغرض 
إثبات استحالة المعادلة )١(‏ .استعمل| لقدريرن الحقيقة التالية 3 نظرية الأعداد 
والعائدة لبيركهوف وفانديفر (7/2001:7 80د 1014:ز8): إذا كان 1<" فإنه يوجد عدد 
أولي يقسم 07-1 ولكنه لا يقسم 1-"ن حيث "|١‏ و 5غ ما عدا الحالة 26-1-63 الذي 
عوامله الأولية هي قواسم للعددين 22-1 و 2-1. والحالة الأخرى عندما 5-2 و0 عدد 
أولي على الشكل 1-“2. لو فرضنا صحة هذه النتيجة فكيف ننهي البرهان؟ إن العدد 
الأولي المذكور أعلاه يقسم الجهة اليسرى من )١(‏ ويقسم كل حد في حاصل الجمع 
الواقع في الجهة اليمنى لأنه يقسم 1-"؟ ولا يقسم 1-©”4. لذا فإن هذا العدد الأولي 
يقسم 1-و وهذا تناقض . بالنسبة للحالة 2-1 فإنها تحتاج لبرهان استحالتها ولكن هذا 
أمر يسير. في حالة 2-2 التي لا يمكن أن نستعمل فيها الطريقة أعلاه لاحظ أنه لا 
يمكن أن يوجد حقل جزئي بين 7 و × وهذا يجعل 2-16 (برهن ذلك انظر مسألة ۲) . 


ولكننا لا نريد الاعتماد على نتيجة بيركهوف وفانديفر دون برهانها وأن برهانها 
سيحيد بنا كثيراً عن موضوعنا الرئيس . لذا فلابد أن نبحث عن وسيلة أخرى. إن 
غايتنا هي إيجاد عدد صحيح يقسم (0-1كتن)/1دتو) لجميع القواسم (2)3 للعدد ما 
عدا ه>(2ة)م . ولكنه لا يقسم 4-1. عندما ننتهي من ذلك ستصبح معادلة )١(‏ 


مواضيع مختارة ۹۱ 


مستحيلة إلا إذا كان 2-1 مما ينبي برهان مبرهنة فدربرن . إن الطريقة التي سنستخدمها 
تعود إلى نظرية كثيرات الحدود الدورية (لقد ذكرنا كثيرات الحدود هذه في المسائل التى 
تلت بند 5-8) . 


لنعتير كثيرة الحدود 1" كعنصر في ٥]×[‏ حيث © حقل الأعداد المركبة . في C[x]‏ 
x"-1=(x-۸)‏ ( 
حيث إن حاصل الضرب يشمل جميع الحدود التي فيها ۸"=1. 
يقال عن عدد مركب 6 إنه جذر بدائى للواحد من رتبة 8 (primitive nth root of unity)‏ 
إذا كان 1=" ولكن 0"1 لکل عدد یم موجب ہ>ہ. إن الأعداد المركبة التي 
تحقق 1="*× تكون زمرة جزئية منتهية بالنسبة لعملية الضرب على الأعداد المركبة وحسب 
مبرهنة )۲-١-۷(‏ تكون هذه الزمرة دورية . إن أي مولد لهذه الزمرة الدورية يجب أن 
يكون جذرا بدائيا للواحد من رتبة © » لذا فقد برهنا على أن مثل هذه الجذور موجودة . 
(بطريق أخرى. "=6 يعطينا جذرًا بدائيًا للواحد من رتبة .)١‏ 
دع (0-×)۵,)×(=71 حيث إن حاصل الضرب يشمل جميع الحدود التي فيها جذر 
بدائى للواحد من رتبة .١‏ تدعى كثيرة الحدود هذه بكثيرة حدود دورية عندرماهاءنك). 
ةعراقم الآن نكتب بعض كثيرات الحدود الدورية 
اد )ره 1+x)=x(ر O (x)= +x+1‏ 1+ثةعد ليه 
1 +ع + تير + تيرم كير - رعر)ري 3 %4(x)=xx+1‏ 


لاحظ أن جميع كثيرات الحدود هذه واحدية ومعاملاتها أعداد صحيحة . 


إن غايتنا الأولى هي برهان أنه بصورة عامة (*«),© هي كثيرة حدود واحدية 
معاملاتها أعداد صحيحة . نعيد تجميع عوامل 1-”< والمعطاة في (۲) لنحصل على 
و 3 
باستعمال الاستقراء الرياضي نفرض أن (×)ر# هي كثيرة حدود واحدية معاملاتها أعداد 
صحيحة لكل «إل و هغعدل. لذا فإن («)ع(*),-1-"» حيث (×)ع كثيرة حدود واحدية 
معاملاتها أعداد صحيحة . إذن 


۹۲ مواضيع في الجبر 


وره 
9 )00 


ونستنتج من إجراء عملية التقسيم (أو بحساب المعاملات) أن (*),© هي كثيرة حدود 
واحدية معاملاتها أعداد صحيحة . 
الآن ندعي أنه لأي قاسم 4 للعدد ه حيث مغل 
.۵ 
بمعنى أن خارج القسمة هو كثيرة حدود معاملاتها أعداد صحيحة . كي نثبت ذلك 
نلاحظ أولا أن 
x1 =T@,()‏ 


وحيث إن كل قاسم لل هو قاسم له فبإعادة تجميع العوامل في الجهة اليمنى من (۳) 
نحصل على 1-* في تلك الجهة. كا أنه لكون >3 فإن 1-*: لا يشتمل على («),©. 
إذن 

x"-1=%,(x)(x*—1)f(x) 


f(x)=I1%,(x) 
kjn,k#n 
00 


ما يجعل معاملات (»)۴ أعدادًا صحيحة فنستنتج أن 
1 
a,‏ 
الأمر الذي يعني أن خارج القسمة هو كثيرة حدود معاملاتها أعداد صحيحة. وهذا 
يرهن على ادعائنا . 
لكل عدد صحيح ايكون (1), © عددًا صحيحًا وما تقدم يكون هذا العدد قاس 
ل (1-“)/(1-"). على وجه الخصوص وبالعودة إلى معادلة )١(‏ 
5-1 
د el‏ 
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و ۵,)(|)٩"-1(‏ . لذا فمن )١(‏ نرى أن (8,)9(|)4-1. لكننا ندعي أنه إذا كان 1<م 
فإن 1-و<|(و),©|. ذلك لأن (0-و)11-(0),© حيث إن مجال 6 هو جميع الجذور البدائية 
للواحد من رتبة ه و 1-و<|8و| لكل جذر للواحد 8۶1 (برهن على ذلك) . إذن 

احو< قو !11> |(و)رة| 
من الواضح أن (9),© لا يمكن أن يقسم 1-ه مما يقودنا إلى تناقض . لذا فيجب أن 
يكون 2-1 مما يبرهن صحة مبرهنة فدربرن. 


البرهان الثاني : 
قبل تفحص حلقات القسمة المنتهية مرة أخرى نبرهن بعض التمهيديات . 


تمهيدية )١-۲-۷(‏ 
لتكن 1 حلقة و ۾ في ۸. إذا كان :1 التطبيق من ۸ إلى نفسها وا معرف ب 
له-8 - 11 فإن 


- 11-1(077- 
xT, "=xa”"-maxa™!+ (PD qa, BO 1)(-2 qam, .ا‎ 


!3 
البرهان 
ما هی ,1×؟ 
xT,”=(xT,)T,=(xa-ax)T,=(xa-ax)a-a(xa-ax) =xa-2axa + ax‏ 
ماذا عن ,1×؟ 


xT, =(xT,2)T,= (xa-2axa+ax)a-a(xa”-2axa+ax) =xa-3axa”+ 3a xa-ax 


بالاستمرار على هذا النحو أو باستعمال الاستقراء الرياضي نحصل على تمهيدية 
(۱-۲-۷). 


إذا كانت ۸ حلقة فيها 0=×م لکل × في ۴۸ حيث م عدد أولي» فإن 
xT, "= xaP™_aP"x‏ 


۹4 مواضيع في الجير 


البرهان 
استنادًا إلى الصيغة المذكورة في تمهيدية .)١-7-0(‏ إذا كان 2-م فإن 
×2- ×= ”,۲× لأن 0=ه×24. لذا فإن 
xT, “= (xa-a”x) a—a(xa-ax)=xa“—a“x‏ 
وهكذا بالنسبة ل "”ر1×. 
إذا كان م عددًا أوليًا فرديًا فباستعمال صيغة تمهيدية )١-۲-۷(‏ مرة أخرى نحصل 
على 


+ ا‎ axa? + ...-aPx 


xT, P=xaP-paxaP 
ولا كان‎ 
5 ال ار‎ 
1: 
لكل م>1. تصبح جميع الحدود الوسطية صفرًا فنستنتج أن‎ 
xT,P=xaP-aPx=xT,p 
الآن‎ 
xT, =x(T,p)P=XT,p 


وهكذا بالنسبة للقوى العليا ل م. 


تمهيدية (۲-۲-۷) 

لتكن 1 حلقة قسمة مميزها 0<م ومركزها 2 وليكن ((1-م),...,0,1,2) =۴ ا حقل 
ا جزئي من 2 الذي يئل م2. لنفرض أن 261 و 242 بحيث "=a‏ لعدد ما 1<م » 
فإنه يوجد × في (1 بحيث 
xax la ١‏ 


. إى‎ ٩ يده حيث (7)6 هو ا حقل الذي نحصل عليه بضم‎ 6)2(- ١ 


الرهان 
عرف التطبيق ,1 من 2 إلى نفسها ب ر-ھر= ,۲ر لكل رفي 2. 


مواضيع مختارة 040 


إن (2)3 حقل منته لأن ۾ جبري على 2 ولنفرض أن عدد عناصره هو ”م. إن جميع 
عناصر (2)3 تحقق دا-””نا. وفقا لنتيجة تمهيدية )١-۲-۷(‏ 
y1." = ya "a" y= ya-ay= yT,‏ وهذا يجعل ,1-””,1. 
الآن إذا كان ۸ في (۴)۵ فإن 
(Ax)T,= (Ax)a-a(\x)= Ãxa-aÃx=۸(xa-ax)=۸(xT,)‏ 
لأن ۸ يتبادل مع 3. لذا فإن التطبيق ۸1 من < إلى نفسها والمعرف ب ۸صل: 1ة يتبادل مع 
و لكل في (5)3. وفقا لتمهيدية )۲-١-۷(‏ فإن كثيرة الحدود 


uP "-u= (u) 
x€P(a) 


لما كان ,1 يتبادل مع 1 لكل ۸ فی (5)3 ولكون ,1-””,1 نحصل على : 


1114 "0210 
(ة)مع1 


إذا كان لكل ۸۶0 في (۴)۸ لا يفني التطبيق 1,۸1 أي عنصر غير صفري في 2 
(إذا كان ۸1(=0-,۲ )ر يجعل 2-0) فلأن 0-(31-.21(...)1-,1,)1 حیٹ 1...1 
عناصر غير صفرية في (7)3 » نستنتج أن 0-,1. أي أن ره-ر=,1ر=0 لكل رفي © 
وهذا يجعل 2 في 7 وهو مناقض للفرض . لذا يوجد 27220 في (5)3 و 0× في 72 بحيث 
0-(121)<. بكتابة هذا بصورة صريحة نحصل على 0-<1»«هة: وعليه يكون 
()262+ه- اتروع و #2 ×ه× لأن ۸0. إن هذا يرهن التمهيدية . 


في تمهيدية (۲-۲-۷) وعواو- ×× لعدد صحيح ا 


الرهان 

لتكن رتبة ‏ تساوي 5 فإنه في الحقل (2)8 جميع جذور 1-'نا هي ا 
لأنها مختلفة عن بعضها وعددها يساوي ء. لما كان a×'=1×=“(×ه»)‏ ولكون 
()62-<ة». فإن 3ه هو جذر في (ھ)۴ ل 1ں لذا أھ= '×ھ×۔ 


645 مواضيع في اير 


الآن أصبح لدينا كل ما نحتاجه لتقديم البرهان الثاني لمبرهنة فدربرن. 
لتكن 2 حلقة قسمة منتهية و2 مركزها. بالاستقراء الرياضي يمكننا الفرض أن 
أية حلقة قسمة يكون عدد عناصرها أقل من عدد عناصر 2 هي حقل إبدالي . 


أولا : نلاحظ أنه إذا كان و ا في 2 بحيث '- هام ولكن دطعدمة » فإن 6'62. 
ذلك لأنه إذا اعتبرنا ('6«-'|ط»6«)-(20)0 فإن ('ط)N‏ حلقة قسمة جزئية 
في ه. فإذا لم تكن 2-('71)0 فحسب فرضية الاستقراء يجب أن تكون إبدالية . ولكن 
كلا من و طفي (0) وهما لا يتبادلان . نستنتج أن ('0) غير إبدالية مما يجعلها مساوية 
ل 5 ولذا Z)'ط.‏ 


إن رتبة كل عنصر غير صفري في 2 منتهية » لذا فإن إحدى قوى العنصر تقع 
في 2. إذا كان « في 2 فنعرف رتبة 8 بالنسبة إلى 2 بأنها أصغر عدد صحيح موجب (0)8: 
بحيث /8”2"762. اختر عنصرًا في 2 وليس في 2 بحيث إن رتبته بالنسبة إلى 2 هي أصغر 
ما يمكن ولنرمز لهذه الرتبة ب 6. إننا ندعى أن :عدد أولي ذلك لأنه لو كان ي,:-:حيث 
ùji 1>: >:‏ كلا يقع في 2. بينما 301(5-2) وهذا يعني أن رتبة 801 بالنسبة إلى 2 
أصغر من نظيرتها ل 3. وفقا لنتيجة تمهيدية (۲-۲-۷) يوجد × في (1 بحيث وغرأه- !6ه« 
لذا 

#ودارأو) =( ×ھx)‏ = اسرأوير احير( ا xax = x(xax‏ 

بصورة مشاهة نحصل على !“نود رو اتير ولكن + عدد أولي وعليه» فاستنادًا إلى 
مرهنة فرما الصغرى (نتيجة )١-4-7”‏ يكون رںu+1=' ¡٣‏ مما يجعل 
۴ے ' اھ حيث”2-2 في 2 نذا x‏ لماقات 
2ء ×فمن طبيعةاختيارنا ل:. 2ء "× وفقًا للملاحظة في الفقرة أعلاه» لما كان×ة# 4× 
فإن "×4 "× وهذا يجعل 21 .دع × =ط فيكون 38 = "هط ونتيجة لذلك 


هذ = "ھچ = 


"a =(bab7')'=ba"b”'=a" 
."=1 لأن "دفي 2. إن هذه العلاقة تجعل‎ 
إننا ندعى أنه إذا كان 2٤ر فإنه طالما كان 1="ر يجب أن يكون ۸= رلعدد ما‎ 
ذء ذلك لأنه في ا حقل )2 يوجد على الأكثر : من الجذور لكثيرة الحدود 1-تنا. إن‎ 


مواضيع ختارة o۹۷‏ 


العناصر ",..., 1,۸,2 في 2 مختلفة عن بعضها لأن رتبة ۸هي العدد الأولي ۲ > وتعطينا 
هذه العناصر جميع جذور 1- u"‏ في Z)y(‏ والتي عددها ۲ وهذا يجعل أ۸=ر. 

لما كان 1=" فإن ه'طاتهع"'(وط!”ة) ="(ط۸)="ط"1="ط وهذا يجعل a"ط="طه.‏ لا 
كان 2 يتبادل مع "ط ولا يتبادل مع ا فمن الملاحظة أعلاه يجب أن يكون "ني 2. وفقا 
لمبرهنة )۲-١-۷(‏ تكون زمرة العناصر غير الصفرية في 2 بالنسبة لعملية الضرب زمرة 
دورية. ليكن + في 2 مولدا لهذه الزمرة. لذا ونه » *=". إذا كان إو=ز فإن 
">" وعليه 1-"(5//ة). إن هذا يقتضى أن يكون (>-“ر/د ما يجعل ‏ في 7 وهو مناقض 
لكون 47ه. إذن (/:. بصورة مشابهة rk‏ دع “هرد و لط - رط إن حسابًا مباشرا ابتداء 
ب مهة-دط يبين أن رقرطير-رطرة حيث 273“62-ب. لما كان العدد الأولي + والذي 
هو رتبة ۸لا يقسم زأو ع فإن ۸*1 إذن 1عدر. لاحظ أن 1="م. 

دعنا نرى إلى أين وصلنا. لقد أوجدنا عنصرين ,هو ,ا بحيث 
aٍ=b,'=a€Z - 1۱‏ 
a,b, =, a, - ۲‏ حيث 1 في Z‏ 
E‏ 

لنحسب "(,ط'4). 

(ab =a, ba beza, (b,a 7 )b, =a, (pab, )b, =a, 2ط‎ 
إذا حسبنا ”(ط"4) نجده مساويا ل ,طا ,ه”*". باللاستمرار نحصل على‎ 
رة).‎ b,)'=p 2+.) a b= 2t. (D-2 

إذا كان : عددا أوليا فرديا فلأن 1=" نستنتج أن 1=" وعليه 1="(,ط",4). لما كان 
هذا حل ل 1=" فيكون أل(-,6,ة ومنه ,8أ3-رم. ولكن حينئذ ,هر رطارة- رة رطب وهذا 
يناقض كون 1.. لذا فإن كان ۲ عددا أوليا فرديا نكون قد برهنا على المرهنة . 

الآن يجب أن نعالج الحالة 2-:. في هذه الحالة الخاصة لدينا عنصران ,ةو رفي 2 
بحيث 2-062رط 3,2 و رطبر- رطرة حيث 1ح ثرو [عدب. لذا 1-ديرو 4ط هر طح رارة. 
نستنتج من ذلك أن مميز 5لا يساوي 2. استنادا لتمهيدية )۷-١-۷(‏ يمكننا إيجاد 


عنصرين يأ و في 2 بحيث 2-7-0 +1. لنعتير 
(a, +b, +na,b,)”‏ 


۹۸ مواضيع في الجبر 


عند حساب ذلك نجد أن 
(a, +b, + a,b,” =a(1 + 7-an )=0‏ 
ولكوننا في حلقة قسمة نحصل على 
a, +b, +na,b,=0‏ 
لذا 
0¥2a, =a, (a, +b, + na,b,)+(a, +b, +a, b,)a, =0‏ 
إن هذا التناقض ينهى برهان مبرهنة فدربرن . 
هناك بعض المميزات للبرهان الثاني منها أننا يمكن أن نستخدم بعض أجزائه 
لرهان نتيجة رائعة لعالم الرياضيات جيكويسن (13600508) وهي 


مر هنة (۲-۲-۷( جيكو بسن («هوطم9[) 
لتكن 1 حلقة قسمة بحيث لكل عنصر 3 فيها يوجد عدد صحيح موجب 
1)3(<1 معتمدًا على ة بحيث 87-2 عندئذ فإن 2 حقل إبد الى . 


الرهان 
إذا كان 20 في 2 فإن a="ه‏ و 28-"(22) لعددين صحيحين 2 و " بحيث 
.n,m>1‏ دع S=(n-1)(m-1)+1‏ 
إن 5<1و = و 2("=23) وذلك بعد إجراء حساب بسيط . ولكن 2=*ه2=؟(24) 
وعليه 24-2٩‏ ومن هذا نحصل على 2(3-0-*2). لذا فإن یز 2 هو 0<م. إذا كان 2 هو 
الحقل الذي يحوي م من العناصر (يواثل م2) داحل 2 فلأن ۾ جبري على 7 يكون (5)3 
حقلاً منتهيًا عدد عناصره "م لعدد صحيح موجب 1 لذا فلكون a‏ في (7)2 يصبح .a" =a‏ 
إذن إذا كان 2642 فإن جميع شروط تمهيدية (۲-۲-۷) متحققة. وعليه يوجد ط في زو 
بحيث 
وعوداج - bab‏ )1غ( 


باستخدام الطريقة نفسها 67-0 لعدد صحيح 1<. دع 


h k 
W= {x D|x= Š5 pab رم حيث‎ 65( 
i=l j=1 


مواضيع مختارة 4 


إن ۷ مجموعة منتهية مغلقة بالنسبة لعملية الجمع . ومن )١(‏ نرى أن ۷ مغلقة بالنسبة 
لعملية الضرب . (تحقق من ذلك!). لذا فإن ۷ حلقة منتهية ولكونها حلقة جزئية من 
حلقة القسمة 2 فيجب أن تكون هي نفسها حلقة قسمة (مسألة #). إذن ۷ حلقة 
قسمة منتهية. .وفقا المرهتة قدربرن فإن ۷ إبدالية . ولكن د و ط كلاهما في ۷ ما يجعل 
30-5 وهذا يناقض كون 8م-2“5 ما يثبت المبرهنة . 

إن مبرهنة جيكوبسن في ال حقيقة صحيحة لكل حلقة ۸ تحقق =" لكل a‏ في 
۸ وليست مقتصرة على حلقات القسمة . إن الانتقال من حالة حلقة القسمة إلى ا حالة 
العامة ليس صعًا ولكنه يتطلب استعال مسلمة الاختيار (عءهطء 5ه ددهنعدة) والتى 
شرحها يخرجنا عن الإطار العام لدراستنا. ۰ 


اقل 
١‏ - إذا كان ۲<1 عددًا صحيحًا و (1-")|(۲-1) » فرهن على أن هام 
۲ - إذا كانت 2 حلقة قسمة. فأثبت أن بعدها (كفضاء متجهات) على مركزها لا 
يمكن أن يساوي 2. 
۴ أثبت أن كل حلقة جزئية منتهية من حلقة قسمة هي حلقة قسمة. 
٤‏ - (ا) لتكن 1 حلقة قسمة ميزها #0م ولتكن 6 زمرة جزئية منتهية من زمرة العناصر 
غير الصفرية في 2 بالنسبة لعملية الضرب . أثبت أن 6 إبدالية . 
(ب) في الجزء )١(‏ برهن على أن 6 في الحقيقة دورية . 
*-(ا) إذا كانت 1 حلقة منتهية فيها ×="× لكل × في ۸ حيث 1<1 فبرهن على 
أن ۸ إبدالية . 
(ب) إذا كانت ۸ حلقة منتهية فيها 2-0« تقتضى أن يكون 8-0. فأثبت 
أن ۸ إبدالية . 1 
*- لتكن 2 حلقة قسمة افرض أن دفي 1 له عدد منته من العناصر المترافقة (بمعنى 
عدد منته من العناصر المختلفة على الصيغة *ه!-*). أثبت أن ل ۾ عنصرًا مترافقًا 
واحدًا فقط ويجب أن يكون في مركز 5. 


° مواضيع في الجر 


۷- استعمل نتيجة مسألة (5) لبرهان أنه إذا كان لكثيرة حدود درجتها ‏ ومعاملاتها في 
مركز حلقة قسمة 2+1 من الجذور في حلقة القسمةء فإن له عددًا غير منته من 
الجذور في حلقة القسمة تلك . 

- لتكن 2 حلقة قسمة و × حلقة قسمة جزئية من 1 بحيث 'C×‏ ××× لكل #0× 
في . برهن على أنه إما 2× حيث 2 مركز 8 أو .K=2‏ (تعرف هذه النتيجة 
بميرهنة براور ‏ كارتان ‏ هوا .(Brauer-Cartan-Hua)‏ 

- لتكن 2 حلقة قسمة و × حلقة قسمة جزئية . افرض أن زمرة العناصر غير 
الصفرية في × هي زمرة جزئية ذات دليل منته في زمرة (بالنسبة لعملية الضرب) 
العناصر غير الصفرية في 2. أثبت أنه إما أن تكون 2 منتهية أو أن 2-ك]. 

-٠‏ إذا كان 841 جذرًا للواحد وكان ۾ عددا صحيحا موجبا. فيرهن على أن 

1-و<|هو|. 


(۳-۷) إحدى مرهنات فر وبيئيس كداتمعاه7) 


في عام ۱۸۷۷م صنف العالم الرياضي فروبيئيس کںز٣٤‏ ط٥٣۴‏ جميع حلقات 


القسمة التي تحوي حقل الأعداد الحقيقية في مركزها وتحقق شرطًا آخر نذكره أدناه. إن 
غاية هذا البند هي تقنيم تتيجة فووبيئيس له 


لقد لفتنا الانتباه في الفصل السادس إل حقيقتين مهمتين عن حقل الأعداد 
المركبة وهما: 


)١( حقيقة‎ 


جميع جذور كثيرة ا حدود من الدرجة ‏ على حقل الأعداد ا مركبة : تقع في حقل 
الأعداد ا مركبة وعددها يساوي .١‏ 
حقيقة (۲) 

إن كثيرات ا حدود غير ا مختزلة على حقل الأعداد ا حقيقية هي إما من 
الدرجة 1 أو 2. 1 


مواضيع نختارة 1۰۱ 


تعريف 
يقال عن جب ر قسمة 2 إنه جيري على ا حقل ۴ إذا 
١‏ كان ۴ حتوى في مركز 2. 
١‏ كان کل في 2 يحقق كثيرة حدود غيرتافهة معاملاتها في ۴. 


إذا كان 2 منتهي‌البعد كفضاء متجهات على الحقل ۴ الذي يوجد داخل 
مركز 5. فمن السهولة إثبات أن 2 جبري على ۴ (انظر مسألة ١‏ في نهاية هذا البند) . 
غير أنه من الممكن أن يكون 2 جبريًا على ۴ دون أن يكون منتهي البعد على 5. 


نبدأ دراستنا لحلقات القسمة الجبرية على حقل الأعداد الحقيقية بتصنيف 
حلقات القسمة الجيرية على حقل الأعداد المركبة . 


تمهيدية )١-۳-۷(‏ 
ليكن © حقل الأعداد ا مركبة ولنفرض أن حلقة القسمة 2 جبرية على ©. عندئذ 
.D=C‏ 


البرهان 

لنفرض أن 2 في 0. لما كانت 8 جبرية على © فإن : 

+a, a+ =0‏ ...+ ",+" حيث ي0,...ريهرره في 0. 
الآن كثيرة الحدود 
يه + p(x)=x"+a,x™ 1+... +a x‏ في .C[x]‏ 

إذن استنادا إلى حقيقية (١)ء‏ يمكن تحليلها في [:1© إلى حاصل ضرب عوامل خطية 
أي (,-×)... (۸-×)(,4×)=(×)م حیٹ ,(,...,ي3,,3 كلها في ©. لما كان © في مركز 2 فإن 
كل عنصر في © يتبادل مع لذا (م(ة)...(يخ-ة)(1ه)-(32)م. ولكن 2(>0)م بالفرض » 
إذن 0-(رجه)...(ي-)(,2-2). ونا كان حاصل الضرب في حلقة قسمة يساوي صفرًا 
إذا وفقط إذا كان أحد العوامل يساوي صفرًاء نستنتج أن ۸,=0ه لعدد ما ه>1>>1 


1۲ مواضيع في الجبر 


وعليه يكون .(-2 فيكون ه في ©. إذن كل عنصر في 2 هو عنصر في © ولكون © 
نحصل على أن 80-©. 


نحن الآن في وضع يؤهلنا لبرهان نتيجة فروبيئيس النقليدية وهي . 


مبرهنة (۱-۳-۷) فر وبيئيس (كدائم720) 
لتكن 2 حلقة قسمة جبرية على حقل الأعداد الحقيقية ۴ . عندئذ 2 تماثل واحدا ما 
يلي : حقل الأعداد ا حقيقية» حقل الأعداد ا مركبة أو حلقة الرباعيات ا حقيقية . 


الرهان 

إن البرهان يشتمل على ثلاثة أجزاء . في الجزء الأول وهو الأسهل نثبت المرهنة 
في حالة كون 2 إبدالية . في الجزء الثاني نفرض أن 2 غير إبدالية وتنشىء نموذجا مماثلا 
للرباعيات الحقيقية في 5. في الجزء الثالث نبرهن على أن هذا النموذج يملأ جميع الحلقة .D‏ 


لنفرض أن 0۶۴ وأن 3 في 2 ولكنه ليس في . من الفرض نعلم أن ه يحقق كثيرة 
حدود على 21 وعليه فإنه يحقق كثيرة حدود غير مختزلة على ۴. وفقا لحقيقة 2 فإن ۾ يحقق 
إما معادلة خطية أو تربيعية على ۴. إذا كانت المعادلة خطية يصبح ‏ في ۴ وهو مناقض 
للفرض . لذا يمكن الفرض أن 2-208+8-0ه حيث » وق في . لذا 8ته-ةزمه) , 
إننا ندعي أن 8>0 لأنه لولم يكن كذلك لكان له جذر تربيعي حقيقي 8 ونحصل 
على 8+-ه هد ما يجعل 2 ني . لما كان 8>0-» فإنه يمكن كتابته على الصيغة #,سحيث 
في ۴. إذن = (مھ) وعليه 1-=”[۵(/۷-ه)] نستنتج أنه إذا كان 2 فی2 و 341 فيمكن 
إيجاد عددين حقيقيين » و ۷ بحيث 1-=”[۷/(»-ه)]. 

إذا كانت إبدالية فاخترة في بحيث 34 واجعل 0(/۷-ھ) =¡ حیٹ نختار » 
و ۲ في ۴ ليكون 1--1. إذن 2 تحوي ()5 وهو حقل يماثل حقل الأعداد المركبة. لما 
كانت 0 إبدالية وجبرية على فإنها حتًا جبرية على (5)1. من تمهيدية )١-۳-۷(‏ نستنتج 
أن (2-50. إذن إذا كانت ¬ إبدالية فهي إما ۴ أو ()5. 


مواضيع غتارة ۳ 


الآن نفرض أن 2 غير إبدالية . إننا ندعي أن مركز 2 يجب أن يساوي ۴. فإذا لم 
يكن كذلك فإنه يوجد ه في المركز بحيث .4٤4۴‏ ولكن حینئذ يوجد » و ٢‏ فی ۴ بحيث 
1-=[با(ه-ة)] ما يجعل المركز يحوي حقلل ممائلا لحقل الأعداد المركبة . ولكن استنادًا 
لتمهيدية )١-۳-۷(‏ إذا كان حقل الأعداد المركبة (أو حقل مماثل له) موجودًا داخل مركز 
2 فإن ©-2 عا يجعل < إبدالية . لذا فإن ۴ يساوي مركز 2. 

ليكن a‏ في © بحيث 347 و /(8-0)-1 حيث » و لإعددان في ۴ بحيث 1-=”ا۔ 
لما كان 14۴ فإن اليس في مركز 2. لذا فإنه يود عنصر ا في « بحيث أن 0*#مفم-ه. 
لتحسب ic+ci=i)bi-1b(+)bi-ib(i=ibi- b+ bi ibi=0 . ic+ci‏ لأن 1--2ز إذن 
آ-=٥.‏ ومن هذا نحصل على 1-(0-)-- )12-6 
لذا فإن ©©يتبادل مع ذ. إن © يحقق معادلة تربيعية على على النحو 0-بر+ع<+©. لما كان 
© وم يتبادلان مع فإن ع۸ يتبادل مع ¡. أي أن مفحءنة-ءة1-ذ وعليه 220-0. 
ولكون 200 نستنتج أن 0-حذ. لذا ب-حة2ء. وحيث إن 48ء (لأن #1 -ك) يمكننا 
القول كالسابق إن د موجب فيكون ۷= حیٹ 8 إذن 7حدت. دع ۷/=زفإن زيحقق 

2 


:2 Cc 
ے1١‎ 
0 5 


ci+ic _ 


ji+ij=Si+if= 0-۲ 


الآن دع زذ-عا. إن العناصر ,زرا التي أنشأناها تحقق خواص مثيلاتها في الرباعيات . 
لذا (1) وهريه, ,»)وه + زيه + ذه +م») -1 تكون حلقة قشمة جزئية في 2 ممائلة 
للرباعيات الحقيقية. بهذا نكون قد أنشأنا نموذجًا مماثلاً 7 لحلقة الرباعيات الحقيقية 
في .D‏ 

بقى علينا أن نثبت أن 1-5 

ا كان ۲٤۲5‏ يحقق 1--2, فدع .NN)r(=)x€ D|xr=rx}‏ إن N)r(‏ حلقة قسمة 
جزئية في 2 بالإاضافة إلى ذلك فإن ۲ وبالأحرى جميع العناصر ۲»+ں» حيث 
6وه ي تقع في مركز ()2. استنادا إلى تمهيدية )١-۳-۷(‏ فإن 
(© ره,مه|ءرهجمه) -(:)81. لذا إذا كان دم« فإن ۵+۹۲ =× حيث »,ر في ۴. 

لنفرض أن 62ناو 4نا. عندئذ يوجد عنصر 1-0(/6ا)- حیٹ »وف ۴ يحقق 


16 مواضيع في الجبر 


.w =1‏ إننا ندعي أن +« يتبادل مع كل من ذو «. ذلك لأن 

i(wi +iw)=iwi +i?w=iwi + wi? = (iw + wi)i 
لكون 1--12 وبصورة مشابية ۷(سا+س)=(س+س)س. وفقا لملاحظات الفقرة السابقة‎ 
فإن‎ 

aji= ag Fa W‏ +0 ح بز + زب 
إذا كان ١٤س‏ فإن العلاقة الأخيرة تجعل 0-,» (لأنه خلاف ذلك يمكننا كتابة س بدلالة 
). لذا "0061 -1+18. بصورة مشامهة F€رjw=8+ wj‏ و .wk+kw=y (EF‏ دع 
.و8 da‏ 


+ زل + w+‏ =2 
عندئذ 
zi +iz=wî +iw+ (2+?) + Gi +ij)+ (ki +ik)=ag-ag=0‏ 
بصورة مشابهة 2-0[+[2 و 12-0+ا2. إننا ندعي أن هذه العلاقات تجعل 2-0. 
لأن 
0=zk+kz=zij +ijz= (zi+iz)j +i(jz-2j)=i(jZ-2j)‏ 
لأن 1+12=0ع. ولكن 0 ولكوننا في حلقة قسمة نحصل على 2-2j=0ز.‏ غير أن 2j=0+zز‏ 
إذن 22-0 ولا كان 20 فإننا نستنتج أن 2=0. د إلى تعبير 2 نحصل على 
fo.‏ 


+ +—j+—k=0 
w+ س‎ 


ما يجعل ۷٤۲‏ وهذا مناقض ل .”٤١‏ نستنتج أن ۷ حقا في ۲. وحيث إن ۵(/8-)=س 
فإن .»+ 8۷= د ما يجعل 161. لقد برهنا على أن كل عنصر في 2 هو عنصر في '1. وحيث 
إن 72 نستنتج أن 2-7. ولا كانت ۲ تمائل الرباعيات الحقيقية فنحصل على أن 5 
تمائل حلقة الرباعيات الحقيقية ما ينهي برهان المبرهنة . 


مسائل 
١‏ - إذا كانت حلقة القسمة 2 منتهية البعد كفضاء متجهات على الحقل ۴ الموجود في 
مركز .٥‏ فبرهن على أن ٥‏ جبرية على ۴. 


مواضيع مختارة 0“ 


۲ - أعط مثالا على حقل × جبري على حقل آخر ۴ ولكنه ليس منتهي البعد على 1. 
۳- إذا كانت 4 حلقة جبرية على حقل ۴ وكانت ه لا تحوي قواسم للصفر. فبرهن 
على أن ۸ حلقة قسمة . 


)٤-۷(‏ الرباعيات التامة ومبرهنة المر بعات الأربعة 

درسنا في الفصل الثالث نوتًا خاصًا من الحلقات التامة يسمى بالحلقات 
الإقليدية . عندما طبقنا النتائج التي حصلنا عليها في تلك الحلقات على أعداد جاوس 
الصحيحة استنتجنا نتيجة فرما (762220) المشهورة بأن كل عدد أولي على الصيغة 
40+1 هو حاصل جمع مربعين. 

أما الآن فسنعتبر حلقة جزئية خاصة من حلقة الرباعيات والتي تشابه في جميع 
أوجهها الحلقة الإقليدية سوى كونها غير إبدالية . لهذا السبب سيكون من الممكن تمييز 
جنيع مثالياتها اليسرى. إن هذا التمييز للمثاليات اليسرى سيقودنا بسرعة إلى برهان 
المبرهنة التقليدية للاجرانج والتي تنص على أن كل عدد صحيح موجب هو حاصل جمع 


أربعة مربعات . 

لتكن © حلقة الرباعيات الحقيقية. في © نعرف المؤثر القرين « على النحو 
التالي 
تعريف 


إذا كان ak‏ + زو0 +1 ره + ,0 -» ي ۵ فنعرف قرين (1 )× ونرمز له ب *× 
على أنه )ږه-زرت-ا,-ره=*× 


تمهيدية (1-4-07) 
إن القرين في 0 يحقق ما يي : 
[ ع دير 


(6x+ay)*=öx*+yy* - ١ 
(y)*=y*x* *ا د‎ 
لكل × و رفي © وكل الأعداد ا حقيقية قور.‎ 


1٦‏ مواضيع في الجير 


البرهان 
إذا کان عليه+ زيه+ :»+=« فإن عاويمزيمف مه = *× وحينئل 
x**=(x*)*=ay+a,i+ a,j + agk‏ غا يرهن الجزء oy‏ 
الآن دع عليه + زوه +نيه+مه-: و عليق+ زر8,1+8+ر8=ر في © وليكن 8 و ۲ 
عددين صحيحين اختيارين . عندئذ : 
êx+yy=(8ag+YB,) + (êa, +8, (1+ (êa +Y82)j + (Sag +YB,)k‏ 
إذن من تعريف « يكون 
(êa +YB)k‏ - ز(و8 + يوق) - 1( 8 /ة+ رعة) - (مق ب +مدة) (êx +öy)*=‏ 
(علو8-زو6-نرق-و8)+ =8(ag-a,i-oj-agk)‏ 
“+ *يرقع- 
وهذا بالطبع يبرهن الجزء (۲) . 
في ضوء ما أثبتناه في الجزء (۲) فإنه يكفي لبرهان الجزء (۴) أن نثبته لأساس ل 
© على الأعداد الحقيقية» وسنفعل هذا اانا علو ز,1,1. الآن عا زز لذا 
(ij)* =k*=-k=ji=(-j)(-i)=j *i*‏ 
بصورة مشاببة *1*ط-*(11) و *[*-*(1(). أيضا 2(*)-1-- *(1-) *(2) وكذلك 
بالنسبة ل [,. لما كان الجزء () صحيحًا بالنسبة لعناصر الأساس أعلاه ولكون الحزء 
(؟) صحيحا فإن الجزء (۳) يكون صحيحًا لجميع التركيبات الخطية من عناصر 
الأساس بمعاملات من الأعداد الحقيقية وعليه يصبح الجزء (*) صحيحًا لأي 
عنصرين اختياريين × و رفي ©. 
تعريف 
إذا كان كفي 0 فنعرّف معيار (70111): ورم زله ب (۸) N‏ على النح و*د- (:)1!. 


لاحظ أنه إذا كان: 
ai + a,j + ak‏ + ون دير 


فإن 


مواضيع محتارة وو ا 


(كلايه-زيه-ن هسمه)(عايه + ai + a,j‏ +يى) N(x)=xx*=‏ 
تبن + ر =a + a+‏ 
إذن N)0(0‏ و N)×(‏ هو عدد حقيقي موجب لكل ۶0× في 0. على وجه الخصوص»› 
لكل عدد حقيقي » يكون 2»-(81)0. إذا كان 0× فلاحظ أن .×'=)1/N)»((×*‏ 


تمهيدية (1-4-0) 
لكل × ورف 0 « N(y)=N()N(y)‏ 


البرهان 
من تعريف المعيار فإن .N)x(=)>۷()۷(*‏ من الجزء (۳) من تمهيدية »)۱-٤-۷(‏ 
*×*ر=*(×) وعليه *×*رل×=(ر»). ولكن (9)/-*لالا وهو عدد حقيقي ما يجعله في 
مركز 0. على وجه الخصوص هذا العدد يتبادل حر ا أن 
N(xy)=x(yy*)x*=(xx*)(yy*)=NGON(Y)‏ 
كاستصاي بای من تتهرانية وان محل عل ما يلل , 


Lagrange identity متطابقة لاجرا نج‎ )١-٤-۷( تمهيدية‎ 
(ag +a, +a +a) )82+8, 2+8+8, )=(a,Bo¬ ريه ,ره‎ a8) 8 
+ ر6رمه)‎ +a, fg + asa) Hag رترت‎ + asf) +a) 
+ رقره)‎ +a, رقريه حيق‎ + a38) 


البرهان 
بالطبع يوجد برهان واضح هذه النتيجة وهو أن نفتح الأقواس ونقارن الحدود. 


ولكن ثمة طريقة أبسط من ذلك من ناحية أنها تنشىء المتطابقة وفي الوقت نفسه 
نبرهنها وذلك بملاحظة أن الجهة اليسرى هي (2)(2001 بين) الجهة اليمنى هي 


۸ مواضيع في الجر 


)۲-٤-۷( حيث عليه + زيه + نر +مه-< و عار8+ زيق+ن,8+مق8-رز. من تمهيدية‎ N)×y( 
. مما يبرهن متطابقة لاجرانج‎ 21)(2/)9(-21)( 


إن متطابقة لاجرانج تنص على أن حاصل ضرب مجموع أربعة مربعات مع 
مجموع أربعة مربعات هو بطريقة محددة مجموع أربعة مربعات . هناك نتيجة غريبة ل 
أدلف هرفتز (12د11 014له) تنص على أنه إذا كان حاصل ضرب مجموع « من 
المربعات بمجموع ١‏ من المرنعات هو أيضا مجموع « من المربعات بحيث أن حدود 
المجموع الأخيرة حسبت بطريقة خطية ثنائية من حدود المجموعين الآخرين فإن ‏ 
تساوي 1 , 2 , 4 أو8. في الحقيقة توجد متطابقة لحاصل ضرب مجموعي ثانية مربعات 
ولكننا لن نكتبها هنا لأنها مطولة وشائكة . 


والآن فقد حان الوقت المناسب لتقديم حلقة هرفتز للرباعيات التامة . 
دع t= }(1+i+j+k)‏ ودع 


( أعداد صحيحة ;m,رmyk|m,,m,,m+‏ زوصط+ فبحه +يامم) H=‏ 


تمهيدية )٤-٤-۷(‏ 
إن 14 حلقة جزئية من ©. إذا كان × في 11 فإن *× في 11 و (:)/! عدد صحيح 
موجب لكل عنصر #0 في 51. 
نترك برهان تمهيدية (/ا-5-5) للقارىء إذ أننا لا نعتقد أنه يشكل صعوبة عليه . 
قد تبدو الحلقة 51 لأول وهلة أنها مبتدعة . فلاذا نستخدم الرباعي 5 ؟ لماذا لا 
تعتبر الحلقة الأكثر الفة ر۵ حيث 
( أعداد صحيحة ;m,رmyk|m,,m,,m+jرm+m,i+my{‏ = و0 ؟ 
إن الجواب على ذلك أن ,0 ليست كبيرة بالحد الكافي على النقيض من 55 وذلك لفرض 
أن تكون التمهيدية التالية صحيحة. ولكننا نحتاج إلى أن تكون التمهيدية التالية 
صحيحة في الحلقة التي تتعامل معها لأنها تجعلنا نميز مثالياتها اليسرى . وهذا قد يوضح 
السبب الذي جعلنا (أو بالأحرى هرفتز) نختار العمل في الحلقة 11 بدلا من و©. 


مواضيع غتارة 1.۹4 


تمهيدية (٥-٤-۷(‏ خوار زم القسمة الأيسر (Left-division algorhithm)‏ 
لیکن 2 و طا عنصرين في 11 حيث 0 0#. فإنه يوجد عنصران ء و ل في 11 بحيث 
a=cb+d‏ و .N(d)<N(b)‏ 


البرهان 

قبل برهان التمهيدية لننظر إلى ما تخيرنا عنه . إذا رجعنا إلى بند الفصل الثالث 
المتعلق بالحلقات الإقليدية يمكننا أن نستنتج أن تمهيدية (/-0-4) تؤكد وجود جميع 
خواص الحلقات الإقليدية في 11 ما عدا الإبدالية. إن حقيقة كون 51 غير إبدالية لا 
تشكل عائقا لناء ولكن يجب أن نكون حذرين كي لا نخرج باستنتاجات خاطئة » على 
سبيل المثال 4 +اء-ه ولكن لا يحق لنا الفرض أن 8+ء5-« لأنه قد لا يتبادل امع ». 
لكن هذا سوف لا يؤثر على أية مناقشة أدناه. 


لغرض برهان التمهيدية فإننا نثبت أولاً حالة خاصة جدًا وهي التي فيها ه عنصر 
اختياري في 11 ولكن طا عدد صحيح موجب «. لنفرض أن ارا زياع واه 
حيث واروانارن! أعداد صحيحة و 1= حيث وعد سيج سوج ع 
kو×‏ + ز× +1 ×+ يان »ده حيث ولاررلا, ×× أعداد صحيحة تعين أدناه . إننا نريد اختيار 
هذه الأعداد بحيث يكون 82> (21)8>(مع-8)لة. ولكن 


1+i+j+k 


+tşk)-nxo( 2‏ )+ 1 )+ )= ممه 


اوه زوم ل مز 
2x)‏ جواء) ص2 -n(xtg+2x)i+ (t+‏ ++ سمس )) = 


+ (t+ 2t,-n(xt,+2x,))K 


إذا أمكننا اختيار الأعداد الصحيحة و×رر×ر ×× بحيث يكون 


هك |(ي2 جراء)صسي 2ن ]| ty +2t,-n(xt,+2x,)| sn,‏ ,هك |ty+2t,-n(xt,+2x,)|‏ ,مك اميا 


فينتج عن ذلك أن 


11۰ مواضيع في الجر 


(t,+2t,-n(xto+ 2x0),‏ 5 و 


N(a-c 1 


2 ف 1.1 دام 1 
۸= 5> “و “و + و + وچ 
n 4 11 4 n 4 n <n (a)‏ 16 


وهي النتيجة المطلوبة . ولكننا الآن ندعي أنه يمكن دائما عمل ذلك : 
)١(‏ يوجد عدد صحيح × بحيث ۲+ ×= حيث ners‏ -. لهذا العدد 
مديكون ہک |ء|= اصرسرةا. 
(۲) يوجد عدد صحيح k‏ بحيث ++هعاك, :2 +ر؛ و 0>:>8. إذا كان ()-اعددًا زوجيًا 
فاجعل ما-)=,×2. حينئذ :+ ه(ن + ,×2) ,2 + وا 
و >= |ص(را+×2)-۲+2| . من ناحية أخرى إذا كان 6-0 فرديًا فاجعل 
=k-t+1‏ 2. لذا 
مح عه( + tı +2t,=(2x, +ty-1)n +r= (2x,‏ 
وعليه 
[ty 2 -)2 +to)n| = |r-n|sn‏ 
لأن م>:>0. إذن يمكننا إيجاد عدد صحيح ,× محقق 
[ty +2t,-(2x, +t,)n| sn‏ 
(۳) كما في الجزء الثاني يمكننا إيجاد عددين صحيحين ر×و × يحققان 
[ty +2t4{2x, +ty)n| sn‏ و هك [ty +2tj4{2x,+t,)n|‏ 


على الترتيب . 


في الحالة الخاصة التي فيها ه عنصر اختياري في ۲1 و دا عدد صحيح موجب قد 


الآن نتحول إلى الحالة العامة التي فيها ةو طا عنصران اختياريان في 11 و #0ط. 
باستخدام تمهيدية )٤-٤-۷(‏ فإن *0-00 هو عدد صحيح موجب . لذا يوجد عنصران 
3# بل في H‏ بحيث ,0+مع- *6ة حيث (03)ل281)0,(>1. لذا N)a"-n(>N)(‏ ولكن 


مواضيع مختارة 111 


*0-6 حينئذ نحصل على (12/)0>(*ااء*71)36 فيكون )*ۆN((ab)b*)<N()=N(b.‏ 
من تمهيدية )1-6-۷( يصبح N(a-cb)N(b*)<N()N(b*)‏ 

ولكون 0 نحصل على .N)a-cb(>N)(‏ بجعل ام-0 يكون لدينا ل4+مء-ج 
بحيث (71)0(>71)0. إن هذا يكمل برهان التمهيدية . 


كما في الحالة الإبدالية يمكننا أن نستنتج ما يلي من تمهيدية (/ا-0-4). 


تمهيدية (3-4-0) 
لیکن ا مثائيًا أيسر في 11. عندئذ يوجد عنصر دفي 1 بحيث أن كل عنصر في 1 
هو مضاعف أيسر ل ». بعبارة أخرى» يوجد عنصر دا فی ا بحيث لكل × في ا يكون 


.11 ف‎ r حیٹ‎ ×= u 


الرهان 

إذا كان (1=)0 فلا يوجد شيء نبرهنه» كل ما يجب أن نفعله هو أن نفرض أن 
0-ه لذا فيمكننا الفرض أن ا يحوي عناصر لا تساوي الصفر. إن معيار العنصر غير 
الصفري هو عدد صحيح موجب (تمهيدية )٤-٤-۷‏ لذا يوجد عنصر 0د في 1 بحيث 
يكون معياره أصغر ما يمكن بالنسبة إلى معايير العناصر غير الصفرية في 1. إا كان > 
في سآ فوفقًا لتمهيدية (ا-8-5). 4+ناء-» حيث .N)4(>۸)(‏ ولكن ل في .1 لأن کڈ 
من × و ناومن ثم داه ني .1 الذي هو مثالي أيسر. لذا N)4(=0‏ مما يجعل 4=0. من هذا 
نستنتج أن ده-». 


قبل أن نتمكن من برهان ميرهنة المربعات الأربعة والتي هي غاية هذا البند يبقى 
علينا إثبات التمهيدية التالية . 


تمهيدية )۷-٤-۷(‏ 
إذا كان ۾ في 11 فإن "دفي 11 إذا وفقط إذا كان 1-(2/)8. 


11۲ مواضيع في الجبر 


البرهان 

إذا كان كل من ه و دفي 11 فإنه استنادا إلى تمهيدية )٤-٤-۷(‏ يكون كل من 
N)(‏ و(-7)3عددًا صحيحًا موجبًا. ولكن 2871-1 , لذا باستعمال تمهيدية »)۲-٤-۷(‏ 
.NN)a N) )=N (a2 )=N(1)=1‏ إن هذا يجعل .N)a(=1‏ 


من ناحية أخرى إذا كان ۾ في 11 و 1=(ه)N‏ فإن 1-(7/)3-*33 وعليه يكون 
*='ه. ولكن من تمهيدية )٤-٤-۷(‏ يكون *2 في H‏ لأن 3 في 11 وعليه يصح a1 =a*‏ 
في 11 أيضا . 


إننا بذلك نكون قد حددنا ملامح كافية من بنية 11 لاستعاها في دراسة بعض 
خواص الأعداد الصحيحة . الآن نبرهن المبرهنة التقليدية المشهورة للاجرانج . 


)۱-٤-۷( مبرهئة‎ 


يمكن كتابة كل عدد صحيح موجب كمجموع أربعة مربعات . 


البرهان 

إذا كان ه عددا صحيحًا موجبًا فإننا ندعي في المبرهنة أن ×+ ر×+ ددم 
حيث ولاري, ,لاروك أعداد صحيحة . لما كان كل عدد صحيح يتحلل إلى حاصل ضرب 
أعداد أولية» فإذا كان كل عدد أولي هو حاصل جع لأربعة مربعات فعلى ضوء متطابقة 
لاجرانج (تمهيدية )۳-٤-۷‏ يصبح كل عدد صحيح موجب هو مجموع أربعة مربعات . 
بهذا نكون قد اختصرنا المسألة إلى اعتبار الأعداد الأولية « فقط . وبالطبع فإن العدد 
الأولي 2 يمكن كتابته على النحو 12+12+02+02 

دون المساس بعمومية البرهان يمكننا الفرض أن 7عدد أولي فردي » والذي عادة 
يرمز له بالرمز م. 

لنعتبر الرباعيات م۷ على م2 مجموعة الأعداد الصحيحة قياس م. 

(م2» 02,2 ,وه إعايه + aj‏ + 3ه + رمه) تم لآ 


بوج ي 5 


إن و۷ حلقة منتهية وبالإضافة إلى ذلك أنها غير إبدالية لأن از#از-=ز¡ حيث 
2م. لذا من مبرهنة فدربرن لا يمكن ل ,۷ أن تكون حلقة قسمة. واستنادًا لمسألة ١‏ 
في نهاية بند (۳-) يجب أن نحوي مثاليا أيسر لا يساوي كلا من (0) وٍ۷. 


ولكن حينئذ لا يمكن للمثالي ثنائي الجانب ۷ في 51 والمعرف ب 
(وكاروكا, ×× يقسم كلا من ماع ×+ زر×+ن×+یں×)=۷ أن يكون اا أيسرًا 
أعظميا في 11 لأن 1/۷ يمال ,۷. (برهن على ذلك) (لوكان ۷ مثاليا أيسر أعظميا في 11 
فحينئذ 13/7 ومن ثم ,۷ لا يمكن أن تحوي مثاليات يسرى عدا (0) و 11/9). 


لذا يوجد مثالي أيسر ا في 11 يحقق : 1.11 » 1۷ و 12۷. وفقا لتمهيدية 
(5-4-70) يوجد عنصر دا في 1 بحيث أن كل عنصر في .1 هو مضاعف أيسر ل نا. لما كان 
67 فإن .61م وعليه اهم لعنصر ء في 11. وحيث إن ۷٤ں‏ لا يمكن أن يوجد معكوس 
ل في 11 لأنه حينئذ ص"ء=د سيكون في ۷. لذا 1<(ء)N‏ استنادا لتمهيدية )۷-٤-۷(‏ . 
لما كان 1.751 فلا يوجد معكوس ل نا في 51 نما يجعل 2/)1(<1. ولكون دهحم فإن 

pP”=N(p)=N(cu)=N(c)N(u) 

ولکن )7 و (ن)71 عددان صحيحان لأن كلا من ء و نافي 31 . كما أن كلا منهها أكبر 
من »١‏ وکل منهما يقسم 2م. حينئذ لابد وأن يكون م=(ں)۸=(ء)۸. 


لما كان u€H‏ » علوته + زيط + ارط + يمحن حيث ولتروظة, n,‏ أعداد صحيحة 
لذا 
+2myk‏ jر2m+2m,i‏ + (كلوه + (mg+myi+myj‏ > عل و2 + jر2m 2u=2my+2m,i+‏ 
=my+ (2m, +my)i + (2m +m,)j + (2m; +m,)k‏ 
|ذù .N(2u)=m,” + (2m, +m,)”+ (2m,+m,)”+ (2m,+my)*‏ ولكن N(2u)=N(2)N(u)=4p‏ 
لأن N)2(=4‏ ,م -(د)81. لقد بنا أن7(مسجيم2) +( +2( .4p= m+ (2m, + m+‏ 
إننا على وشك أن ننتهي من البرهان. 


كي ننهي البرهان نقدم إحدى الحيل القديمة ل أويلر: إذا كان 


ولي 2 2 2 56 
×+ رع +2 + ×=24 حيث ولاررك, كارن أعداد صحيحة فإن رر + رر + رر + لوحة 


5 مواضيع في الجر 


لأعداد صحيحة ولاءزلا.:لا.ولا. كي نرى هذا لاحظ أنه لكون 20 عددًا زوجِيًا فإن الأعداد 
,013 إما تكون كلها زوجية أو كلها فردية أو اثنان منهما فرديين واثنان زوجيين. في 
جميع الأحوال يمكننا إعادة ترقيم ال ,*,0>1>3 وتجميعها في أزواج تق 
رر رر ,کر ر 
كلها أعداد صحيحة . ولكن 
Xo X1.‏ 


وكا x +X‏ س 
3)2 2 )+302 2 ) +12 ىف )+02 . )=+ رر ++ ر 


E ولو‎ E. 
=0 +x +X +X) 


2= 2= 
لما كان م4 يساوي مجموع أربعة مربعات. وفقا للملاحظة أعلاه يكون م2 
كذلك. ولكون م2 يساوي مجموع أربعة مربعات فإن م يكون كذلك أيضا. لذا 
ترج +2رو+ة2رو+2رد-محيث يقرية, ,رة أعداد صحيحة» وبهذا نكون قد برهنا على 


إن هذه الميرهنة تعتبر نقطة البداية لمجال بحث واسع في نظرية الأعداد 
والذي يسمى مسألة وورینج (عصنعهة'). إن هذه المسألة تسأل عا إذا كان عدد صحيح 
يساوي مجموع عدد معيِنْ من الأعداد مرفوعة للقوة ». على سبيل المثال يمكن برهان أن 
كل عدد صحيح هو حاصل جمع تسعة مكعبات ومجموع تسعة عشر عدد مرفوع للقوة 
الرابعة. . .الخ . لقد أثيت الرياضي العظيم هلبرت (11:10658) أن لمسألة وورينج 
جواب إيجابي . 


ستاقل 
١‏ - برهن تمهيدية .)٤-٤-۷(‏ 
۲ - أوجد جميع العناصر "© في ,© بحيث أن » في ,0 أيضا . 


مواضيع مختارة 11٥‏ 


۳- برهن على أنه يوجد بالضبط 24 عنصرًا 2 في 11 بحيث أن 37 في 14 أيضا. حدد 
جميع هذه العناصر. 

5 أعط مثالا لعنصرين د و طني ,© . 00 بحيث أنه من المستحيل إيجاد عنصرين 
وك في ,© يحققان ل+مه-ه حيث (ط)×>(N)4.‏ 

.22+02+8-0 أثيت آنه إذا كان ۾ في 11 فيوجد عددان صحيحان » و 8 بحيث‎ ٥ 

لقت أثبت أنه يوجد عدد صحيح موجب لا يمكن كتابته كحاصل جمع ثلاثة مربعات . 

¥ بين أنه يوجد عدد غير منته من الأعداد الصحيحة الموجبة التى لا يمكن كتابتها 
كحاصل جمع ثلاثة مربعات. 
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الدكتور/ فوزي بن أحمد الصالح الذكير 

أستاذ مشارك في قسم الرياضيات بكلية 
العلوم» جامعة الملك سعود. حصل على 
درجة الدكتوراه في علم الرياضيات من 
جامعة كاليفورنيا في لوس أنجلوس 
بالولايات المتحدة الأمريكية عام ١١٤٠ه‏ 
(1941م). عمل في عدة لجان في القسم 
وق كلية العليم زتها ملس كلية العلوم)» 
ثم أصبح رئيسا لقسم الرياضيات في الفترة 
من ۱۲٤۱ھ‏ إلى 414١ه‏ (۱۹۹۲م - 
18م .. ويسند إليه حالياً منصب رئيس 
الجمعية السعودية للعلوم الرياضية . 

قام بنشر عدة أبحاث في نظرية الزمرء 
المجموعات المرتبة جزئياً. نظرية المجموعات 
المشوشة بالإضافة إلى تطبيقات الرياضيات 
في محال الاتصالات . شارك في تاليف كتاب 
في نظرية الأعدادء كا أنه شارك في تاليف 
كتب دراسية في علم الرياضيات لتدريسها 
في المرحلة الثانوية » بالإضافة إلى المشاركة في 
ترجمة بعض الراجع العلمية في علم 
الرياضيات . 


الدكتور/ علي بن عبدالله بن صالح السحيباني 

يعمل حالياً أستاذاً مشاركاً في قسم 
الرياضيات بكلية العلوم » جامعة الملك 
سعود. حصل على درجة الدكتوراه في 
علم الرياضيات من جامعة برمنجهام 
في بريطانيا عام ١ه‏ (۱۹۷۹م) . 
عمل في ده لجان في القسم» وأصبح 
رئيسا للقسم في الفترة من 4٠1“‏ ١ه‏ إلى 
6 اها. 

قام بنشر عدة أبحاث في الجير 
وأسهم في تأليف عدة كتب دراسية في 
الرياضيات لتدريسها في الكليات 
المتوسطة» كما شارك في ترجمة بعض 
المراجع العلمية في علم الرياضيات. 
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